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PROLOGO

Los fenémenos de la dindmica constituyen una parte integral de la
vida profesional del ingeniero y del cientifico, La dindmica es una mate-
ria sutil, y su importancia es tan grande que su ensefianza merece una
cuidadosa atencién en todas las escuelas.

Este libro se ha planeado como libro de texto para el primer curso
de dinamica en los estudios de una escuela de ingenieria y para ir maés
alld de la introduccién a la dinédmica que se estudia siguiendo la secuen-
cia usual de la fisica. Este libro es el resultado del esfuerzo conjunto de
muchos de mis colegas en el “Case Institute of Technology” continua-
mente probado con los alumnos de ingenieria del segundo afio durante
los Gltimos cuatro de su elaboracién,

La idea basica de este libro es simplemente la de desarrollar en la
forma mas general (compatible con los conocimientos que ha adquirido
el alumno de ingenieria en el primer afio) los principios fundamentales
de la dindmica y después aplicar el proceso de anilisis especifico a la
solucién de problemas reales de ingenieria.

Cantidades tales como el momento de inercia, el producto de iner-
cia, etc., no se consideran separadamente, sino que, de una manera natu-

ral aparecen en la discusién de los principios generales, asi el alumno no

distrae su atencién en detalles de cilculo mientras intenta comprender
los fundamentos.

El contenido de este libro puede servir como base para un curso de
un semestre o tres semestres de cuatro horas crédito que toman los alum-
nos del segundo afio de ingenieria mecénica, civil, eléctrica y metalrgica.
Estos alumnos han tenido ya una introduccién a la mecénica en fisica;
un curso adicional de estatica vectorial y estudian ecuaciones diferencia-
les simultdneamente con la dinidmica. Todos los temas que se desarrollan
en este libro se discuten durante el curso.

Se ha incluido una breve historia de la dindmica a fin de que los
alumnos de ciencias y tecnologia sepan apreciar las grandes contribucio-
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6 PROLOGO

nes que se han aportado para desarrollar cada 4rea en particular. Se
sugiere que la parte correspondiente a la historia se deje para lo dltimo,
ya que adquiere mayor significado si el estudiante se ha compenetrado
previamente de los principios de la din4mica.

Deseo expresar mi estimacién a quienes mdis contribuyeron en este
texto, Ray E. Bolz, Howard E. Conlon, Robert J. Guyan, Sidney W. Mec-
Cuskey, Robert L, Swart y Daniel K. Wright, Jr., y al “Case Institute of
Technology” por su apoyo en el esfuerzo realizado. El producto de la
venta de este texto se utilizard para financiar la educacién posprofesio-
nal de quienes en el futuro habrin de contribuir en el excitante campo
de la mecéanica.

Harry R. Nara
Cleveland, Ohio

" Enero de 1962.
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Notas histéricas sobre la dindmica

1.1 Introduccién—Leyes del movimiento

“Para el M4s Ilustre Sefior Conde de Noailles

Consejero de su Cristianisima Majestad,

Caballero de la Orden del Espiritu Santo,

Mariscal de Campo y Comandante, Senescal y Gobernador
de Rouergue y Teniente de Su Majestad en Auvergne,

Mi Sefior y Venerable Protector.”

Asi dedicé Galileo en 1638 su profundo pensamiento y experiencias
sobre el tema del movimiento. La dindmica fue fundada por Galileo. Los
antiguos, y particularmente los griegos, habian estudiado la estatica, pera
fue necesario aguardar hasta Galileo para describir mateméticamente y es-
tudiar experimentalmente el movimiento y sus causas. Debemos a Galileo
las “leyes” que nos son familiares del movimiento uniformemente acelera-
do. Galileo descubri6 la ley de la inercia, mas tarde formalizada por Isaac
Newton.

Debe recordarse el estado en que se hallaba la ciencia en aquellos
tiempos. Para la mayoria de las personas la Tierra era el centro del Uni-
verso, Creer otra cosa era signo de herejia y contrario a las Sagradas Es-
crituras. Copérnico habia conjeturado en 1543 que la Tierra y los plane-
tas giraban alrededor del Sol. Esta teoria fue expuesta por Galileo, quizi
a propdsito en forma vaga, a fin de evitar las consecuencias decretadas
por la Iglesia. Mucho de la teoria de la dinidmica, en los dos siglos siguien-
tes, no pasé de los intentos de explicar los movimientos del sistema pla-
netario, Las contribuciones e ideas de Galileo son dignas de recordarse
puesto que abiertamente enuncié el hecho de que la ciencia debe estar
basada en las “leyes” que se obtienen del experimento.

Newton naci6 en 1642, el afio en que murié Galileo, Tal parece como
si la Naturaleza estableciera una continuidad en las vidas de estos dos
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12 MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS

Fig. 1.1

gigantes del intelecto para que sus secretos se escudrifiaran con mayor pro-
fundidad sin menoscabo del conocimiento. La hazafia mAis notable de
Newton en que conjuga el razonamiento y la imaginacién, fue la formula-
cién de la ley de la gravitacién universal.

Con gran penetracién, Newton razoné que la aceleracién de la Luna
en su Orbita, aceleracién radial, no difiere esencialmente de la aceleracién
debida a la gravedad de la Tierra. Discernié que la aceleracién de la
gravedad se extiende a las caspides de las montafias mas altas. Razoné
que la Luna se moveria una distancia 4B (Fig. 1.1) en un segundo, de-
bido a su velocidad en torno a la Tierra, si no estuviere sujeta a la atrac-
cién terrestre. Sin embargo, después de transcurrir un segundo, realmente
deberia estar en B'. Ahora, €l y otros mateméticos y filésofos de su época
habian adivinado de la tercera ley de Kepler sobre el movimiento plane-
tario, que la atraccién de la Tierra sobre un cuerpo deberfa disminuir,
cuando se alejara de la Tierra, en razén inversa al cuadrado de la distan-
cia desde el centro de la Tierra. Newton sabia que en un segundo un
objeto, en la cercania de la superficie terrestre, se desplaza en su caida
4.9 metros. Por lo tanto, si prevalece una fuerza inversamente proporcio-
nal al cuadrado de la distancia, razoné que a la distancia de la Luna, la
caida BB’ de ésta hacia la Tierra, en un segundo, serfa

2

. oR
BB = 4.9 (m),

2

donde R es el radio de la Tierra y D es la distancia del centro de nues-
tro planeta al centro de la Luna.

En 1666, cuando efectué un cilculo para comprobar esta conjetura,
su conocimiento sobre el radio de la Tierra era imperfecto y hallé que
BB’ era alrededor de 12 por ciento menor de lo que podria haber sido de
acuerdo con su hipétesis. No fue sino hasta 1679 cuando supo de la nueva
medicién de Picard del radio de la Tierra, y al introducir este nuevo dato
en su antiguo calculo comprobé satisfactoriamente su hipétesis.
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A partir de aquel instante Newton desarrollé ripidamente su ley de
gravitacién universal, a saber F = —Gmm’/D? donde m y m’ son las ma-
sas de los dos cuerpos que se atraen, D la distancia que las separa y G una
constante cuyo valor tomamos ahora como 6.67 X 10~® en unidades cgs.
De esta ley de Newton fue posible deducir, a partir de un solo principio
fisico unificado, las tres leyes del movimiento planetario que habia enun-
ciado Kepler en 1609 y 1619. Estas leyes keplerianas son:

1. Las 6rbitas planetarias son elipses con el Sol como foco.

2. El radio vector de un planeta barre 4reas iguales en iguales inter-
valos de tiempo.

3. Los cuadrados de los periodos de los planetas alrededor del Sol
son proporcionales a los cubos de sus distancias medias desde el Sol.

Esto ilustra bien el método inductivo mediante el cual progresa la
ciencia, incluyendo la dindmica. Primeramente existe un cuerpo que se ob-
serva cuidadosamente y los datos se correlacionan, tal como ocurrié de las
observaciones cuidadosas que hizo Tycho Brahe, sobre las cuales Kepler
basé sus leyes. Después se construye una teoria que, por medio de un mo-
delo matemético, predice correctamente los hechos observados. Finalmen-
te se puede utilizar el modelo para predecir otros fenémenos naturales.
Mientras estas predicciones se cumplan con nuevos experimentos, el prin-
cipio unificado y la representacién matematica de éste, son aceptables. Si
la observacién y la teorfa no concuerdan, generalmente es necesario revisar
la teoria.

En su Principia, publicado por insistencia de Halley* en 1686, Newton
present6 sus llamadas “leyes del movimiento”. El ntimero de éstas, es tres.

Pririera ley. Una particula de masa constante permanece en reposo
o se mueve con velocidad constante en linea recta, a menos que sobre ella
actiie una fuerza.

Segunda ley. Una particula sometida a una fuerza se mueve de ma-
nera que la razén de cambio con respecto al tiempo de su cantidad de
movimiento lineal sea igual a la fuerza,

Tercera ley. Si dos particulas actlan una sobre otra, la fuerza que
ejerce la primera sobre la segunda es igual en magnitud y direccién, pero
opuesta en sentido a la fuerza que ejerce la segunda sobre la primera.

Los consideré como axiomas de los cuales, por razonamiento deducti-
vo, se pueden obtener conclusiones matematicas. Hallé que estas deduc-

* Edmund Halley fue inventor de las tablas de navegacién y el tercer Astré-
nomo Real de Inglaterra. Se hizo més célebre por su cilculo de la érbita del gran
cometa de 1682, mis tarde llamado cometa de Halley. Su Gltimo acercamiento a
la Tierra fue en 1910 y se espera nuevamente alrededor de 1985,
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ciones se ajustan al universo fisico tal como se reconocié posteriormente.
Sélo en fecha reciente, con el advenimiento de la teoria de la relatividad
(Einstein, 1905) y su aplicacién 4 problemas dinamicos microscépicos y
a movimientos con velocidades extremadamente altas, se hizo necesario
modificar en parte los axiomas basicos establecidos por Newton.

Las conclusiones deducidas por Newton, y publicadas en su Principia,
tal vez constituyen la hazafia intelectual més grande que hasta ahora haya
sido realizada por un solo hombre. En menos de dos afios, Newton trabajé
matematicamente sobre la espina dorsal de las ideas basicas de la dina-
mica tal como hoy las conocemos. Una faceta interesante de su trabajo es
que todas las demostraciones se expresan en lenguaje geométrico, Veinte
afios antes (1666), Newton habia inventado sus fluxiones (conocidas aho-
ra como célculo), mediante las cuales resolvié6 indudablemente sus pro-
blemas de dindmica. Pero a causa de que en el medio cientifico de su
tiempo nadie estaba suficientemente familiarizado con el cilculo para leer
sus escritos, Newton decidi6 traducir todas sus demostraciones al lengua-
je de la geometria.

Hoy dia, debido a esto, hallamos que su Principia es algo dificil para
ser leido, ya que en la actualidad se utilizan las ecuaciones diferenciales
para describir el mismo fenémeno. El método de las fluxiones de Newton
no se publicé hasta 1704, aproximadamente veinte afios después de su
Principia.

Los axiomas de Newton y sus demostraciones deductivas sobre los teo-
remas subsiguientes sefialan el hecho de que la historia de la dinamica no
puede estar desligada de la historia de las mateméticas. Este método de
las fluxiones fue inventado especificamente para ayudarle a resolver el
enigma del movimiento de la Luna y determinar que una esfera homogé-
nea que atrae un cuerpo se comporta como si toda su materia estuviera
concentrada en su centro. Por esto, la dinAmica es una ciencia deductiva.
Como tal, su estructura matematica formal puede construirse sobre otros
axiomas fundamentales distintos de los utilizados por Newton. Uno de
éstos conduce a la invencién y uso del célculo de variaciones. En vista
de que la mayor parte de este libro serd dedicada a la aplicacién de las
leyes del movimiento de Newton, dejaremos éstas para una discusién ul-
terior mas detallada y pasaremos a una breve discusién de otras formas
de establecer las ecuaciones de la din4mica.

1.2 Principio de los desplazamientes virtuales. En la cadena del razo-
namiento a seguir hallamos los nombres de James y John Bernoulli,
D’Alembert, Lagrange, Hamilton y Jacobi. En la Tabla 1.1 se incluyen
bosquejos de sus contribuciones a la dinidmica.
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TABLA 1.1 Pequefios bosquejos de grandes nombres y contribuciones

a la dindmica

Arquimedes (287-212 a.c.)
De Aequiponderantibus
(ver T. L. Heath, The Works
of Archimedes, Cambridge,
1897)

Leonardo de Vinci (1452-
1519) (trabajos no publica-
dos hasta 1797 por Venturi)

Galileo (1564-1642)
Dialogues Concerning
Two New Sciences
(Leyden, 1638)

Kepler (1571-1642)
Astronomia Nova (Praga,
1609), Harmonice Mundi
(Linz, 1619)

Descartes (1596-1650)
Principia Philosophiae
(Amsterdam, 1644)

Pascal (1623-1662)
Récit de la grande expé-
rience de Pequilibre des
ligueurs (Paris, 1648)

Contribuyé a la teoria de la palanca, la
idea del centro de gravedad de un cuerpo
y los métodos para calcular el centro de
gravedad. Estableci6 el principio que lleva
su nombre relativo a la fuerza de empuje
ejercida sobre un cuerpo que flota en un
liquido. Inventé el método matematico del
célculo integral.

Relacion6 los momentos estiticos con el
equilibrio de los cuerpos. Prefiguré el tra-
bajo de Galileo sobre el movimiento recti-
lineo uniformemente acelerado.

Enuncié y verificé experimentalmente las
leyes cinematicas de la caida de los cuerpos,
y otro movimiento uniformemente acelera-
do. Descubrié la ley de la inercia que mis
tarde fue formalizada por Newton. Observé
que las fuerzas producen aceleraciones.
Descubri6 el paralelogramo de movimien-
tos (composicién vectorial) y obtuvo la
trayectoria de un proyectil. Construy6 el
primer telescopio y con él efectué profun-
dos descubrimientos astronémicos.

De las observaciones de Tycho Brahe des-
cubrié tres leyes empiricas del movimiento
planetario. Concibi6 la gravedad como la
aniloga de la atraccién magnética.

Propuso ideas vagas del momento lineal
como *cantidad de movimiento” y la fuer-
za viva que hoy conocemos como energia
cinética. Descartes fue un filésofo que con-
fi6 en sus conclusiones teéricas més que en
el experimento.

Aplicé el principio de las velocidades vir-
tuales a la estitica de liquidos. Evolucioné
las leyes de la presién de los liquidos (pre-
sién ‘que se transmite por igual y no dismi-
nuye en ningtn punto del interior de un
liquido, etc.). Fue el primero en demostrar
la variacién de la presién atmosférica con
la altura.
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TABLA 1.1 Pequefios bosquejos de grandes nombres y contribuciones
a la dindmica (Continuacién)

Huyghens (1629-1695)
Horologium Oscillatorium
(1673)

Newton (1642-1726)
Philosophiae Naturaliae
Principia Mathematica
(Longres, 1686)

Bernoulli, Jacobo (1654-1705)
Acta Eruditorum (1691)
Opera Ommnia (Ginebra,
1744)

Bernoulli, Juan (1667-1748)
Acta Eruditorum (1693)
Opera Omnia (Lausana,
1742)

Maupertius (1698-1759)
Mémoires de I'Académie de
Paris (1740); Mémoires de
IAcadémie de Berlin,
(1745-1747)

Bernoulli, Daniel (1700-1782)
Hydrodynamica, sine de Vi-
ribus et Motibus Fluidorum

Creb la teorfa del centro de oscilacién. In-
ventd el reloj de péndulo y su escape; me-
diante mediciones pendulares determiné g.
Creb las ideas de fuerza centrifuga y acele-
racién centripeta (es decir, dedujo a» =
v%/r para el movimiento circular uniforme).
Inventé el péndulo cicloidal. Establecié la
conexién entre el trabajo y la energia ci-
nética.

Descubrié la ley de la gravitacién univer-
sal. Formalmente enuncié como axiomas
las “leyes del movimiento”, que forman la
base para describir mateméticamente la di-
namica de un sistema. Generaliz6 la idea
de fuerza; introdujo el concepto de masa;
formulé claramente el principio del parale-
logramo de fuerzas; establecié claramente
la ley de accién y reaccidn.

Dedujo la ley del péndulo compuesto y el
centro de oscilacién a partir del principio
de la palanca. Desarrollé un método gene-
ral (hoy forma parte del cilculo de varia-
ciones) para resolver el problema de la
braquistécrona.

Generaliz6 el principic de las velocidades
virtuales. Contribuyé al principic de la
conservacién de la energia. Resolvi6 el pro-
blema de la braquistécrona.

Descubrié que el trabajo efectuado para
llevar un sistema al equilibrio es un mdxi-
mo o bien un minimo. Enuncié (1747) el
principio de la minima accién (accién =
masa X velocidad X recorrido, una combi-
naci6n vaga de trabajo virtual y fuerza viva.
Aunque esta contribucién resulté vaga, ins-
pir6 a Euler y Gauss para realizar algunas
de sus mejores aportaciones.

Descubrié Ia ley de la conservacién de las
4reas que es una generalizacién de la se-
gunda ley de Kepler del movimiento pla-
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TABLA 1.1 Pequefios bosquejos de grandes nombres y contribuciones
a la dindmica (Continuacidn)

Commentarii (1738)

Euler (1707-1783)
Mechanica sine Motus
Scientia (San Petersburgo,
1736) y articulos en los vo-
lamenes de las Academias
de Berlin y San Petersburgo

Clairaut (1713-1765)
Théorie de la figure de la
Terre. (Paris, 1743)

D’Alembert (1717-1783)
Traité de dynamique
(Paris, 1743)

Lagrange (1736-1813)
Mécanique analytique
(Paris, 1788)

Laplace (1749-1827)
Mécanique céleste
(Paris, 1799)

netario. Aplic6 el principio de fuerze vivae
al movimiento de fliidos. Ideé un método
para determinar la salida de un flgido por
un orificio. Introdujo el principio de su-
perposicién de vibraciones y enuncié una
teoria cinética rudimentaria de la presién
de un gas.

Introdujo el “momento de inercia” por
Zms’. Contribuyd fundamentalmente al
calculo de variaciones y aplicé los métodos
de la dinimica. Introdujo los 4ngulos que
llevan su nombre en la dinimica del cuer-
po rigido. Las contribuciones de Euler a la
mecénica y a los métodos mateméticos en
ella aplicados son demasiade numerosos
para ser mencionados (ver Whittaker, 4na-
Iytical Dynamics).

Aplicé la teoria del potencial (nuestra mo-
derna designacién) al equilibrio de los li-

-, quidos. Desde este punto de vista discutié

la forma de la Tierra.

Aplicé el principio del trabajo virtual a
Ia resolucién de los problemas de dindmica;
hoy dia su principio es un punto de partida
para establecer las ecuaciones del movi-
miento.

Sistematizé. tanto la estdtica como la dini-
mica para reducir la ciencia a una opera-
cién tan formal como fuese posible; siendo
analitice su aproximacién, se opone a la
aproximacién geométrica de Newton, De-
dujo las famosas ecuaciones lagrangianas
del movimiento (equivalentes a las de New-
ton), que se deducen de los conceptos de
energia. Se puede llamar a Lagrange el
fundador de la mecinica analitica.

Aplicé los conceptos de Newton al estudio
de los movimientos de planetas y satélites.
Su trabajo monumental en mecanica celes-
te es definitivo. Probé Ia estabilidad del
sistema solar.,
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TABLA 1.1 Pequefios bosquejos de grandes nombres y contribuciones
a la dindmica (Continuacion) .

Gauss (1777-1855)
Neues Princip der Mechanik
(Peribdico de Crelle, IV,
1829)

Poisson (1781-1840)

Coriolis (1792-1843)
Traité de mécanique
(Paris, 1829)

Jacobi (1804-1851)
Vorlesungen iiber Dynamik
(editado por von Clebsch,
Berlin, 1866)

Hamilton (1805-1865)
Lectures on Quaternions
(1853 Essays)

Invent$ el principio de la minima restric-
cién. Contribuyé a la teoria del equilibrio
de las superficies de los liquidos. Evolu-
cioné los métodos para el célculo de 6rbi-
tas, los cuales todavia se utilizan.

Introdujo el método de variacién de para-
metros en la solucién de problemas de di-
namica. Discuti6é la estabilidad secular de
las érbitas planetarias. Estudié la dindmica
de los cuerpos elasticos (razén de Poisson).

Dio su nombre a la psendo fuerza —2m
(@ X ©) debida al movimiento confinado a
un marco de referencia que gira. Aplicé el
nombre de “trabajo” al producto fuerza X
distancia y denoté la “fuerza viva” por
1/ymy?— ahora conocida como energia ci-
nética.

Contribuyé a la teorfa de la minima accién
demostrando que fov ds tiene un valor es-
tacionario para la trayectoria dindmica, no
necesariamente un minimo o un maximo.
Introdujo la funcién de sustitucibn, y de
este modo contribuyé a la solucidén de la
ecuacién fundamental diferencial parcial
de Hamilton-Jacobi, tan importante en la
mecénica cudntica.

Introdujo el concepto de las “funciones
fuerza” — energia potencial con signo nega-
tivo. Ided una integral equivalente al prin-
cipio de D’Alembert, que es,
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TABLA 1.1 Pequefios bosquejos de grandes nombres y contribuciones
a la dindmica (Conclusién)

Mach (1838-1916)
Die Mechanik in ithrer Ent-
wickelung (Leipzig, 1833)

Herta (1857-1894)
Principien der Mechanik
(Leipzig, 1894)

Poincaré. (1854-1912)
Les méthodes nouvelles de la
mécanique céleste
(1892, 1893, 1899)

Finstein (1878-1955)
Die Grundlage der allge-
meinen Relativititstheorie.
(Anales de Fisica, 49, 1916)

Analizé exhaustivamente los fundamentos
axiomdticos y filoséficos de los conceptos
de dinémica, tales como masa y fuerza. Cri-
ticé y sistematizé la ciencia de la dindmi-
ca tal como se conoce hoy en dfa.

Criticé los fundamentos filostficos y axio-
méticos de la dinimica newtoniana. For-
mulé un sistema “sin fuerza” en gque
solamente se aceptaron los conceptos de
tiempo, espacio y masa. Su principal punto
de partida fue una combinacién de la ley
de inercia y el principio de minima restric-
cibn.

Cre6 mucho de la teorfa de los invariantes
integrales y de las ecuaciones diferenciales
aplicables a la mecénica celeste. Introdujo
métodos topoldgicos en el estudio de las
orbitas periédicas. Contribuyé al estudio
del problema de los n cuerpos, la estabili-

" dad de los movimientos periédicos v la es-

tabilidad de los fltidos que giran.

En sus teorfas de la relatividad especial
(1905) y general (1915), Einstein introdu-
jo los nuevos conceptos de espacio-tiempo
necesarios en el estudio de las particulas
atomicas que se mueven a elevadas veloci-
dades. La masa variable (dependiente de la
velocidad) y el tiempo variable son con-
ceptos originales.

Principiaremos con un postulado o axioma enunciado por John Ber-

5 J”’ (T—V) dt =0
s fo

aplicable a una trayectoria dindmica, que
es diferente a las trayectorias en el espacio
cartesiano (este es el principio de Hamil-
ton). Introdujo el concepto de odégrafa.
Contribuyb a las ecuaciones hamiltonianas
del movimiento, que ahora son tan ftiles en
dinidmica analftica y mecanica cuantica.

noulli en 1717. Este es el “principio de los desplazamientos virtuales” o
bien como ahora se le llama “principio del trabajo virtual”. Esta es una
forma de establecer el equilibrio de un sistema mecanico en términos
de la energia, y en consecuencia, este principio pertenece al dominio de
la estatica; sin embargo, es interesante observar que puede tomarse como
punto de partida fundamental, o axioma, de la dindmica. El princi-
pio del trabajo virtual establecido en lenguaje vectorial moderno, es el
siguiente:
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mig = W
(a) )
Fig. 1.2
Sea un sistema de n partlculas situadas en los puntos 7y, 72 ... 7y s0-
metidas a un sistema de fuerzas F 1 F, ... F, Sean 87y, 875 ... 07, des-

plazamientos arbitrarios o virtuales ( ;imagina.dos!), desplazamientos de
las particulas que son compatibles con las restricciones impuestas sobre el
sistema ya sea por cuerdas, reaccién de superficie o agentes restrictivos
semejantes. Entonces, el principio de Bernoulli de los desplazamientos vir-
tuales establece que si el sistema estd en equilibrio
Fro 87 + Fp 87y + - + Fpr 87, = 0.

Fvidentemente esta suma de productos escalares representa el producto
de fuerzas y desplazamientos, y en lenguaje moderno constituye el trabajo
efectuado por las fuerzas sobre el sistema de particulas en los desplaza-
mientos virtuales (o imaginados).

Serd suficiente una ilustracién para fijar las ideas. Consideremos blo-
ques de pesos Wy = mgy W, = msg unidos por una cuerda inextensible,
colocados en ranuras lisas sobre planos inclinados, como se muestra en la
figura 1.2. Imaginemos que el peso W se mueve ligeramente hacia arriba
del plano en el sentido de 87,. Este es un desplazamiento compatible con
la condicién de que W, permanezca sobre el planc y en la ranura; por
otra parte, 87, es arbitrario. Andlogamente, sea 87, un desplazamiento vir-
tual de W, sobre su plano lo tomaremos arbitrariamente hacia abajo.
Puesto que la cuerda es inextensible, |87,| = |87,| y [Tll - j”fzf

Ahora, por el principio de Bernoulli, el sistema estard en equilibrio si

(mig + Ty + Nu) * 871 + (mog + Tz + Ny) + 87 = 0,

donde N, y N, son las reacciones de los planos sobre las masas. Efectuan-
do los productos escalares, hallamos

[mg cos (90° + 64) + |T4|1187] +
‘ [mag cos (90° — 62) — |To| ] |87 = 0

y aplicando las condiciones de restriccién, tenemos

(—myg sen 6y + mag sen 63) |87y = 0.
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Pero, en general, |87;| es un desplazamiento arbitrario distinto de cero.
Entonces esta expresién se anula solamente si

mag sen B = myg sen 8,
S W1 sen 91 == Wz sen 62

Esta es la condicién para el equilibrio deducida del principio de Bernoulli.
Podria haberse obtenido de inmediato si se observa que W, sen 8, es la
componente del peso hacia abajo del plano de la izquierda, la fuerza W,
sen 6, es la componente del peso hacia abajo del plano de la derecha, y
en el equilibrio son iguales.

1.3 Principio de D’Alembert. I’Alembert, matematico francés del siglo
xvi, introdujo en 1743 el concepto interesante de © ‘pérdida” de fuer-
zas a fin de aplicar a un sistema dinamico el principio de Bernoulli. Su
mtento fue reducir los problemas de la dindmica a problemas de estitica
ya resueltos (jun artificio bien conocido de los mateméticos!) Insertare-
mos aqui el contenido del principio de D’Alembert en su forma més atil,
no en su forma original,

Sean n particulas situadas en puntos ¥, 7, ... 7, y sometidas a las
fuerzas Fy, F, ... F, llamadas fuerzas impresas, las cuales, si las particu-
lag estuvieran en libertad de moverse, les imprimirian las aceleraciones
@ = F,/my ... @,=F,|m, Las n particulas pueden estar restringidas
de alguna manera; en tal caso, solamente ciertas componentes de las fuer-
zas F; estarfn en posibilidad de producir movimiento. Denotaremos estas
fuerzas efectivas por fi(i=12. n). Por la segunda ley de Newton sa-
bemos que f; = m;a;; entonces, i'_'f'n, =G; (i=12 ...n) constituye
la parte de fuerzas impresas que no son efectivas y que se denominan
fuerzas “perdidas”. Por ejemplo, para un bloque de peso W que descansa
sobre un plano inclinado liso (Fig. 1.3) la fuerza impresa es W + N,
donde N es la reaccién del plano sobre el bloque. La fuerza efectiva es

Fig. 1.3
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ma. A la fuerza efectiva con signo negativo algunas veces se la llama
“fuerza de inercia”. Por lo tanto, la fuerza perdida es

G=W+N—ma

El principio de D’Alembert establece que las fuerzas “perdidas” cons-
tituyen un sistema de fuerzas en equilibrio. Esto es, para un sistema de n
particulas, por el principio del trabajo virtual se tiene

7
E (ffi-——m?z‘i)'Sh e O
i=1
Para ilusirar al respecto, consideremos nuevamente las masas m; v ma
sobre los planos inclinados que se ven en la Fig. 1.2, Por el principio de
D’’Alembert, para las fuerzas impresas se puede escribir
m1E+N1 + Tl y m2§+N2+T2

y para las fuerzas de ercia

M1l y  ——Mady,
donde @; y @, son las aceleraciones efectivas que experimentan las masas
m, y m, respectivamente. Por lo tanto, las fuerzas perdidas son

mig + Ny + Ty —mid, v myg + Nz -+ Tz — M2Gs.

Con los desplazamientos virtuales 87, y 87, y con las restricciones AR
|@o] = a, |87:| = |87.|, |T1| = |T.| impuestas por las conexiones, por el
principio de D’Alembert tenemos

(mig + Ny + Ty —mi@,) - (57) + (mag + N + To— matin) - 87 = 0.
Efectuando los productos escalares y aplicando las condiciones de restric-
cién, hallamos

| —magsen 0 + magsen 8, — (my + m,)a| |8r,| = 0.

Pero |87,| es arbitrario, entonces para que esta igualdad se cumpla es ne-
cesario que
g Meg sen 6, — m,g sen 0,
my -+ My

La aplicacién elemental de fuerzas que no estan en equilibrio lo confirman.

Este simple ejemplo sirve para demostrar cémo el principio de
ID’Alembert conduce a las ecuaciones diferenciales de movimiento, ya
que la aceleracién @ para cada masa es d°7/dt?. Los ejemplos mas com-
plejos rapidamente se analizan de la misma manera. M4s que llevar a
cabo esto, veremos como Lagrange (1736-1813) sistematizd el estudio de
la dindmica a fin de reducir la deduccién de las ecuaciones de movimien-
to a un procedimiento formal,
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Fig. 1.4
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1.4 Cdleulo de variaciones. Al sostener una controversia fraternal Jaco-
bo y Juan Bernoulli en 1690, propusieron el problema. “;Cual serd la
curva que formard una cadena o cuerda que cuelga suspendida libremen-
te?” Correctamente razonaron que cualquiera que fuera la forma tomada
por la cuerda, su centro de gravedad quedarfa tan bajo como sea posible.
Expresado en el lenguaje actual, esto significa que la curva y = y(x),
que forma la cuerda (Fig. 1.4), serd tal que

1 b
e

es tan pequefia como sea posible. En esta expresién s es la longitud del
arco total de la cuerda; es decir, ya que ds = [1 + (dy/dx)*"s dx, exigi-
mos que la curva y = y (x) sea tal que la integral.

1 b (dy 2]1/2
= N dx
B s f a Y [ dx)

sea un minimo. Este es un problema de célculo de variaciones. La solu-
¢idén, que no intentaremos presentar aqui, es la bien conocida catenaria.
Los dos hermanos Bernoulli fueron los que dieron impulso al desarrollo
del calculo de variaciones.

1.5 Formulacién lagrangiana. Lagrange, uno de los primeros matema-
ticos de todos los tiempos, en su Mécanique Analytique (1788), partié
del principio del trabajo virtual y del principio de D’Alembert, y mediante
el calculo de variaciones, recientemente desarrollado en aquel entonces,
dedujo las ecuaciones de movimiento tanto para sélidos como para liqui-
dos. Su punto de vista fue completamente diferente del de sus predeceso-
res. Més que seguir el movimiento de cada masa individual de un sistema,
Lagrange introdujo coordenadas generalizadas en igual ntimero de grados
de libertad del sistema. Por ejemplo, en el péndulo doble que se ilustra en
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Fig. 1.8

la Fig. 1.5, 8, y 6, son suficientes para especificar las posiciones de las
lentejas del péndulo en cualquier instante. Si se utilizaran las coordena-
das x y 9, se hubieran hecho necesarias cuatro cantidades, Aqui el sistema
tiene 2 grados de libertad siempre que el movimiento se confine a un
plano.

Lagrange expres las energias cinética y potencial del sistema en tér-
minos de las coordenadas generalizadas y de los velocidades gey G (k =
1,2 ... m) para m grados de libertad. Habiendo expresado la energia
cinética T y la energia potencial ¥ en términos de gy ¥ gr, Lagrange
demostr6 que el principio de D’Alembert podria expresarse en una forma
variacional integral:

1
sfh (T—V) dt = 0.

Introdujo la funcién L(qx, ¢x) = T — V que hoy se denomina funcién
:

lagrangiana. Aqui la § significa “témese la variacién def ' (T—V)de”
B

Esto es, se eligen las coordenadas gy y las velocidades corregpondientes ar

como funciones del tiempo ¢ de tal manera que la integral tiene un valor
minimo o méximo cuando se compara a una “trayectoria” que se varia

1
ligeramente en el tiempo entre ¢, y ¢,. Hacer Sf (T—V) dt =0enel
o

célculo de variaciones es semejante a igualar a cero la primera derivada
dy/dx en el clculo elemental para hallar un maximo o minimo de 9.
Hoy llamamos a esta forma modificada del principio de D’Alembert prin-
cipio de Hamilton, en honor del matemético irlandés William Rowan Ha-
milton (1805-1865).
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“$1
Lagrange demostré que 8 L dt = 0 si se satisfacen las m ecuacio-
to

,fi(?,,é)mil_‘: (k=12...m)
dt\ 0gy g
Ecuaciones similares fueron deducidas anteriormente por Euler (1707-
1783) para resolver un problema variacional. Esas ecuaciones se conocen
como ecuaciones diferenciales de Euler-Lagrange, o, por su contexto di-
némico, simplemente ecuaciones de movimiento de Lagrange, que como
veremos, son equivalentes a las ecuaciones de movimiento, se deducen de
las tres leyes de movimiento de Newton.

El método de Lagrange es directo, Primeramente lo ilustraremos me-
diante un conocido problema y después analizaremos otro més complicado.

Tomaremos el caso simple de un proyectil de masa m disparado a un
angulo a con respecto a la horizontal y con una velocidad 7, (Fig. 1.6).
En cualquier instante t, su posicién estard dada por las coordenadas
(%, ) ; en este caso, éstas desempefian el papel de coordenadas generali-
zadas. Su energia cinética es */; m(%* + 32), donde % y ¥ son las compo-
nentes de la velocidad. Con la relacién al suelo, su energia potencial es
mgy. Por lo tanto, la funcién lagrangiana es L = *f, m(4® + j7) —mgy.
Tomando derivadas parciales, tenemos

Lmiy Lomy Loy %
x - " T %T

Las dos ecuaciones lagrangianas de movimiento, para los dos grados de
libertad existentes, son )

d(aL) oL d(aL) o”L_,
a1 \ox) " o= Voa\s) Ty

o bien, en este caso,

nes diferenciales

= —mg

mi=0 y mj+mg=20

(x,5) Fig. 1.6
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Por supuesto, éstas son equivalentes a las ecuaciones de Newton de movi-
miento y producen los resultados conocidos para el movimienito de un pro-
yectil en el vacio: .
x = (vocosa)t; y = (vysena)t— gt

Para poner de manifiesto la complejidad matemaética que puede re-
sultar de un problema fisico relativamente simple, consideremos el péndu-
lo doble que se muestra en la figura 1.5. E] método de Lagrange es par-
ticularmente efectivo para tratar problemas de este tipo. Si 6, y 8. son las
coordenadas generalizadas, podemos expresar las coordenadas (x,7) de
cada lenteja en términos de 0, y 0, después se calculan las velocidades
0, y 0, y se escriben las energias cinética y potencial en funcién de estas
cantidades. Después de efectuar los pasos algebraicos necesarios, hallamos.

L=T—V = Yy(m; + mz>l120‘12 + 1/zm‘2l22é22 + mzl1lzé1é2 COS(é1 =0 ‘92)
+ (my + my) gly cos 01 + magls costy.

Por lo tanto

L
'a““"' = (m; + mz)llzel -+ mzl lzgz COs ( — 02) 5
06,
aL < .
T = —malil;010, sen (01 — ;) — (my + my) gly sen 0,
1
oL
—— = mglg 82 -+ m211l201 COS ( ] 6 )
802

oL, .
“a'é"'" == "2211120102 Sen (B] —— 62) — ngl’g sen 02

y las ecuaciones lagrangianas de movimiento llegan a ser para 0,:

(m1 ~+- mz) ll.él 4 mvzlzb‘g €0s (61—'— Gg) +- mglzézz sen (91 — 83)
+ (my + my)gsen b, = 0;
para 6,:

1,6, + 1,6, cos (6, —8,) — 1,82 sen (8, —82) + gsen 6, = 0.

Estas ecuaciones se pueden resolver simultdneamente para obtener las ace-
leraciones 6, y 0. Se recomienda al lector identificar los diversos términos
contenidos en estas ecuaciones a fin de observar las fuerzas gravitacionales,
las fuerzas centrifugas, las reacciones en las cuerdas y asi sucesivamente,
las cuales actGan sobre cada masa. El método de Lagrange convierte el
anélisis de un sistema complejo como éste en un proceso mas o menos
rutinario. Se gana una economia considerable en la atencién.

Con lo anterior se ha intentado bosquejar brevemente cémo, partien-
do del postulado basico expresado por el principio de Hamilton, una es-
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tructura matematica formal conduce a las ecuaciones de movimiento que
describen el fenémeno dindmico tanto como las ecuaciones que resultan
de las leyes de Newton.

Durante la Gltima mitad del siglo xx no se enunciaron nuevos prin-
cipios de dindmica. Los avances de Hamilton, Jacobi, Poincaré y otros en
el terreno de las matemadticas se aplicaron a la teoria dindmica, produ-
ciendo resultados de mayor alcance. Por ejemplo, Hamilton consideré si-
multineamente los momentos y las coordenadas como pardmetros funda-
mentales para describir el movimiento; al hacer esto, obtuvo dos ecuacio-
nes diferenciales de primer orden por cada grado de libertad en lugar de
una ecuacién de segundo orden tal como la de Lagrange o la de Newton.
Esta idea condujo a las consideraciones del espacio fase en el que los ejes
son las cantidades de movimiento y las coordenadas. Un punto en este
espacio describe la posicién y la cantidad de movimiento, esto es, el estado
del sistema en cualquier instante. La mecanica cuéntica y la mecanica del
movimiento molecular en los gases hace uso constante de la nocién de
espacio fase. La tabla 1.1 presenta pequefios bosquejos de las contribu-
ciones hechas en dinamica por los grandes cientificos, desde el tiempo de
Arquimedes hasta alrededor de 1950. La materia es vasta, y las matema-
ticas necesarias para su estudio aiin estan evolucionando. En el estado
actual del mundo en que los Sputniks, Exploradores, aviones a chorro,
cohetes y estaciones del espacio son temas comunes que se discuten y ex-
perimentan, obviamente la teoria dindmica juega un papel muy impor-
tante. No hay que dudar que veremos avances importantes en la tecno-
logia, pero no se preven nuevos principios béasicos. ¢ Quién sabe qué forma
podran tomar los principios mecénicos del futuro?



Cinemdtica

2.1 Introduccién. La dinimica es el estudio de la interaccién de las ma-
sas y de las fuerzas, y de los movimientos correspondientes. El objeto de
este estudio es desarrollar la capacidad para formular expresiones mate-
maticas que describan estas interacciones, cuando menos con la exactitud
que se requiere para un problema dado. Tal como se ha hecho para in-
tentar describir la Naturaleza mediante modelos matematicos, frecuente-
mente deben establecerse suposiciones que simplifiquen un problema, pero
los resultados que se obtengan continuarén siendo ttiles mientras puedan
confirmarse por el experimento y con la precisién necesaria.

Algunos ejemplos ilustrardn este punto. En algunas investigaciones
dinémicas es comtin suponer que las masas que intervienen son rigidas;
esta afirmacién es lo suficientemente exacta para muchos problemas de
dindmica en que los movimientos de los cuerpos como un todo son grandes
comparados con sus deformaciones, y se obtiene un resultado 1til despre-
‘ciando las desviaciones de la rigidez perfecta. Sin embargo, en el estudio
de una viga que vibra no puede emplearse esta suposicién cuando inicial-
mente nos interesen los desplazamientos de las particulas que conforman
la viga. A menos que se especifique lo contrario, los objetos que se discu-
tan en este texto se considerardn rigidos, es decir, la distancia entre dos
puntos cualesquiera y el 4ngulo formado por dos rectas cualesquiera situa-
das en el cuerpo se considerarin constantes.

Utilizaremos en la formulacién de algunos problemas el concepto de
masa puntual o particula como otra suposicién que simplifica el problema.
Aunque la masa de un objeto est4 distribuida en toda la regién que ocupa,
en algunas circunstancias se obtiene una exactitud satisfactoria si se
considera que la masa esti concentrada en un punto; esta aproximacién
es adecuada particularmente si la longitud de los pardmetros importantes
que describen la geometria del movimiento son grandes comparados con

29
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las dimensiones del objeto, o bien si éste esta sujeto a una traslacién pura
sin rotacién; el balanceo de una rueda de automévil es un ejemplo ligera-
mente alterado de esta idea. El radio de la rueda que describe el movi-
miento de la masa efectiva es grande en relacién con el ancho de la llanta,
justificAndose la suposicién comin de que la rueda y la llanta son un
disco de espesor despreciable. Normalemente el balanceo se lleva a cabo
agregando pesos en el plano del disco, y ninguna distincién se hace si los
pesos se sitiian en la periferia exterior o interior o bien en ambas.

La aplicacién de nuestro conocimiento cientifico de dinimica a pro-
blemnas reales de ingenieria, generalmente requiere que se efectiien aproxi-
maciones a fin de obtener el analisis del problema en un tiempo razonable.
Sin embargo, los principios fundamentales deben ser claramente estable-
cidos, las magnitudes fisicas que intervengan deben ser definidas con pre-
cisién y las aproximaciones deben tenerse presentes y calcularse en cada
paso si se quiere obtener un resultado satisfactorio,

En dinamica apérecen dos tipos comunes de problemas: la determi-
nacién del movimiento de un cuerpo o cuerpos bajo la influencia de un
conjunto dado de fuerzas, e inversamente, la determinacién de las fuerzas
necesarias que impartan movimientcs que se desean a un objeto o grupo
de objetos. El vuelo de un cohete es un ejemplo del primer tipo de pro-
blema, puesto que a menudo es necesario predecir la trayectoria del
vehiculo bajo la influencia de su fuerza de empuje, la resistencia atmos-
férica, los medios de control y la fuerza de gravedad. La segunda clase de
problemas de dindmica se encuentra con mas frecuencia en el analisis
de mecanismos de maquinaria, esto es, las partes méviles de una cierta
méiquina. La configuracién geométrica de un mecanismo determina los
movimientos de sus elementos, mientras que las fuerzas que acthan sobre
cada uno de ellos se deben hallar de tal manera que puedan proporcio-
narse adecuadamente para soportar las cargas necesarias,

En ambas situaciones es esencial un significado preciso del movimien-
to inherente. En consecuencia, las caracteristicas del movimiento y su es-
pecificacién, que es el estudio de la cinemdtica, se considerardn como an-
tecedente para discutir los principios fundamentales de la dindmica.

Las ideas intuitivas de espacio y tiemapo forman la base para el estudio
de la cinemética. El tema, como se presenta en este texto, es una aproxi-
macién clisica o newtoniana: asi, se utilizarin las nociones de que el
espacio tiene tres dimensiones y el tiempo solamente una. En mecénica
relativista no existe, en sentido absoluto, tal cosa como tiempo, pero en
la mayoria de los problemas que se presentan en ingenieria se desprecia la
diferencia entre los analisis hechos desde el punto de vista newtoniano y
el relativista.
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La especificacién de una posicién en el espacio exige tres nimeros, que
pueden ser coordenadas cartesianas comunes (x,y,z), o bien, en una
situacién particular podria describirse mis convenientemente con el uso
de coordenadas cilindricas, es decir, la longitud de un radio, la distancia
a lo largo del eje cilindrico y un 4ngulo; en coordenadas esféricas, dos
angulos y la longitud de un radio; o bien en algiin sistema de coordena-
das menos familiar, su propésito serfa simplificar el anélisis de un proble-
ma particular. Independientemente del sistema que se utilice, siempre se
requeriran tres coordenadas para localizar un punto en el espacio.

Se supondra que el tiempo es el mismo en todo nuestro espacio, es
decir que dos observadores situados en dos puntos cualesquiera estarin
de acuerdo de cuéndo se ha producido un suceso. Estas nociones parecen
obvias pero debe comprenderse que son suposiciones sobre las cuales los
investigadores deberdn ponerse de acuerdo, més bien que una verdad
divina.

La localizacién de una posicién o un punto en términos de tres coor-
denadas requiere un marco de referencia que incluye un origen y conve-
nientes direcciones axiales de coordenadas. El investigador est4 obligado a
buscar un sistema absoluto de coordenadas, csto es, un sistema con origen
fijo y direcciones axiales fijas. Las posiciones y movimientos referidos a
tal marco se denominan “absolutos”. Si existe un marco de referencia ab-
solutamente en reposo, un observador no puede ser capaz de distinguirlo
de cualquier otro que estuviera moviéndose con respecto a él a velocidad
uniforme y sin rotacién. El observador puede determinar que existe mo-
vimiento relativo entre los dos, pero no puede percibir cual est4 en reposo
y cudl en movimiento; no obstante, es conveniente imaginar un marco
de referencia absoluto y dejar su identificacién a las preguntas que se
hacen en el problema que se analiza. Para la mayoria de los propbsitos
de ingenieria es conveniente un sistema de coordenadas fijos en relacién
con la Tierra.

2.2 Definiciones. Consideremos la especificacién de movimiento en un
sistema absoluto de coordenadas. De los diversos sistemas que podrian
utilizarse, la discusién se limitara a los sistemas de ejes que son mutua-

z

Fig. 2.1
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mente ortogonales. Primeramente se considerardn coordenadas cartesia-
nas que se forman mediante tres ejes mutuamente perpendiculares orien-
tados como se ve en la figura 2.1,

El sistema que se ilustra recibe el nombre de sistema dexirdgiro de
ejes (x, 9, 2).

Utilizando un sistema de coordenadas cartesianas cuyo origen se elige
arbitrariamente, se puede considerar la posicién de un punto en el espacio.

El punto P, de la figura 2.2, se sitGa con relacién al origen fijo me-
diante el vector 7 o sea OP.

En este texto se representard un vector por una letra o un par de letras
sobre las cuales se coloca una barra. La misma letra o letras sin la barra
designarén la magnitud del vector que es un escalar. Por lo tanto, en el
caso que estamos considerando el vector es 7 o bien OP y su longitud se
representa por r o bien OP. Si se comprende la regla para la adicién de
vectores se verd que T se puede expresar como la suma de sus componen-
tes vectoriales:

F=0P=%+7+Z
Es muy frecuente y de gran utilidad tratar por separado la magnitud y
direccién de un vector, lo cual se logra cuando cada componente vecto-

rial se escribe como el producto de su magnitud escalar y un vector uni-
tario en la direccidén de la componente. Debido a que 7, 7 y & son vectores

unitarios en las direcciones x, ¥ y z, respectivamente, entonces

7= + 9] + zk.
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Nétese que los coeficientes de los vectores unitarios son las coordena-
das del punto P. En vista de que estas coordenadas fijan la posicién del
punto en el espacio, el vector 7 se denomina vecior de posicién.

A menudo es conveniente definir un vector unitario a lo largo de
cualquier direccion; este vector se representar por ¢ También es conve-
niente asociar un indice apropiado al vector unitario a fin de identificar
la cantidad. Por ejemplo, con relacién a la figura 2.3:

7 = r¢,. Aqui r es la longitud de 7, esto es, r = Y x* + y* + 2%, en tanto
que €, es un vector unitario que tiene la direccién y el sentido de 7 u OP.

Supongamos ahora que el punto P fuera una cuenta ensartada en un
alambre curvado y que se localiza en el espacio mediante el vector de
posicién ¥, como se ilustra en la figura 2.4.

F(x,y,2)

"

Fig. 2.4
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Supongamos que la cuenta se mueve a lo largo del alambre y que
su movimiento se expresa en términos de la variacién del vector 7. Si la
cuenta se mueve del punto P al punto P;, el vector A7 representa el cam-
bio en la posicién de la cuenta. Un cambio de posicién se denominara
desplazamiento. En forma de ecuacién vectorial formal se deduce que el
desplazamiento A7 = 7, —7. Nétese que el desplazamiento es una canti-
dad vectorial, y que posee magnitud, direccién y sentido. Ver figura 2.5.

La posicién de la cuenta a lo largo del alambre se puede expresar ya
sea como una funcién del tiempo o como una funcién de la longitud de
la trayectoria que se describe desde algin punto inicial. Si A7 ocurre en
un intervalo de tiempo At, entonces A7/At representa la razén media de
la variacién de 7 por unidad de tiempo o sea

N

im — == —
A0 A di

Esta razén de variacién del desplazamiento con respecto al tiempo se de-
fine como la velocidad v:
dF s
Z[E =7
Las derivadas con respecto al tiempo se identificaran colocando un
punto sobre la cantidad que se ha derivado; la segunda derivada con res-
pecto al tiempo d%/d:* se puede escribir 7.
Se puede determinar la direccién del vector velocidad examinando la
figura 2.6.

La longitud del arco I;ﬁl se define como As, de manera que lir_l;lo
As

AF/As = d7/ds = (1)%;, donde la cantidad &; es un vector unitario tan-
gente a la trayectoria en el punto P. De la ecuacién 2.1 se sigue que

(2.1)

U=

CINEMATICA . 35
z
P 3
ot As
¥ AF Py
Fig. 2.6 —
61
(0] ¥
x
5 dF _(dr) (ds
a T dt ds/ \dt
- d.
- S 3 o
U = _d—t €t == §¢€¢, (22)

El término § es la razén de variacién con relacién al tiempo de la distan-
cia recorrida a lo largo de la trayectoria y se puede definir como la rapi-
dez v. La rapidez es la magnitud de la velocidad. Por lo tanto

D = Ues. (2.3)
El vector velocidad es tangente a la trayectoria. ‘

Para ilustrar la variacién de la velocidad como una funcién del tiem-
po, consideremos el diagrama de la figura 2.7, donde se ven los vectores
que representan la velocidad de la cuenta en los puntos P y P;.

Se ha construido el poligono de vectores de la Fig. 2.7b para ilustrar
la variacién de la velocidad que se denota por A%. Si el cambio de la ve-
locidad A% ocurre en el intervalo de tiempo A¢, entonces AT/A¢ es la ra-
z6n media de la variacién de 7 por unidad de tiempo. Entonces

im 2247
At—0 Al dt
La razén de variacién de la velocidad con respecto al tiempo se define
como la aceleracion a.

L9 |

a = E =0. (24‘)
En términos del vector de posicién 7, la aceleracién es

_dm .

a="m= 7. (2.5)
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La direccién de la aceleracidén referida a sistemas convenientes de coorde-
nadas se estudiard en las Gltimas secciones.

En este punto debemos aclarar cierta ambigiiedad en la notacién. Los
simbolos 7, 7, ¥, eic., representan vectores, mientras que r, 7, ¥ representan

escalares. Sin embargo, aun cuando r es la magnitud de 7, 7 representa la
razén de variacién de r pero no necesariamente la magnitud de ¥. Por
ejemplo, en la figura 2.8 se ve un miembro ranurado que va a girar alre-
dedor del punto O, haciendo que el bloque deslice hacia afuera por la
ranura a lo largo del miembro, Se fija la posicién de un punto P del blo-
que mediante su vector de posici6n,

7 = 7€,

Al derivar con respecto al tiempo el vector de posicién 7 se halla que la

velocidad de P respecto a O es la suma de dos componentes; 7 = &, + 7&r.
La magnitud de # que podria escribirse |7, es diferente de 7, la que sola-

mente es la magnitud de una de las componentes; sin embargo, si el vector
se escribe como 7 = 7 entonces |7| se puede escribir correctamente como

v, que es la magnitud del vector velocidad. Esta magnitud escalar gene-
ralmente se conoce con el nombre de “rapidez” para distinguirla del vec-
tor “velocidad”, y es la razén con respecto al tiempo en que el punto
recorre su trayectoria. El velocimetro de un automévil en realidad es un
medidor de rapidez puesto que sélo indica magnitud pero no direccién
ni sentido.

La tercera derivada del desplazamiento con respecto al tiempo d°7/d¢*
o bien 7 ha adquirido importancia en ingenieria desde que la rapidez de
operacién de las maquinas ha ido creciendo, también en algunos mecanis-

z

<y
@

Py

=3

L5

(@) (5

Fig. 2.7
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Fig. 2.8

mos tales como el que se utiliza para operar las valvulas de admisién y
escape de las maquinas automotrices; esta tercera derivada se debe tener
en cuenta y mantenerse a ciertos valores razonables. Debido a que 7 repre-
senta la razén de cambio de la aceleracién, representar la razén de va-
riacién de la fuerza resultante responsable de la aceleracién. Un valor
grande de esta derivada significa una carga stibita en la méquina. Se le
han dado varios nombres, tales como: segunda aceleracién, pulso y jerk.

Consideremos ahora las derivadas con respecto al tiempo del vector de
posicién 7 escritas con relacién a un sistema fijo de coordenadas cartesia-
nas. El vector es ¥ = %% + yj + z"I;, entonces la vélocidad es

di . dx_ dy.. dj dig . dk

U= = =~ - | o

dt atr dz al! Tyttt ey

Puesto que 7, 7 y % se definen como vectores de magnitud constante (la
unidad) y con direccién y sentido fijos

dt dt dt
y
- dr dx. dy. dze
T R T R T
o sea
D =i + yj+ 4k (2.6)
Por lo tanto, la rapidez de la cuenta es
v="V\iF+95 + 2 (2.7)
La aceleracién es
(1_ a*r — = d*x d*y dzz}.

= d1“1+d127+§ﬁ
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O sen

- -

=i + ¥ + 5% (28)
y su magnitud .
o a="Vx& 4§ + 2. (2.9)
Las derivadas sucesivas se pueden escribir de una manera similar.
Para ilustrar el uso de estas expresiones, consideremos algunos ejem-
plos.

Ejemplo 2.1. Una cuenta se mueve alrededor de un alambre doblado en forma
de circunferencia de radio b, el alambre esta en el plano xy. El 4ngulo formado
por el vector de posicién y el eje x es §. Determinar la velocidad de la cuenta
cuando t = 2 seg suponiendo que § = Ct radianes donde C = /4 rad/seg;
b =15 cm.

Con relacién a la figura 2.9, el vector de posicién es

F o= 41 4 9] + 2k,

donde
x=bcosl, y=~"bsend, y =z=0.
Sustituyendo,
7 =>b(cosfi+ senf7). {a)
La velocidad es NI .
D =7=b(—senf §i 4 cosb 67). (b)

Puesto que
6 = ;—rtrad, entonces 0 = %rad/seg,

Cuando ¢ = 2 seg,

:)

6 = %rad y d/seg.

A | 5
La velocidad es

o= 15[ =) §) 4 o £) (5) 1] e

y

Fig. 2.9

CINEMATICA 39

0 sea

- 157
U=y 1cm/seg.

Podemos comprobar la direccién y el sentido de la velocidad; ya que el vector
velocidad siempre es tangente a la trayectoria, entonces, cuando § = n/2 rad,
deber4 estar en la direccidn negativa de x.

La rapidez es

v=VNE 9+ 2= 12": cm/seg.

Ejemplo 2.2, Determinar la aceleracién de la cuenta del ejemplo 2.1 cuando
t = 2 seg si § = Ct? rad. Supéngase que C = 7/8 rad/seg/seg y b = 15 cm.
La aceleracién se puede obtener derivando la ecuacién (b) del ejemplo anterior,
Entonces

g = % —F = b[(—cos 0 62 —sen 0 )% + (—senf 6° + cos @ 6)7). (a)
Puesto que
8 mgtz, entonces  § = Zt y [] =§-
Cuando ¢ = 2 seg.
0= %rad, f = %rad/seg‘, y 0= —grad/seg/seg

La aceleracién es

=1 {[ e () = ()6
=6 =6

2

_ 15%. 15%. .y
d=———t—7"] seg?
o sea
- 157?
@ =7 (z + 7j) cm/seg® (b)
La magnitud de la aceleracién es
a:Vi&z—l—j}z-}‘Ez:l%z\}I + =% cm/seg?. (¢)

Ejemplo 2.3. Una cuenta se mueve a lo large de un alambre doblado en la
forma de caracol dado por la ecuacién r = a4 cos § -+ b. El alambre esti en
el plano xy. Determinar la velocidad y aceleracién de la cuenta cuando ¢ = 1
seg si § = Ci2 + Di* rad. Sea a = 10 cm, b = 15 cm, C = 4x/5 rad/seg? y
D = —3x/10 rad/seg* (Fig. 2.10).

Como en los ejemplos anteriores, el movimiento estd restringido a un plano.
En consecuencia el vector de posicién es

7= xt+ Y],
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donde
x = (acos + b) cosb, y= (acosf + b) sen§.
Sustituyendo,
7= (acosf + b)(cosf7 + senf7). (a)

Las derivadas sucesivas de 7, con respecto al tiempo, dan las expresiones para
la velocidad y la aceleracién. La velocidad es

7 =17 = (—asenf 0)[cos 67 + sen 6 7] +

(acos @ + b)[—sen 667 + cosf 67,
= [~ 2a sen cos 0 § — b sen Gé}i + [a{cos?0 — sen? 0)9 + bcosb é]i,
O sea
5 =—0 {[asen 20 + bsen 0 — [a cos 20 + b cos4]j }. (b)
La aceleracién es

@ = —0 { [asen 20 + b sen 6] — [a cos 20 -+ b cos 0]j } — 6° { [2a cos
20 + bcos 0T + [2asen 20 + bsend]j}).  (c)

En vista de que

4z , 3 '
0 =5 r—igt, (4)
- 8 6
e N )
’ 8 18
m w
=5 (f)
Cuando ¢ = 1 seg
47 3=
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- 8r 6w _,2_1

6 = TTF T rad/seg, (R)
¢ 8r 18

4 = ._Sz_w—gz = -—2m rad/seg?. (i)

Sustituyendo estas cantidades en la ecuacién b, la velocidad resulta ser

D= — (%) {EOsen 2(—,}) + 15 sen (—g):!i-——

[ 10 cos 2 (g) + 15 cos (g)] }
5= 2715 4 107,
0O sea
0 = — 27 [37 + 27] cm/seg. (N
La rapidez es v=2rV9+4=2xrV13cm/seg (k)

Para la aceleracién

@ = — (—2r) {[ 10 sen 2 (;-’) + 15sen (g):lz
_—[10cos2 G) + 15 cos (12’-)] 7}
. (351’)2{[ (2) (10) cos 2 (32'—) + 15 cos (g)]z
+ [(2) (10) sen 2 (g) + 15 sen (5)];}

| - 27\2 - -
a = 2n[157 + 107] — 3 [—20: + 157],

= 20m {[% %——,;—g i] T+ [1 -——% 'j} }cm/segz. H

Los primeros ejemplos han sido problemas en el plano. Estudiaremos
ahora el siguiente problema tridimensional.

(<)

Qi

Ejemplo 2.4. Un punto se mueve con rapidez constante a lo largo de una tra-
yectoria helicoidal. Determinar la rapidez y la magnitud de la aceleracién del
punto mévil.

En coordenadas cartesianas la posicién del punto queda determinada por

x = acos bt,
¥y = asen b, (a)

z = cl.
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Entonces
Tp = acosbii + asen bt7 + cik. (b)
Tomando derivadas sucesivas,
Gy = ¥ = —absen bt + ab cos bi 7 + ck, (¢)
@y = r = —ab® cos bt 1 — ab®sen bt 7. (d)

La rapidez del punto a lo largo de la curva estéd dada por la ecuacién 2.7
vp = V& + 9 + 2 =Y a*b? sen? bt + a%b® cos? bt + ¢?,
v, = \ a®b® + ¢ (&)

La magnitud de la aceleracién del punto se puede determinar mediante la ecua-
cién 2.9.

ap = V¥ + 3 + 22 =V a®b* cos® bt + a*b*sen ? bt,
ap = ab®. (f)

Fig. 2.12
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La posibilidad de escribir y calcular las derivadas sucesivas con res-
pecto al tiempo de los vectores de posicién, permite la determinacién de
las velocidades y aceleraciones no solamente de puntos y particulas, sino
también de los elementos de un mecanismo. (Se define un mecanismo
como el conjunto de cuerpos rigidos interconectados cuyo fin es transmi-
tir o modificar el movimiento.) Los siguientes ejemplos ilustraran sobre
el particular.

Ejemplo 2.5. La barra 4B gira alrededor de un pasador en 4 y estd unida a
un bloque que se desliza en una ranura del miembro C, este miembro esti en
posibilidad de moverse en una guia. (Este mecanismo algunas veces se deno-
mina “yugo escocés”.) Determinar la aceleracién de ¢ cuando § = 60°. Su-
péngase [ = 30 cm y § = ct donde ¢ = x/6 rad/seg.

Al estudiar el mecanismo de la Fig. 2.12, se puede ver que el desplazamien-
to del miembro ranurado es igual a la componente del desplazamiento vertical
del punto B de la varilla 4B. Por lo tanto, las aceleraciones correspondientes
también deben ser iguales y, en consecuencia, si se puede determinar la acele-
racién de B, la aceleracién del bloque C que se pide queda determinada. EI
punto B es el extremo de una varilla que esta girando; por lo tanto, B describe
una trayectoria de radio constante. Eligiendo el sistema de ejes coordenados que
se muestra, se puede efectuar el analisis del movimiento de B como en el
ejemplo 2.1.

De la figura 2.12, ,

7z = [(cos 07 + sen 6 7). (a)
Entonces .

7 = I(—sen 6 6% + cos 8 67)
o sea ,

#5 = 10 (—sen 07 + cos 0 7). (b)
La aceleracién es

F5=160(—sen 07 + cos07) + 10 (— cos 8 i — sen 6 0})

o sea
F5 = 16 (—sen 07 + cos§F) — 16%(cos 07 + sen 6 7). (¢)
La aceleracién pedida se puede representar por 7¢. Puesto que 7, = y,J, entonces
Fo = [+16 cos  — 162 sen 0]7; (d)

Para este sistema, § = («/6)¢, de manera que 6 =n/6y 6 = 0. El hecho de
que § = O sugiere que la barra AB gira a una razén constante de /6 rad/seg.

Sustituyendo,
- 2 LAY
To = [——«(30)(%) sen (-3—):! 7

__=V3

fo = — 54 7 cm/seg?, (e)

Ejemplo 2.6. Una varilla estd unida en sus extremos a dos bloques deslizantes
que estan obligados a moverse como se muestra en la figura 2.13. La caida de
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la varilla es tal que el 4ngulo @ crece positivamente a una razén constante de
4 rad/seg. Cuando § = 30°, se sabe que la velocidad del bloque 4 es de 2
m/seg hacia abajo. Determinar la velocidad y aceleracién del bloque B en este
instante. Supéngase L = 1 m.

Los bloques deslizantes 4 y B tienen el mismo movimiento que los extremos
de la varilla. Por lo tanto, en este problema interviene la relacién entre dos
puntos de un miembro comin. Antes de escribir los vectores de posicién, se
debe elegir y colocar un sistema de coordenadas. El sistema que se muestra esta
orientado de manera que los movimientos de los puntos 4 y B ocurran a lo
largo de los ejes coordenados, asi mismo el origen esti situado convenientemente.

Debido a que se pide el movimiento de B, escribiremos 7. Es conveniente
hacer notar que al escribir los vectores de posicién se debe utilizar tanta infor-
macién dada y conocida como sea posible. En este caso, 7; es més sencillo escri-
birlo en la forma

FB =9 tan 6 1. ( a)

5 = [ytan @ + ysec? 0 6 (b)

Nétese que y y 9, # y 8 todas son cantidades conocidas. La aceleracién es

Entonces

7p = [jtan @ +3‘zsec26’é +ysec‘20é + 2ysec20tan00'2 %—yscczﬂé'ﬁ

O sea
5 = [y tan 6 + 290 sec? § -+ 2902 sec? 6 tan 0 + y0 sec? 0. (¢)

En la ecuaci6n ¢ solamente se desconoce y. Escribiendo un vector de posicién

del punto 4, es posible relacionar y con las derivadas de @ respecto al tiempo
que son conocidas. De la figura 2.13,

Fa=DLcosé7. (d)
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Entonces .

Fa = —Lsen 8 63 (&)
y . .

Fq = —L(cos 0 6% +sen 6 0)]. (f)
Admitiendo que ;r:A ="y], entonces

¥ = —L(cos 0§ + sen 6 ). (g)

Todas las cantidades contenidas en la expresién para 7 ahora son conocidas
o pueden calcularse. En el instante en que se estudia el sistema § = 30°, § =

-+4 rad/seg, 6 =0 y 3 = —2 m/seg. Consecuentemente, de la ecuacién b se
obtiene la velocidad

=0 () 0 (DR o]
#5 = 2V 3 im/seg. (h)

De la ecuacién g
() - o

Sustituyendo en la ecuacién ¢, se obtiene la aceleracién

B=[ 8V9) (5) + @2 ®) (VQ:)
war(y) o () )
[0 ()41

7z = —81 m/seg”. (1)

O sea

3.2. Movimiento de un cuerpo rigide. En los ejemplos anteriores in-
tervino solamente la descripcién del movimiento de un punto en el espa-

Fig. 2.14
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Fig. 2.15

cio o de un punto perteneciente a un cuerpo rigido. Consideremos ahora
el movimiento de un cuerpo rigido en un sistema fijo de coordenadas
Xo, Yo, Z. Se fija, al cuerpo mévil, un segundo sistema de coordenadas
%, 9, z. Si permanecen constantes los 4ngulos formados por las parejas de
ejes correspondientes, es decir, Xo y x, Yo v 9, Z, v 2, se dice que el mo-
vimiento es una “traslacién”. Todos los puntos del cuerpo describen tra-
yectorias paralelas con relacién al sistema fijo y tienen la misma velocidad
en cualquier instante. Si estas trayectorias son lineas rectas, como sucede
en el movimiento del émbolo en el cilindro del motor de un automévil,
se dice que el movimiento es una traslacién “rectilinea”; si las lineas son
curvas, la traslacién es “curvilinea”. La ilustracién de la figura 2.14 re-
presenta la barra lateral de una locomotora. Este eslabén describe una
traslacién curvilinea con relacién al sistema de la locomotora y con rela-
cién a la Tierra cuando la via es recta y plana.

Si el cuerpo de que se trata en un principio, se mueve de tal manera
que varia cualquiera de los 4ngulos formados por los ejes de un sistema
fijo y los ejes unidos al cuerpo, entonces el movimiento del cuerpo incluye
alguna rotacién. Si un punto esti fijo en el cuerpo, siempre se podra
hallar una recta que pase por ese punto a lo largo de la cual, al menos
en un instante dado, todos los puntos estin en reposo. Para ese instante,
esta recta es el eje de rotacidn y se dice que el movimiento es una rotacién
pura ya que, todos los puntos del cuerpo describen trayectorias circulares
alrededor del eje.

Demos ahora un vistazo al fenémeno llamado rotacién. La figura 2.15
muestra un cuerpo rigido con un punto fijo O. Supongamos que el cuerpo
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Rotacién 1 Posicién
6~—> x final

Rotacitn 2
7 C .

(
|
i
|
I
i
|
Ve
]

1

7

Rotacion 1 .
D
z
{a) . ' (b)
Fig. 2.16

gira en un angulo . alrededor del eje z. El 4ngulo 6, se puede medir en
cualquier plano normal al eje z. Un punto P, localizado por su vector de
posicién 7 se mueve a una nueva posicién P;.
Ahora

F=1L + -I;)
donde T est a lo largo del eje z y p estd en el plano de rotacién, &sto es,
perpendicular al eje. Debido a que el cuerpo es rigido, el punto P ha des-
crito un arco circular de radio p alrededor del punto C sobre el eje z.
Puesto que L es constante,

AF = Ap.

Para describir la rotacién, definiremos un vector unitario a lo largo
del eje de rotacién de acuerdo con la siguiente regla de la mano derecha:
si se curvan los dedos de la mano derecha alrededor del eje y en el sentido
de la rotacién del cuerpo, el pulgar sefialard la direccién y sentide del
vector unitario. En este caso el vector unitario es el vector k.

Se puede describir el desplazamiento angular utilizando las propie-
dades convencionales asociadas con un vector, que son: la direccién, en
la forma de un eje de rotacién (o sea una normal a los planos de rota-
cién), el sentido (en el mismo sentido o contrario al de las manecillas del
reloj, ésto es, levégiro o dextrdgiro) y la magnitud 6;; este desplazamien-
to angular finito descrito por el segmento orientado 0.k, no obedece las
reglas de la adici6n vectorial; en este caso, no es conmutativo. Si se suman
dos rotaciones finitas, el efecto resultante sobre la posicién de un cuerpo
rigido no es independiente del orden en que se lleve a a cabo la suma.

Las figuras 2.16a y 2.16b ilustran sobre este punto. En la figura 2.16a,
al objeto que estd en el plano zx se da una rotacién de 90°, primero al-
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rededor del eje , después alrededor del eje z. En la figura 2.16b, ¢l orden
es primero alrededor del eje z, despues alrededor del eje x. Debido a que
los puntos del cuerpo quedan en posiciones totalmente diferentes, la adi-
cién de rotaciones grandes evidentemente es més compleja que la simple
adicién vectorial. Aqui,

T -

2Z k# k+21

Sin embargo, hallamos que si las rotaciones se restringen a cantidades
infinitesimales entonces el efecto sobre la posicién resultante de un cuerpo
rigido no queda afectado por el orden en que se efectiien las rotaciones.
Primeramente consideremos el efecto de una rotacién infinitesimal A8,k
sobre la posi,cién de un punto P localizado sobre un cuerpo rigido por el
vector de posicién 7 que se ve en la figura 2.17. Después de una rotacién
infinitesimal A8,k alrededor del eje z, el punto P se mueve a la nueva
posicién Ps. El radio del arco descrito por P es

p = 7| sen ¢.
La longitud del arco As; descrito durante esta rotacién infinitesimal es

ASl =p Aaz.

Py Am
A8, N (Asl (longitud del arco)

F4 AF1 =

~
S |

Fig. 2.17
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Ademads,
|an| _
As1~0 Asl
Asl que

|a7,| == || sen ¢ AG..

Ahora o

7] sen ¢ = |k X 7|
y se ve de la figura 2.17 que el vector A7 es normal al plano que contiene
al vector unitario k y al vector de posicién 7. Ademas, la direccién y sen-
tido de A7 son los mismos que los correspondientes al vector que se obtiene
formalmente de la operacién vectorial k X 7. Se deduce que

AF, = A kX T

Si aplicamos ahora una rotacién adicional Af,t (rotacién infinitesimal
alrededor del eje x), admitiendo que el nuevo vector de posicién es
7+ Arl, se sigue que el desplazamiento infinitesimal resultante A7, es
Arz o Aﬁzt X (T + Arj_)

Una tercera rotacién A6, producird un desplazamiento infinitesimal
AF; que sera
Si A7 representa el desplazamiento infinitesimal total debido a las tres
rotaciones, entonces

AF = ATy + OFp + ATy = A0,k X 7 + A0,7 X (F + AF,)
+ A0y 7 X (7 + AT, + AT).
Despreciando los términos de orden superior se tiene
AT == (A0, + A0, T + A8, k) X 7
Es de hacerse notar que 7 es independiente del orden en que se lleven a
cabo las rotaciones siempre y cuando se desprecien los términos de orden

superior.
Si las tres rotaciones se producen simultineamente en el tiempo At,

AF [A(}z_ Al /.\o»w] -
— 1+ =+ k|l XT.

At At At At
En el limite cuando At —» 0, se tiene
_dr d8,. dé,. dof.-
= [dt IR el T k:l (2.10)

Ahora definiremos &. La cantidad comprendida en los paréntesis rec-
tangulares se llama vector velocidad angular y se representa por la letra
griega “omega”, &. Omega es la velocidad angular resultante del cuerpo
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y

Fig. 2.18

o
Kl
.l
£
|

e

rigido, o sea, la suma vectorial de tres componentes de - velocidad angular,
wg, Oy Y 0z, donde w; = (d@w/dt)‘t wy = (d@;,/dt) JY wz = (d9 /dt)k El
eje de rotacién resultante también estd a lo largo de este vector o, El vec-
tor velocidad angular estd ligado a su eje, pero puede descomponerse en
componentes o sumarse a otros vectores velocidad angular que pasen por
O de acuerdo con la regla usual de la adicién vectorial.

De esta discusién se ha deducido una expresiéon para la velocidad dc
cualquier punto de un cuerpo rigido que tenga un punto fijo. Si el vector
de posicién de un punto P con relacién a cualquier punto sobre el eje de
rotacién se designa por 7, la velocidad absoluta del punto es

F=o X7, (2.11)

donde o es la velocidad angular absoluta del cuerpo rigido.

La Gltima afirmacién puede ser generalizada; es la expresién escrita
de la derivada respecto al tiempo de cualquier vector de longitud cons-
tante, cuya direccién estd cambiando debido a la rotacién alrededor de
un punto fijo O.

Para demostrar el uso de la ecuacién 2.11, estudiaremos algunos
ejemplos.

Ejemplo 2.7. Una cuenta se mueve en un alambre doblado en la forma de una
circunferencia de radio b. El alambre estd en el plano xy. Determinar la velo-
cidad y aceleracién de la cuenta cuando ¢t = 2 seg si § = Ci? rad. Sea C
= /8 rad/seg/seg y b = 15 cm.

El vector de posicién de la cuenta

La velocidad es
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Debido a que el radio de la circunferencia es constante, ¥ == 0,
ecuacién 2.11 indica que

Entonces

La aceleracién es

d=7(0Xe) +r(aXé) +r(@XE)
o sea
7 =r(ox &) +rox (ox37)] (o)
Con 0 = (7/8)#? se pueden obtener expresiones para o v . Entonces
; = 0k = gt“ )
y
o=0k=7F (g)

Utilizando la ecuacién d y los datos del problema, la velocidad cuando ¢ = 2

L 7 =15 [G) (é)’k‘ X z,],

- 15

D= 73 (% X %) cm/seg. (h)

Cuando ¢t = 2 seg
5 = 72—27(’ y ér =17
Entonces

- 157 g -

v = '—21 (k X ]):

7= —-légicm/seg. (%)

La aceleracidén es

li
&
1
/‘\
\_/
X
S
| SR |
+
—
o
It
TN
o]
N’
S
=l
X
|
N
NE)
~—
~
=
X
o
| I
(——

a
5% - 157 - T .
0 sea
_ &E‘_ 1572 .
a4 = — ) 1 7 7.
Finalmente
_ 157 .
g = — =77 (4 ) om/seg?. )

Nétese que la ecuacién j concuerda con los resultados del ejemplo 2.2 como
puede verse en la ecuacién b de ese ejemplo.
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Ejemple 2.8, Desarrollar las caracteristicas del ‘movimiento de un punto en
coordenadas cilindricas usando la expresién de la derivada con respecto al tiem-
po de un vector de longitud constante.

Se expresa la posicién de un punto en términos de las tres coordenadas 7,
4 ¥ 2, en seguida se cstablece el origen fijo O, por el que pasa el eje z, que se
caracteriza por el vector unitario 2,. La coordenada r se mide en el plano nor-
mal a g, y a partir de O. En el mismo planc se debe establecer una direccién
fija, desde la cual se mide g. Se deben definir dos vectores unitarios adicionales
¢,y @p. El vector 2, tiene su origen en O y la direccién de 7 y el vector @ €s

Fig. 2.19

perpendicular tanto a ¢, como a , de manera que la terna de vectores €.,
¢¢, ¢, forme un sistema dextrégiro. El vector unitario Z, es constante, no asi
Z,y 2y cuya direccién cambia cuando ¢ varia en la razén qS

El desplazamiento del punto P es

7p = OP = 12, + zZ,. (a)

Nétese que esta expresién no contiene explicitamente a ¢ puesto que 7, siempre
estd en el plano definido por 7 y z.

Las derivadas sucesivas con respecto al tiempo dan las expresiones de la
velocidad y de la aceleracién. La velocidad es

ZP = 7‘“}7 = TE,- 4 7’2;‘7 +z"éz -+ Z'é‘—z (b)
Pero
Z = 0 X & = ¢ X &

€, = ('I)é"q; ¢
y » ( )
=0 (d)

Entonces
Tp =7 + rde4 + 25, (e)

La aceleracién es
Gp = Fp = Fe, + 78, + ﬂ,"b’écj) + 1’;;;?95 + r«;’)é"qs + Ze,,
pero

G¢r_;><e¢::¢—zx ¢:~.¢E7_
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Entonces . . . .
ap = i2; + I8y + 1dy + 1$Gp — 14°2, + 72
o sea

(r—192) 8, + (1 + 27d) g + 72.. . )

Ejemplo 2.9. El problema del ejemplo 2.4 trataba del movimiento de un punto
con rapidez constante a lo largo de una hélice. Este problema se adapta mucho
mejor a las coordenadas cilindricas. Resolver el ejemplo 2.4 utilizando las ecua-
ciones ¢ y f deducidas en el ejemplo 2.8.

En coordenadas cilindricas

ap

i

r=a, ¢=0b z=ci

y (a)
7= 0, (]5 == b, Z=c.
Fam¢=j=0.
Entonces
Tp = dé, + cle,. (b)
La velocidad es
Up = abé¢ + Céy (6}
y la rapidez
vp = Y a%h?® + ¢ (d)
La aceleracién es
dp = —ab?e,. (&)

Como antes, la magnitud de la aceleracién es
a_n = +ab2. (f)

Ejemplo 2.10. En coordenadas esféricas la posicién de un punto estd dada en
términos de una longitud 7 y dos 4ngulos ¢ y 6. Deducir una expresién, en
coordenadas esféricas, para la velocidad de un punto que se mueve en el
espacio,

Se establece un sistema de coordenadas esféricas en la forma siguiente: se
elige un punto fijo O y un eje que pase por éste, se sitda un plano fijo per-
pendicular al eje, alrededor del eje fijo se hace girar un segundo plano y la
posicién del punto queda especificada midiendo el 4ngulo ¢ desde una direc-
cién fija en el plano fijo hasta la intersecciéon de los dos planos. El punto P
se localiza en el extremo del radio vector 7 que estd en el plano mévil y la
direccién de 7 queda especificada por el angulo ¢ que se mide desde el eje
fijo hasta 7. Se elige una terna de vectores unitarios 2,, &, y @, el vector ¢, a
lo largo de la direccién radial, el vector &g normal al plano mévil y en la di-

reccién de AE y el vector &, en el plano mévil, normal a Z, y 2 €3 y en la di-

reccién de Af. Ver la figura 2.20.
El vector de posicién del punto P es

7€, (a)

=1
It

La velocidad es

il

Tp = 7 = 8, + 18, (b)
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Fig. 2.20‘
¥
x
donde _ _
y €p = w X f'r (¢)
Pero o=0+¢. (d)
6=062 y $= ¢k (e)

Examinando el plano de la Fig. 2.21 que es normal a ¢4, €l vector 5 se puede
escribir en la forma

.

$=,¢(c0592r-~sen6’zs). (H

Entonces

© = ‘0— -+ y [} Gy — -
Finalmente, ¢ ¢ + ¢(cos b2 senf ¢,). (g)

Tp = ¥ = 2, + 10 (8 X %) —rdsen (2 X 7,),
Tp = 72, + 180 + 1 sen G2 (h)

Fig. 2.2

Ejemplo 2.11. Un brazo ranurado que se halla en el plano xy, gira alrededor
de un pasador en O con una rapidez angular constante de 2 rad/seg en el
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sentido dextrégiro. El bloque deslizante se mueve alejandose del origen a lo

largo del brazo a una velocidad constante de 2 m/seg. Cuando § = 60° vy
OP = 25 m, calcular la velocidad y aceleracién del punto P del bloque.

Fig. 2.22

%
El vector de posicién del punto P es
7 = OP = (OP)ée,, (a)
donde 7, es un vector unitario en la direccién OP como se muestra en la fi-
gura 2.23.
La velocidad es
Tp =7 = (OP)é, + (OP)&, (b)
pero
7 =0 X2 =0kX%
o sea
&, = 0éo. (¢)
Como puede verse, el vector unitario definido g, es normal a 7,
Finalmente,
Tp = (OP)e, + (OP) 0, (d)

La aceleracién es

@r =7 = (OP)2, + (OP)%, + (OP)62 + (OP) (6)2 + (OP) (6)éoe)

pero
o= o X & = 0k X 2 = —0¢, )
Entonces

@p = [(OP) — (OP) (6)7¢, + [(OP) (§) + 2(OP)(8)}eo.  (g)

Para este problema se busca la velocidad y aceleracién de P cuando § = 60°
y OP = 2.5 m. También se sabe del enunciado del problema que
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(R)
OP = (OP)%, = 22, m/seg,
OP = (OP)%, = 0.

Fig. 2.23

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones d y g,

vp = 28, + (2.5) (—2)2,

O sea
;}P = Q-ér"‘"“ 529 m/seg, (t)
¥
ap = [—(25) (—2)*fe, + [(2) (2) (—2) Jéo,
po = 1057-*"“820,

ap = —A4[2.52, + 28,] m/seg?. (7)

Ejemplo 2.12. Dos varillas que giran est4n unidas mediante un bloque desli-
zante B. Sabiendo que la varilla articulada en O gira con una rapidez angular
constante de 6 rad/seg en el sentido levégiro, determinar la velocidad abso-
luta del bloque B.

Se elige un sistema de coordenadas con origen en O. Ver figura 2.25.

7= OB = (OB)%,. (a)
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Fig. 2.24

(3
I

L 20 cm O
re e

Debido a que la velocidad es la primera derivada de 7 tomada con respecto al
tiempo,

# = (OB)Z, + (OB)3,
o sea

# = (OB)%, + (OB) (s X ). (b)

Esta ecuacién contiene cuatro cantidades desconocidas, la magnitud y direc-
cién de # y los valores de OB y OB. El valor de OB se puede calcular de Ia
geometria del sistema, pero los tres escalares desconocidos restantes no se pueden
determinar solamente de la ecuacién vectorial anterior, en consecuencia, se debe
/escribir una ecuacién adicional. Habiendo elegido el sistema de coordenadas que
se ve en la figura 2.26, se puede escribir otra ecuacién para la velocidad de B.

7 o= AB = (AB) R4 (G)
La velocidad del punto B estd dada por
¥ = (4B)&’ + (4B)%,.

o sea _
# = (AB)Z/’ + (AB) (&’ X /). (d)

En vista de que 4B es un vector de longitud constante, 4B = 0, por lo tanto,
¥ = (4B) (o’ X &/). (e)

Fig. 2.25
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Fig. 2.26

La velocidad de B es independiente del sistema de coordenadas que se utilice
para describirlo; de manera que,

¥=

O sea

(4B) (o X &) = (OB)%, + (OB) (o X ). )

Noétese que esta ecuacién contiene solamente dos incégnitas escalares, o’ y OB.
Para calcular estas incégnitas, los vectores unitarios €, y ¢, se pueden expresar
en términos de los vectores unitarios ordinarios. Reescribiendo la ecuacién an-
terior,

(AB) (o'k) X (cosBi + senB7) = (OB) (cos07 + sen 8 7)
+ (OB) (ok) X (cos@7 + sen 8 7)

Desarrollando,

ABo cos 77— ABo’ sen B = (OB cos § — OBwsen 8)1
+ (OBsen + OBwcosf)j. (g)
Igualando los coeficientes de los vectores unitarios,
(@) —ABo sen B = OB cos  — OBo sen 0, (h)
H ABo cos B = OB sen 6 + OBo cos 0. (1)
Resolviendo estas ecuaciones simultaneas,
—ABo' sen B cos B = OB cos § cos B —- OBu senf cos f3,
ABo’ sen B cos 8 = OB sen § sen B + OB cos f senf.
Sumando,
0 = OB(cos 8 cos B + sen 6 sen B) + OB(cos  senf — sen § cosB) w
o sea
0 = OBcos(§ — B) — OBwsen (§ — B),
OB = OBy tan (0 — B) ()
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Usando la ley de los senos se obtiene OB,

OB AB 3

senf  sen (180—0) ()
., ABsenf

OBmsen(ISO-— )

Puesto que el valor de 8 no es conocido, primeramente se debe calcular esta
cantidad. Usando otra vez la ley de los senos, se tiene
sen (180 — @)  sen (6 —B)
30 20

sen (§ — B) = %sen 120° = %g

sen (6§ — B) :Vl;’ (0 —B) = 35.3°.

Por lo tanto,

. B = 24.7°
De aqui que,
OB = (30) (sen 24.7°) — (30) (0.417)
T sen 120° 0.866
OB = 14.45 cm. )

Por consiguiente,
OB = 14.45(6) tan 35.3° = (14.45) (6) (0.708),

OB = 61.30 cm/seg (m)
Finalmente,
# = 61.32, + 14.45(6k X &,),
7 = 6132, + 86.7(k X ). (n)

Los resultados se presentan en la figura 2.27.

61.3 cm/seg

86.7 cm/seg

Fig. 2.27
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La magnitud de la velocidad absoluta es

7l = V(61.3)7 ¥ (86.7)% = \11,274.58

[# = 106 cm/seg. (0)

2.4 Componentes normal y tangencial de la aceleracién. En los pro-
blemas de los ejemplos anteriores se calcularon las velocidades y acelera-
ciones de un punto o de una particula en términos de las coordenadas
dependientes del tiempo, A veces es mAs conveniente expresar la veloci-
dad y la aceleracién de un punto que se mueve a lo largo de una trayec-
toria como una funcién de la distancia que ha recorrido desde alguna
posicién inicial.

Consideremos ahora un punto que se mueve a lo largo de una tra-
yectoria general en el espacio, de la cual se muestra una parte en la fi-
gura 2.28.

Se puede pensar que el punto P es una cuenta o una particula que se
mueve a lo largo de esta curva alabeada. La velocidad de P es

U = vg, (2.3 repetida)

como se determiné previamente.
Por definicién, la aceleracién es la variacién de la velocidad por
unidad de tiempo, es decir,

a = 0é; + vi"t,
o en términos de s que es la distancia recorrida a lo largo de la curva,

Generalmente, es preferible escribir las derivadas con respecto al tiem-
po de los vectores unitarios en términos de los mismos vectores unitarios.
-Como se establecié en la ecuacién 2.11,

Zo

~4

Fig. 2.28

X,
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s
z, //7/
\S é Py
AF . N
€+ Ag;
F 71
[0) Y,
X,
Fig. 2.29

é = X7,
donde o es la razén de cambio de la direccién del vector unitario tangen-
te, por unidad de tiempo. Para investigar esta razén de variacién, supon-
gamos que la particula se mueve de P a Py, una distancia As, como se ve
en la figura 2.29.

En el limite, cuando As —> 0, los dos vectores unitarios g; y ¢, +
A¢; definen un plano llamado plano osculador. El angulo que ha girado
€; esta en el plano osculador y se ve en Ia figura 2.30a y &.

Con referencia a la figura 2.30b, es evidente que en el limite, cuando
A9 —> 0, Ag;serd normal a Z,. Por lo tanto, es conveniente definir un vec-
tor unitario que tenga las mismas caracteristicas que A¢;, esto es, que sea

Z,
P ep ~ } A
AF (3 1 Et + AB, 13
F 51 ‘ Ag;
¥
0 Y, %
(@) (@)

X
Fig. 2.30
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normal a la trayectoria que se describe, que esté en el plano osculador y
que tenga la misma direccién y sentido que A%;; como en seguida se de-
mostraré, la direccién y sentido de A7, es tnica. Las normales a la tra-
yectoria en P y Py, que estdn en el plano osculador, se cortan en el centro
de curvatura C, entonces, el vector Az, est4 dirigido hacia el centro de
curvatura, esto es, de P a C. Ver figura 2.31. En consecuencia, el vector
unitario que va a definirse ser4 normal g la trayectoria, estard contenido
en el plano osculador y estar dirigido hacia el centro de curvatura ; este
vector unitario se llama vector normal principal y se designa por 7,
Para completar una terna de vectores ortogonales unitarios, se define un
vector unitario &, llamado vector unitario binormal, normal al plano de
la terna 2; y @,, tal que 7, 7, y € forman una base ortogonal derecha,
esto es €; X €, = &

Habiendo definido este conjunto de vectores unitarios, ahora es posi-
ble expresar o. ;

Al dé

Z). = lim — @} == ——
a0t T g

= (g—f-) (j—;) é. (2.13)

En el limite, CP = CP, = p, que es el radio de curvatura. Es evidente

€p
o sea

Zy
As
-
z > A8
P S
AF
é + Ae;
F 23 €n
A9
(o)

—> Y,
AC

X,

Fig. 2.31
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que el angulo PCP, es A como se puede ver en la figura 2.31. Asi que

As = Af p,
O se€a

im 20 40 _ 1. (2.14)

La velocidad angular es

Entonces
§ —
ey = — (Zb X 8;)
P
o sea
. s _
Et =2 g (2'15)
P
La aceleracién es
. ,
@ =32 + 7, (2.16)
P

Esta ecuacién da la aceleracién de P relativa a O en términos de las
componentes tangencial y normal, llamadas asi a causa de su relacién
con la trayectoria de P. La magnitud de la componente tangencial es la
razén de cambio de la rapidez de P y la magnitud de la componente
normal se calcula dividiendo el cuadrado de la rapidez de P entre el valor
instantineo del radio de curvatura de la trayectoria. La componente nor-
mal estd dirigida hacia el centro de curvatura a lo largo de la normal
principal a la curva y es la componente que aparece en virtud del cam-
bio de direccién del vector velocidad. La aceleracién total de P est4 en el
plano osculador.

Ahora se pueden calcular las aceleraciones en funcién de : y ¥ con
tal que el radio de curvatura se conozca o se pueda calcular. Si la tra-
yectoria recorrida estd en un solo plano, se puede calcular el radio de
curvatura empleando las férmulas conocidas del cilculo, Si la curva es
una trayectoria que se tuerce en el espacio, la determinacién de p es un
poco més complicada,

Consideremos ahora la determinacién de p como una funcién de la
distancia s.

Se ha demostrado que

=7, , (2.2 repetida)

27 2 1 2
= _d_g = Z: + (_) (—C—l£> Zn. (2.16 repetida)

dt
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De la expresién de la velocidad se puede ver que

?zd"? -z (2.17)
Derivando la ecuacién 2.17 con respecto a s,
g—:—; = % : (2.18)
De la ecuacién 2.15,
dég 1 ds
=) @)=
o sea
de; 1_
&= n. (2.19)
Entonces
ds 1
prl
Finalmente,
1 d%
S = (2.20)

Ejemplo 2.13. Determinar el radio de curvatura p de una curva en el espacio
que es una hélice de radio R con un paso de 27f como se muestra en la fi-
gura 2.32.

El vector de posicién 7 es

7F=R(cos¢pi+send]) + pok

z

Fig. 2.32
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y
di = (—Rsen¢i + Rcos¢ + pF) do,
de la cual
ds = (dF - dr)" = (R* + p*)" dg.
Ahora
i1 : 3+ T
Tl Ren ¢+ Reosg ]+ ph]
y
d%F 1

EEEZW[——R cos ¢ i — R sen ¢ 7],

con la (iue, al aplicar la ecuacion 2.20, se deduce que

|07 (e aye R
p |ds?|  \ds¢ ds?) T RE 4 p*’

Es posible despejar p y expresarla como una funcién de las derivadas de 7
con respecto al tiempo; en efecto:

i (8 (o

o sea
ol =| £ 7] = (%) L.
dt di? dt P
Puesto que
ds | dr
a |ar|’
entonces
dr & [
1 dt " der | |F x|
;.,, @ = EE . (2.21)
dt

Estas relaciones, para la reciproca de p, se pueden utilizar tanto para una
curva plana como para una curva general en el espacio. Por ejemplo, supon-
gamos que 7 = x7 -+ yj donde x y y son funciones de ¢. Entonces

7= X+ 9]
M . - -
F =i+ ]
17k -
FXF=|x 9 0l= (x§—y%)k.
9y 0 ‘
Por consiguiente
1_—s (2.22)

p [+ T
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Si la ecuacién de la curva plana es y = f(x), se efecta el cambio de va-
riable ¥ = t, y = f(¢), entonces x = 1, # = 0 y sustituyendo y” por y y y”
por 9, se obtiene -

1 yh'

PR (2.23)
La ecuacién 2.23 es la expresi6n familiar para el radio de curvatura de una
curva plana. . .

Para una curva en el espacio, la orientacién del plano osculador cambia
a medida que la particula avanza a lo laigo de la trayectoria. Una medida
de la forma en que la curva se tuerce en el espacio, se obtiene definiendo la
llamada torsidn y que puede determinarse?® en funcién de las derivadas de 7
pero su deduccibn estd mas alld de la finalidad de este libro.

Los siguientes ejemplos ilustrardn sobre el uso de las componentes
normal y tangencial de la aceleracién.

Ejemplo 2.14. EI punto P se mueve a lo largo de un alambre doblado en
forma de circunferencia cuyo didmetro es de 8 m. La distancia s que ha reco-
rrido el punto a partir de Q se expresa como sigue:

s=t*—4tm,

donde ¢ estd en segundos. Determinar la magnitud de la aceleracién total de P
cuando ¢t = 2 seg.

. AN
Fig. 2.33 & ¢ \0
N

En virtud de que el movimiento de la particula facilmente se puede ex-
presar como una funcién de s, es mas conveniente determinar la aceleracién
utilizando la ecuacién 2.16.

:3.2

a =52y + »P—E,,,. (2.16 repetida)

1 Struik, P. J., Differential Geometry, Addison-Wesley, 1950, pags. 15-18.
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Puesto que s = ¢4 — 4¢ m, para t = 2 seg,

s =4t —4 = 28 m/seg
y
$ = 12t* = 48 m/seg®.

La aceleracién es

2
a = 48e¢; + (28) €n»
4
a = 4‘82: 4 196—6;7.,
o sea
a = 4[12¢; + 49¢,] m/seg®.
La magnitud

a=V (a)? + (an)? =4V (12)* + (49)%,
a = 201.2 m/seg?

Cuando se conocen las aceleraciones es posible utilizar la ecuacién
2.16 para determinar el radio de curvatura de la trayectoria descrita,
como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.15. Un proyectil sigue la trayectoria que se muestra en la figura
2.34. La aceleracién del proyectil es constante y estd dada por

7 = —i—6jm/seg.

Determinar el radio de curvatura de la trayectoria cuando ¢ = 2 seg si, cuando
t = 0, v, = 50 m/seg.

y

Fig. 2.34

Vo

12

x

015
Si se conocieran la aceleracién normal y la rapidez del proyectil y se sus-
tituyeran en la relacién

se podria calcular el radio de curvatura p. Segln se establecié en la ecua-
cién 2.7, la rapidez es 2 = %2 + y2 Sin embargo, ¥ y y no se conocen 2 seg
después de haberse iniciado el movimiento. Por definicién
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y
¢
1 m/seg2
Fig. 2.35 E 4
n
6 m/sege
o X
dx . dy

=w Y YE o

Reescribiendo estas expresiones,

i 2 2
f d)'c‘:fx'dt::*fdt,
Fo 0 0

i=i—2 = (50) (-193—)—2 = 17.2 m/seg

¥ 2 2
f dy:f 'ydtz-—~6fdzt,
Yo 0 0

, 1
¥ = y— 12 = (50) (—é) ~— 12 = 34.2 m/seg

Por lo tanto,
52 = (17.2)% + (34.2)% = 1465.5 m?/seg®.

Es un hecho conocido que la velocidad es tangente a la trayectoria del mo-
vimiento; en consecuencia, también se puede establecer la inclinacién de los

vectores unitarios normal y tangente, es decir, se puede calcular al 4ngulo §.
Ver la figura 2.35.

- AN 34.2
0 = angtan(k) = ang tan (17'2)'
6 = 63°,

Se puede considerar que la aceleracién total tiene dos componentes orto-
gonales, esto es, ya sean componentes rectangulares o componentes normal y
tangencial. En vista de que las componentes x y y son conocidas, se puede
calcular la componente normal. Asi que

a, = 6cosf —sen @,
(6) (0.45) — 0.89
1.81 m/seg?.

Qy

I

an

I
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Finalmente,

1.81 = s xl‘@ﬁ,

ay

p =800m

Fig. 2.36

2.5 Movimiento relative. En un gran niimero de problemas la descrip-
cién del movimiento o la relacién entre las fuerzas, puede llegar a ser
més complicada cuando estd referida a un sistema fijo de coordenadas,
mientras que si el movimiento se refiere a un sistema mévil, su descrip-
cién se puede simplificar considerablemente; en tales casos puede ser
ventajoso tratar con el movimiento de puntos relativos a un sistema de
referencia mévil y posteriormente determinar el movimiento absoluto
de dicho sistema.,

Algunos ejemplos simples del disefio de mdaquinas ilustrardn sobre
este particular. La figura 2.36 es un dibujo esquemitico del mecanismo
de una locomotora de vapor con seis cuerpos rigidos o eslabones. El
eslab6n 1 es el bastidor de la locomotora, el eslabén 2 es el émbolo que
se mueve, con traslacién horizontal relativa al bastidor, el eslabén 3 es
la biela de conexién a la rueda 4. El eslabén 5 es una barra lateral que
transmite el movimiento de 4 a 6. La via estd indicada por el ndmero 7.

Con relacién a un sistema fijo de coordenadas unido a 7, el eslabén 1
describe una traslacién rectilinea simple, los movimientos de los eslabo-
nes restantes con relacién a 7 son més complicados. El eslab6n 2 describe
una traslacién rectilinea que es mas confusa que la de 1; los eslabones
3, 4 y 6 poseen rotaciones asi como alguna traslacién y el eslabén 5 estd
animado de traslacién curvilinea. Con relacién a 7, los puntos B y D
describen curvas cicloidales.

Si se une un sistema de referencia al eslabén 1, estos movimientos
resultan més simples en el sistema mévil de coordenadas. Las traslacio-
nes de los eslabones 2 y 5 asi como las rotaciones de 3, 4 y 6 se describen
con mayor facilidad. En este sistema de referencia el movimiento de los
puntos B y D se lleva a cabo en trayectorias circulares con centros en
C y E respectivamente. En ocasiones puede ser conveniente considerar un
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Yo

\/ Trayectoria dePen XY,
N\
\ //<~ Trayectoria de P en xy

Xo

sistema de referencia unido al eslabén 2 a fin de que el movimiento de 3
con respecto a este sistema sea una rotacién alrededor del punto A.

El ejemplo anterior es tal que el sistema mévil posee movimiento de
traslacién solamente con respecto al sistema fijo. En la figura 2.37 se
puede ver un eslabén ranurado indicado por el ntmero 2 que gira en
torno a O respecto a un eslabén fijo 1. Un bloque 3 se desliza en la
ranura hacia afuera haciendo que un punto P sobre 3 describa una tra-
yectoria espiral en el sistema fijo de coordenadas X,, ¥,. Sin embargo,
si un segundo sistema de coordenadas «, y se une al eslabén 2, el movi-
miento de P, en xy, es simplemente una linea recta. Por supuesto, se
debe tomar en cuenta el movimiento del eslabén 2 relativo a 1 tanto
como el movimiento de P relativo a 2. La técnica que en estos momen-

Nl

)
€l

Xo
Fig. 2.38
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tos se estd utilizando es uno de los métodos basicos de anilisis; esto es,
descomponer el problema en partes simples, resolver cada parte y des-
pués se construye la solucién completa.

Consideremos ahora el problema general de movimiento en un siste-
ma mévil de coordenadas. La figura 2.38 muestra un sistema de referen-
cia fijo X,Y,Z, y un sistema de referencia mévil xyz que gira respecto a
XoYoZ, alrededor de un eje que pasa por su origen O’, al mismo tiempo
que O’ se mueve con relacién al origen fijo O. Deduciremos las expre-
siones para la velocidad y aceleracién absolutas de un punto P que reco-
rre una trayectoria que estd descrita en el sistena mévil de coordenadas.
Las cantidades vectoriales de la figura 2.38 se describen en la siguiente
forma:

ogl + o] + 0.k = velocidad angular del sistema de coordenadas xyz

g1
i

tomada con respecto al sistema XY oZ,.
p =i+ 9]+ 2k — vector de posicién del punto P referido a xyz.
R = vector de posicién del origen mévil O’ referido a XY Z,.
7 = vector de posicién de P referido a XY Z,.

Puesto que se van a determinar la velocidad y aceleracién absolutas
del punto P, se requiere el vector de posicién de este punto.
De la figura 2.38,

F=R+p. (2.24)
Se deriva el vector de posicién para hallar la velocidad 7.
i=R+p (2.25)

En vista que p se mide en un sistema de coordenadas que gira, los vec-
tores unitarios tendran derivadas respecto al tiempo debido al cambio
de su direccién.
I S L. R
p=mty at "Vt dt
A4+ 5 kA x(exD) +y(exT) + 20 xE)
o sea
p =&+ 5]+ 2k + o X (5 + 5]+ 2k),
=7+ 0Xp (2.26)

En un sistema de coordenadas que gira y se traslada se ve que la deri-

vada respecto al tiempo de un vector consta de dos partes. En este caso

i + §j + Zk es la velocidad medida en el sistema xyz y se designa por 7.

a
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El término o X p es la derivada de p respecto al tiempo debida a la ro-
tacién de xyz. R representa la velocidad de O’ relativa a X,¥,Z,.
F=R+%+axXp (2.27)
Derivando 7 con respecto al tiempo, se obtiene la aceleracién,
F=R+9+uXp+oXp
Pero,
b= +Vj+htaXD=a+a x5,
donde %7 + 7 + Zk es la aceleracién medida en el sistema xyz y se de-
signa por @. De la ecuacién 2.16 se puede calcular la aceleracién a.

F=R+a+oxT+aoxXptaX(@+aoxp)
0 sea .
F=Radwuxp+ax(axXp) +a-+ 2 x5 (2.28)
Los términos de esta ecuacién se identifican como sigue:

ﬁ' = aceleracién del origen mévil con respecto a XY oZ,-

w X p = aceleracién tangencial de P considerado como fijo en
xyz.

o X (@ X p)

d = aceleraciéon de P medida en el sistema mévil.

aceleracién normal de P considerado como fijo en xyz.

%0 X T = aceleracién de Coriolis debida al movimiento sobre una
trayectoria que gira,

A] plantear cualquier problema es indispensable elegir un sistema de
ejes méviles tales que el movimiento en este sistema quede bien definido.
Asi mismo, los ejes escogidos se deben adaptar ficilmente a la informa-
cién que se proporciona. Los problemas siguientes son situaciones tipicas
que se pueden investigar utilizando las ecuaciones generales de movimien-
to, esto es, ecuaciones 2.27 y 2.28,

Ejemplo 2.16. El brazo ranurado de la figura 2.39 gira con una rapidez angu-
lar constante, en el sentido de las manecillas del reloj, de 2 rad/seg y en el
plano XoYo. El bloque se mueve alejandose del origen a lo largo del brazo a
una velocidad constante de 2 m/seg. Cuando § = 60° y OP = 2.5 m, deter-
minar la velocidad y aceleracién de un punto P sobre el bloque.

El sistema mévil de coordenadas se une al brazo ranurado de manera que
el movimiento del bloque en este sistema sea una traslacién pura. En general,
la velocidad de un punto que se mueve en un sistema moévil de coordenadas es

p=%=R+oXp+0 (2.27 repetida)
En este caso,

. R=0 (O estifijo),
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Y,

Fig. 2.39
X,
@ = ok = —2F rad/seg,
p = OP = (OP)i = 2.5im, (a)
7 = 2im/seg.
Entonces, - - -
Tp = (—2k) X (2.51) + (20), ()

Tp = 21— 5jm/seg.

La ecuacién general para la aceleracién es

Gr=F=R+oXp+oX(oXp)+a+ 2 X5 (2.28 repetida)
Para este problema,

R =0 (el origen O’ est4 fijo),

o=wk=0 (oesconstante).

(e)

@ = $¢; + — &, (2.16 repetida)

En este caso s = 0 y puesto que el movimiento del bloque describe una linea
recta en el sistema de coordenadas x, 3, p = 0. Por lo tanto, 2 = 0. De ahi,
que la aceleracién

@p = (—2k) X [(—2kK) x (259)] + (2) (—2F) x (2),
dp = —107 — 8j,
ap = —2[51 + 47] m/seg?. (d)

Ejemplo 2.17. Resolver el problema del ejemplo 2.12, que nuevamente se
plantea usando la ecuacién general para las velocidades.

Dos varillas que giran estdn unidas mediante un bloque deslizante B. Sabien-
do que la varilla articulada en O gira con una rapidez angular constante de
6 rad/seg en el sentido levdgiro, determinar la velocidad absoluta del blo-
que B.
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X,

Fig. 2.40

Nétese en la figura 2.40 la posicién y orientacién del sistema mdvil de coor-
denadas. Se hizo esta eleccién debido a lo siguiente: se conoce el movimiento

del origen (R = 0), se conoce el movimiento de los ejes coordenados (se da )
y en este sistema el movimiento del bloque B estd bien definido (movimiento
en linea recta).

La ecuacién general para la velocidad es

Ts=R+oxXp+T7, (a)
donde
R =0 (el origen esta fijo),

© = wock = 6k rad/seg,
()
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7 = OBicm/seg.

Entonces
7s = (6k X (OBi) + OB;,
75 = 6(OB)7 + OB.. (c)
La velocidad de B no se puede obtener directamente de la ecuacién ¢ pues-

to que contiene cuatro incégnitas, la magnitud y direccién de 75, OB y OB.
De la geometria del sistema se puede calcular la distancia OB, pero se debe
escribir otra ecuacién para ¥, Introduciendo un segundo sistema de ejes mé-
viles, como se ve en la figura 2.41, se puede escribrir para 7z una relacién adi-
cional. ‘

Nétese que: se conoce el movimiento del origen del sistema x1y121, el movi-
miento de los ejes se puede expresar como una funcién de 8 pero no es cono-
cido y en este sistema el movimiento del punto B estd bien definido (B esti
unido a x4, y1).

Para este nuevo sistema de ejes

R =0 (el origen esta fijo),
o = wypk rad/seg,

(d)

7=0.
Entonces
ZB = “’AB-E X30;1 = 30“’AB71- , (e)
Igualando las ecuaciones ¢ y e, ( X
30"’113}1 = G(O.B)j + OB;.. (f)

La ecuacién f contiene solamente dos incégnitas no geométricas y por consi-
guiente se puede resolver para w,z y OB. No obstante, con el objeto de resol-
ver esta ecuacién se deben expresar todos los vectores unitarios en términos de
las mismas cantidades; esto es, 7; se debe escribir en términos de 7y 7 o bien
7 y 7 se deben escribir en términos de % y 71. Es mis conveniente reescri-
bir 7;. Asi pues, haciendo referencia a la figura 2.41,

Jo=senyi + cosy7J. (g)
La ecuacién f se transforma en

30u4s(sen yi + cosy7) = 6(OB)j + OBi

Igualando los coeficientes de los vectores unitarios,

(@) 30w,psen y = OB,
@ 30w,p cosy = 6(0OB). (k)
Por lo tanto,
OB .
94 = Beosy (@)



76 MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS

OB = 6"(03) tan y. | (7)

Para completar la solucién, OB y y, que son cantidades geométricas, deben
ser calculadas. Utilizando la ley de los senos, de la figura 2.41 es evidente que

OB_ 4B _ 40 ®
sen B sen (180 —4)  senvy
Puesto que ‘
A0 = 20 cm, AB = 30 cm y 0 = 60°,
sen y =i—g sen 120° = (%% (y;)z %—3: 1)

Entonces
J 1\? 2
CoS y = lm(ﬁ) -‘=”'—\/'§ (m)

B = 1800'—-7—-(1800-——9) == 0-—“[.

(Ver la Fig. 2.42).
Es obvio que

Fig. 2.42

En términos de funciones trigonométricas,

sen 8 = sen (6 —y) = sen § cosy — cos § sen y

o sea
P30
senB={" ) =] —(=){—=)
8= (% v/ 2)\y3
senﬂ:—V-Q—é-—ig-=0418 (n)
Consecuentemente
_ sen 0418
OB = 4B sen 120° — (30) 0.866)
OB = 1445 cm (0)
De la ecuacién i, ~
_(14.45) (V3

=3.54 rad/seg. (p)

(]
AB 5V 3
De la ecuacién e, la velocidad del bloque B es
Up = 30wa8]1 = 106 j; cm/seg. (q)

Nbétese que este resultado es el mismo que el de la ecuacién o del ejemplo
2.12.
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Ejemplo 2.18., El miembro' OR, del mecanismo plano de cuatro barras que se
muestra, gira en el sentido de las manecillas del reloj con una rapidez angular
constante de 4 rad/seg. Determinar la aceleracién del punto P cuando § =
53.2° y g = 900,

El sistema xyz estd unido a la barra 3. En este sistema el movimiento del
pasador P esti bien definido, esto es, pertenece a la barra 3 y por lo tanto no se

Y,

Fig. 2.43

mueve con relacién al sistema xyz. El origen del sistema mévil coincide con el
pasador en R, como consecuencia, de la informacién que proporciona el enun-
ciado del problema se conoce el movimiento de R y del origen mévil.

En general, la aceleracién de P es

Gr=R+wXp+aX(®Xp) +d+ 2% X5 (a)
Yo

P/x

Fig. 2.44

22
En este caso, el origen mévil R describe una trayectoria circular, asf que R en
general tendrd dos componentes una tangencial y otra normal.
48

RewXxB+ax(ax B, » (b)
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N

/x

Yo

2 x,
Fig. 2.45
donde
@ = 0k = — 4F rad/seg,
@y =0 (w2 es constante), (¢)
R = OR = 50¢, cm,
Entonces

R = —800%,, cm/seg® (d)

donde €; es un vector unitario definido como se indica en la figura 2.44.
Buscaremos los términos restantes de la ecuacién a,

o = sk (o delabarra3),
v = gk (:» de la barra 3),
5 = (RP)3, (o)
a=0, ‘
_ } (el pasador P est4 unido a la barra 3),
Asi que 0T
dp = —8007, + (wsk) X (RPI) + wsk X [(wsk) X (RPD)],

@p = —8007, + (RP)wsj— (RP)ws% )
Nétese que la aceleracién de P no se puede calcular ya que la ecuacién f con-

tiene cuatro incégnitas, la magnitud y direccién de @p, @3 Y ws. Para hallar
@p se debe escribir otra ecuacién que la contenga. Definiremos un segundo sis-
tema de ejes moviles x1y17;, que uniremos al eslabén 4 como se muestra en
la figura 2.45 y se puede aplicar nuevamente la ecuacién general, en la forma
siguiente:

R =0 (el punto Q no se mueve),
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w=wF (delabarra4),

© = 0k (;de la barra 4),

#=0QP = QPj, | )
} (el pasador P estd unido a la barra 4).

ol
]
K=]

S1}
1l
(o]

Entonces
ap = (‘:’47;> X (QPT) + (0’47‘) X [(‘ﬂ;’;) X (QPh)],
@p = —(QP) wity — (QP) 0sFs. (h)

Las ecuaciones f y & corresponden a la aceleracién del mismo punto, de ma-
nera que,

—8002;, + (RP)wsj— (RP)ws% = —(QP)wsts — (QP) %1 (i)
La ecuacién  no se puede resolver puesto que contiene cuatro incégnitas g5 W

w4 ¥ wg Afortunadamente, dos de estas cantidades son velocidades y pueden
calcularse de las ecuaciones de la velocidad.

Usando el sistema xyz, la velocidad de P es
dp=R+o0Xp+7, (7)
donde

R = w; X B = —200¢, (k)

Y o, p Y U aparecen en las ecuaciones e.
La velocidad es

Usando el sistema x1y121,
R=0
(w, p y 7 estan dadas en las ecuaciones g). Entonces
51) = ‘——(QP) (1)4-1:1. (m)
Igualando,
—(QP) gy = —200é; + (RP)w,]. (n)

Para resolver esta ecuacidén vectorial, se deben escribir los vectores unitarios en
términos de vectores unitarios comunes. Para la posicién del mecanismo que se
muestra,

21 = ;0)

@y = —sen 01, + cos 8 F, (o)
y - - -

7 = —senai, + COSa J,.
Sustituyendo, ‘

—(QP) wsy = —200(—sen 07, +
cos 07,) + (RP)es(—senai, + cosa o),
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e igualando los coeficientes de los vectores unitarios,

(1) —(QP) e = 200 senf — RPu, sen a,
(7o) = —200 cos § + RPuw; cos a, 2
de la cual

@ = (%) (ﬁ%ﬁ%) (9)

0y = (RP sen «) (200 cos 0) 200
QP \RPcosa) (’Q’F) .
o sea
200
0y = (Q—l—;) [tan & cos § — sen 6], (r)

De la figura 2.46,

% 5
tana-—-@"——-ﬁ,

o= ()2
*=\65 )\ 12

13
o3 = 2rad/seg;

-~ B[HO-]

2
0y = — % rad/seg.
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Ahora se puede resolver la ecuacién ¢ para (;3 u (:)4. Reescribiendo los vectores
unitarios,
2y = cos 01, + sen 8 Jo,

(s)

1= cosal, + sena jo,

y - -
J1 = Joo
Entonces
—800(cos 87, + sen 6 7,) + (RP) o3 (— sen aZ, + cosa o) —
(RP)ws?(cos ety + senae) = —(QP)osdo— (QP)wifo.  (2)
Igualando los coeficientes de % ¥ Jo,
(Z,) 800 cos 6 — RPu; sen @ — RPoy? cos o = QPo,
_ (u)
(o) —-800 sen 6 + RPws cos @ — RPuws? sen a = —Q P,

Resolviendo para o3 la segunda de las ecuaciones u,

—(800) (535) 4 (65) (o) (g—g) — (65) (22) (%) — —(65) (_*%)2,

de la cual
o148 (22)F
T (12) (13)

0 = 12.33 —3.10 = 9.23 rad/seg®.

El primer miembro de la ecuacién, ¢ es la aceleracién del pasador P.

3. Yoy 25 . 60 .

60, 25

ap = —4807, — 6407, — 230.757, + 553.807, — 240z, — 1007,
@p = —950.751, — 187.257, cm /seg?. (v)

Ejemplo 2.19. La pieza 2, del mecanismo plano que se muestra, gira alrede-
dor del punto fijo A con una rapidez angular de 2 rad/seg en el sentido de
las manecillas del reloj y una variacién de dicha rapidez respecto al tiempo,
de 4 rad/seg? de sentide contrario a las manecillas del reloj. Determinar la
aceleracién del punto P, cuando f = 60°. Ver figura 2.47.

Como en los ejemplos anteriores, el primer paso en la solucién del proble-
ma consiste en elegir los sistemas de coordenadas. La figura 2.48 muestra los
sistemas que se han elegido con sus respectivas orientaciones. Nétese que los
datos del enunciado sc utilizan de inmediato con el sistema xyz. En general, la
aceleracién estd dada por

Gr=R+oXptoX(@Xp +aT+2% X7 (2.28 repetida)
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Fig. 2.47
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4.5 pulg

4.5 pulg

Fig. 2.48
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En este problema,

R =0 (el origen estd fijo),

- = ;;2 = 4k rad /seg?,

© = wy = —2k rad/seg,

- e . (a)
p = AP = APipulg,

T.= §¢; pulg/seg,

-

.'5,2
= $&; + - é, pulg/seg?

Nétese que en este momento se desconocen 5y s.

ap = (4k) X (AP1) + (—2k) X [(—2F) x (4P7)]

+ 52 + 5:—6 + 2[(—2F) X (5@)], (b)

w2
@p = 4APj— 4(AP)7 + 58, + ‘;z,,mmm
0 sea

ap

I

2
—4A4Pi + 44P] + 5, + G; — 4@) Zn. (¢)

La ecuacién ¢ contiene cinco incégnitas. Una de ellas, AP, se puede obtener
resolviendo un problema de geometria, no asi las cuatro restantes; estas cuatro
cantidades son: la magnitud y direccién de @p, § y 5. Como en otras ocasiones
se debe escribir una ecuacién adicional. Se establece un sistema de ejes méviles
como ¢l que se muestra en la figura 2.49.

Para este sistema,

R=0,

o = o3 = ok rad/seg?

Y A (d)
® = w3 = ogk rad/seg
p = CP = CPj}, pulg,
a = 0,1
(P esta fijo en el sistema x19,2,) .
5=0]
La aceleracién cs
ap = (wsk) X (CPR) + (vsk) X [(wsk) X (CP})], (e)

ap = —(CP) sty — (CP) 0371
Igualando las ecuaciones ¢ y e,

- - . 5? A
—(CP) wyty — (CP)ws*} = —4APi + 4‘AP7 + Sé; + (;— 4&) €y (f)
Nétese que la ecuacién f contiene cuatro incégnitas no geométricas, w,, s,

¥y 5. Dos de estas cantidades son velocidades y se pueden calcular mediante
un andlisis de velocidades.
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4.5 pulg

Fig. 2.49

En consecuencia usando el sistema xyz de la figura 2.48,

o = (—2F) X (AP) + e, = —2AP] + iz, (g)
Usando el sistema x19121,
Dp = (wsk) X (CPj,) = —CPusl;. (h)
Tgualando las ecuaciones g y h y reagrupando se obtiene
—CPost, = —24P] + §z;. (7)

Como en el ejemplo anterior, se deben escribir los vectores unitarios en tér-
minos de un conjunto de vectores unitarios comunes, pero este procedimiento,
lleva bastante tiempo; en lugar de eso, la ecuacién vectorial (i) se puede presen-
tar graficamente como se ve en la figura 2.50. El vector —CP,i, debe ser igual
a la suma de los dos vectores —24P7 y §&,. Principiaremos por dibujar el vec-
tor —2A4Pj, que estd completamente definido puesto que AP es una cantidad
positiva que se puede determinar de la geometria del mecanismo. Debemos su-
mar el siguiente vector §&;, que estd a lo largo de la direccién &, y definido
en la figura 2.48. El vector §¢, se debe dibujar hacia arriba y hacia la derecha
a fin de satisfacer la ecuacién i, ademés, debe tener su extremo en el eje 7;. Se
ve inmediatamente que el vector —CPq,7; estd orientado en la direccién posi-
tiva de 7;, y en consecuencia, —CPu; es una cantidad positiva, y debido a que
el factor CP es una dimensién positiva, se sigue que o, serd negativa.

Utilizando la ley de los senos (Fig. 2.50),

CPlos| _ 24P

sen sen A seny

CINEMATICA ’ 85

Fig. 2.50

De la geometria de la figura 2.50,
v = (90°—0) + (90° —pB) = 180° — (0 + 8,
/\:(ﬂ+a)~—(90°~—9)=a—!—_ﬂ+9-—-90°, (k)
¢ = 180°— (90° — B) — (a + B) = 90° — .
Aplicando la ley de los cosenos en la figura 2.49,
(4P)2 = (CP)? + (AC)?—2(AC) (CP) cos 4,
(AP)" = (4)* + (4.5)*— (2) (4) (4.5) (=),
(AP)? = 18.25, AP =\ 18.25 pulg. ()
Usando la ley de los senos,

CP 4P 4 (1/'__3'
senf  senf’ o0 = Y 18.25

il

2

(m)
B = angsen (0.811) = 54.3°,

Se puede obtener el 4ngulo o estudiando el dibujo ligeramente alterado de la
figura 2.48, que se ve en la figura 2.51.
Usando nuevamente la ley de los cosenos,

DP? = DA? + AP*—2(AP) (DA) cos ¢,
AP Y1875

2DA 10

¢ = ang cos (0.427) = 64.7°,

cosy =
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De la figura 2.51,
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@ = 180° — ¢ — 90°,

Finalmente, de la ecuacién £,

a = 90° — ¢ = 25.3°,

CINEMATICA

y = 180° — (60.0° + 54.3°) = 65.7°

H
A = 25.3° + 54.3° + 60.0° — 90.0° = 49.6°,
¥ = 90° — 25.3° = 64.7°.
Utilizando la ecuacién j,

180 — (8 -+ 8)
; prz

1
: 2 =171 pulg/sew
' en‘g\\
(n) g
. 24P sen Q .
Jos] = (_C'——ﬁ") (sen A) -

(2) (4.275)
|ws] = 2.53 rad/seg;

5 = (24P) (Se’“ Y

] [6%1 )
= A) = (2) (4.275) [

§ = 10.23 pulg/seg.

%
o
=
L
\%, e
Toos =
( 0) (a) (b)
0.910 ¢ Fig. 2.52
0.761 —
w0y =
(p) y ’
Como se discuti6 previamente o, debe ser una cantidad negativa a fin de
que la cantidad —CPu,? sea un vector en la direccién de +7. Asi que

= —2.53k rad/seg
7 = 10.23%; pulg/seg.
Nétese que cuando se sustituye ws.en una ecuacién de aceleracién no interesa
el signo puesto que se toma el cuadrado de la cantidad.
Volviendo ahora a la ecuacién f,
"‘41:)351 N (4‘) ("“2-53) 271

—(4) (4.275)7 + (4) (4.275)F
+ 58 -+ [(10'23)2

—~4(10.23)] @n
1717 + 17.17 + §e; — 20.02,.

La ecuacién ¢ contiene solamente dos incégnitas, wg y §, de manera que puede
resolverse. En Iugar de reescribir los vectores unitarios, nuevamente se ahorrara

(9)
tiempo dibujando la ecuacién vecterial como se muestra en la figura 2.52a.

5
4ty — 25.6];, =

Como ya se conoce la geometria del mecanismo, los dngulos que se muestran
figura 2.51 y la figura 2.52b.

4.5 pulg

en la figura 2.52 se han determinado usando los 4ngulos de la ecuacibén n, la
Sumando los vectores a lo largo de CPo,

|
Fig. (2.51

bacer intervenir la otra incégnita ws. Esto es,

2 se llega a la solucién de s sin
o sea

25.6 = ¥sen (49.6°) + (20.0) cos (49.6°) + (17.1) cos (65.7°)
—(17.1) sen (65.7°)

25.6 = 0.7615 + (20.0) (0.648) + (17.1) (0.411) — (17.1) (0.911),
95.6 = 0.7615 + 12.96 + 17.1(0.411 —0.911),
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25.6 = 0.7615 + 12.96 + 17.1(—0.500),
0.761s = 25.6 — 12.96 + 8.55 = 21.19,
§ = 27.8 pulg/seg®.

Nétese que, a fin de que cierre el poligono vectorial, la componente tangencial
de @ debe estar dirigida hacia abajo y hacia la izquierda. Se supuso que § esta-

‘ba en la direccién +¢,y por lo tanto ¥ = — 27.8 pulg/seg? De la ecuacién g
se sigue que la aceleracién absoluta de P es

Gp = —17.17 + 17.1— 27.82, — 20.02, pulg/seg®. (v

Ejemplo 2.20. La manivela del mecanismo en el espacio que se muestra en las
figuras 2.53 y 2.54 gira en el plano X,Z, con velocidad angular 5, = —8,
rad/seg. La corredera C estd obligada a moverse paralelamente al eje X,. Ha-

lar la velocidad de los puntos By C y la velocidad angular de la barra 4. La
barra 5 se muestra en uno de los extremos de su carrera.

AB = 30 cm
AD = 50 cm
BC =65cm
DE = 30 cm

Como se ve en la figura 2.54, los ejes de coordenadas méviles xyz estan
orientados normal y a lo largo del miembro 4D, entonces

ip=R+0Xp+7, (2.27 repetida)
donde

R“:Z)ZX-R,
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:32 = "‘8}0;
R = ED = 30,
; = :D-s = M8}Os (a)
7 = DB = 207,
7 = 0.
s = (—8) X (30%) + (—8j) x (207),
Tp = 240k, — 160(j, X 7). (&)
pero
7= —sen 87 + cosd Jo; (¢)
por lo tanto,
Uy = 240k, — 160[7o X (—sen 67, + cos 6 o)),
Tp = 240k, — 160 sen 6 &, (d)
Por otra parte .
:no“—{)_E_____iQ_‘ﬁ' (g)
MY EUD TR0 5 '

de manera que

s = 80 [3 —(2) (%)J ko,

7z = (240) (:;i) ko = 144k, cm/seg. ()

Escribiremos la velocidad de C utilizando el sistema xy121 que

también se
muestra en la figura 2.54.

=R-+oXp+7,

3
S -

donde
R = 35 = 144k, cm/seg,
® = o; = o4 rad/seg,
p = BC = 657, cm, (2)
7 =0.
Entonces

I

Do = 144%, + (wsf1) X (65%),
Do = 144k — 650.k;. (h)

Debido a que la barra 5 se muestra en un extremo de su carrera,

ve = 0. (2)
Y puesto que _ -
ko = kl’
144
08 = o = 2.21 rad/seg.
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0O sea .
w; = 2.213, rad/seg. ' )

. Ejemplo 2.21. El centro del disco se esta moviendo con una velocidad @o y
rueda sin deslizar con una velocidad angular w. Ver figura 2.55.

Determinar la velocidad de los puntos B y C sobre la circunferencia del
disco de 2 m de didmetro, cuando 7 = 4 m/seg y » == 4 rad/seg.
Se orientan los ejes como se ve en la figura 2.56.

Xo

Z

c ' c
Fig. 2.55 Fig. 2.56
7p=Ré¢o xXp+7,
donde

R = 4 m/seq,

o = 4k rad/seg,

- 3. 4.
p=+1 i m,

7 =0.

op = 47 + (4k) X

il

1
5
By = 47 + 247 + 3.2,

(31—47),

g = 3.27 + 6.47 m/seg. (&)
La velocidad de C es .

=R +oXp+ 0,
donde —

R =47 m/seg,

B
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w = 4k rad/seg,
_P- = —1m, (¢)
7= 0,
o = 47 + (4k) x (—3),
Do =47—47 = 0. (d)

El hecho de que 7y = 0 es sumamente 0til en la solucién de una clase
importante de problemas de cinemética, seglin se veri en la siguiente seccién.

2.6 Movimiento relative y eje instantdneo de rotacién. Las ecuaciones

del movimiento relativo para un cuerpo rigido y que anteriormente se
dedujeron son

P =R +oXop, (2.27a)
F=R+oxXptaoX(®Xp). (2.284)

Estas ecuaciones muestran que el'movimiento de un punto situado en un
cuerpo rigido, es una combinacién de dos movimientos:

1. Una translacién de O’ dada por 1—3, R.
2. Una rotacién alrededor de un eje que pasa por O’ dada por

oXpoXpoX(eXp).

Zy

Xo
Fig. 2.57
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Demostraremos ahora que el vector velocidad angular o es indepen-

diente del origen del sistema mévil de coordenadas. Consideremos la fi-
gura 2.57 donde los origenes de los dos sistemas estAn unidos al cuerpo
- rigido en Oy y O/, Se localuan en el cuerpo rigido dos puntos Py y P,
mediante Jos vectores de pos1cxon 0Py, OyPy y O,'Py, O/P; a partir del
origen de cada sistema de coordenadas. Examinaremos la consecuencia
de suponer que las velocidades angulares o, y w,, asociadas con cada ori-
gen, son diferentes. Aplicando la ecuacién 2.27 se puede escribir la velo-
cidad de los puntos P, y P, en términos de cada sistema mévil de coor-
denadas.
Para el origen en 01’,

=R, + o, X OVP, (a)
y
Fpp = Ry + o1 X Op Py (&)
Para el origen en O/,
T“P‘l froaed ﬁg + :x;g X ?)ZIPI <C)
y
Fro = Ry + @ X O P, (d)

Eliminando R; entre las ecuaciones @ y b y R, entre las ecuaciones ¢ y d,
se deduce que

Tpr—Tps = 03 X ~(01’[)1 — O/Py) = ;2 X (OQIP], — OJP,).
Nétese que (Oy'P1 — O)'P;) = PPy = O,P, — O,/P,). Debido a que
P2P1 es arbitrario, se sigue que oy = co2 6 sea que la velocidad angu-
lar » de un cuerpo rigido es independiente del origen,

Se define la cantidad (7p; — 7p) como la velocidad de P, con respec-
to a P, y se puede escribir

(Fp1—7p2) = o X P,P;. (2.29)

Se observa que la velocidad relativa es independiente del sistema mévil
de coordenadas que se elija y que si o = 0, entonces todas las particulas
del cuerpo rigido tienen la misma velocidad.

Se puede determinar la aceleracién relativa y es

o, —Fn, = 5 X PPy + o x BB,
O sea

Fp,—Fp, = 0 X PaPs + o X (0 X PoPy). (2.30)

A causa de la caracteristica invariante de » a menudo es conveniente

usar las ecuaciones 2.29 y 2.30 para calcular la velocidad o aceleracién
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Zo

Fig. 2.58

vl

Y,

X,

de algin punto (digamos, P,) sobre un cuerpo rigido cuando la veloci-
dad o aceleracién de otro punto (P;) se conoce.

Simplificaremos ahora la ecuaeién 2.27. En vista de que la posicién
de O’ es arbitraria, veremos la manera de cémo es posible considerar un

nuevo origen O” tal que los vectores R’ y » sean paralelos. Esto se ase-
meja al movimiento de un tornillo y en este caso al eje de o se le llama
eje instantdneo de rotacién. Para el movimiento en el plano R ser4 igual
a cero y la interseccién de o y el plano de movimiento se denomina cen-
tro instantaneo de rotacién.

En la figura 2.58 la velocidad del punto O” es F=R4+ax @, en
la que @ se debe calcular de manera que R’ y o sean paralelos, entonces

debemos hacer Ao = R + o X @, donde A es un factor escalar. Si mul-
tiplicamos los miembros de esta ecuacién escalarmente por w, obtenemos

Yowo=Ro+oXd

y .=
A= (2.31)
@ B
Entonces A
axa=R_Bog
y w

(@X o) Xo=RXa
puesto que o X o = 0. Podemos escribir
(0 0)d— (0-7)o = o X R.
Existen muchas soluciones para @, pero si en partxrular w a = 0, enton-

ces @ = (0 X R) /o* de manera que @ es perpendicular tanto a @ como

a R. La solucién més general es
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a=XR 4 S (239)

(0]

donde k es un escalar arbitrario, Esta es la recta llamada eje instantineo
de rotacién,

Con O” como punto base, la velocidad de cualquier otro punto P so-
bre el cuerpo estard dada por

_}'@.;_ -

;oo + e X ;p. (2.33)

Tp =

w

En el movimiento plano R y » son vectores perpendiculares. Entonces

a=XE 5 & (2.34)

() w

En un gran niimero de los problemas de dindmica se encuentra el mo-
vimiento plano, en el cual todos los puntos de los cuerpos en movimiento
describen trayectorias en planos paralelos y se pueden representar me-
diante sus proyecciones sobre un plano 4nico llamado plano de mouvi-
miento. La mayor parte de los mecanismos que se utilizan en el disefio
de méquinas son mecanismos planos y su analisis se lleva a cabo sobre
un restirador con suma facilidad.

Cuando el movimiento de un sistema de cuerpos rigidos se restringe
al plano de movimiento, se obtienen numerosas simplificaciones. Si se
considera que el plano de movimiento es el plano X,Y,, entonces, a lo
largo de la direccién Z, no existe componente del desplazamiento, ni de
velocidad ni de aceleracién. No hay rotacién fuera del plano X,Y,, y por
consiguiente no existen las componentes X, ni ¥, de las velocidades an-
gulares, esto significa que todos los vectores de velocidad angular estdn
dirigidos a lo largo del eje Z, y que la nica variacién que puede ocurrir
en la velocidad angular es en su magnitud. La adicién vectorial de velo-
cidades angulares (y adicién vectorial de aceleraciones angulares) se re-
duce a la simple suma escalar de sus magnitudes. Ademas, las dificultades
que se presentan al tratar de sumar rotaciones finitas, desaparece cuando
esas rotaciones estan restringidas al movimiento plano y es posible efec-
tuar una simple adicién escalar de los dngulos.

El centro instantineo es una ayuda sencilla y efectiva para la deter-
minacién de las velocidades en el movimiento plano. Si el centro instan-
taneo de un cuerpo rigido se puede localizar con relacién al sistema de
referencia fijo, la velocidad absoluta de cualquier punto perteneciente al
cuerpo se puede determinar a partir de la relacién

U= XT,
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Fig. 2.59

donde o es la velocidad angular absoluta del cuerpo rigido y 7 es el vec-
tor del centro instantineo al punto cuya velocidad se busca. Si el movi-
miento estd restringido a un plano, se puede calcular la magnitud a par-
tir de la expresién .

U = .

La direccién de v estd en el plano de movimiento y es perpendicular
a r. El sentido de v debe ser compatible con el sentido de o,

Si en el movimiento plano, se conocen las direcciones de las veloci-
dades absolutas de dos puntos del cuerpo y estos vectores velocidad no
son paralelos, se puede hallar el centro instantdneo. La figura 2.59 ilus-
tra al respecto. '

Se sabe que las velocidades absolutas de los puntos 4 y B tienen las
direcciones que se indican. Debido a que los radios vectores CA y CB
se conocen y son perpendivulares a T4 y 0y respectivamente, se localiza C
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Fig. 2.62

7

en la interseccién de las dos normales a los vectores velocidad que pasan
por 4y B.

Si las velocidades son paralelas, existen cualquiera de estas dos situa-
ciones: las normales a los vectores velocidad definen dos rectas paralelas
cuya interseccién estd infinitamente lejana, o bien ellas definen la mis-
ma recta. Estas alternativas se muestran en las figuras 2.60 y 2.61 res-
pectivamente.

En la figura 2.60, el centro instantaneo C estd infinitamente lejano.
Esto significa que la barra AB tiene movimiento de traslacién con rela-
cién al suelo o sea el sistema de referencia inercial, cuando '

= Y4 ¥ Y _
“TCATCB T %

En la figura 2.61, ambas direcciones de las velocidadeés indican que
el centro instantaneo estd situado en la linea 4B. Para localizar el cen-
tro instantdneo en una situacién de esta naturaleza, es necesario conocer
las magnitudes de v4 v vp. Si se representan a una cierta escala las mag-
nitudes de estas velocidades, como se muestra en la figura 2.61, se puede
localizar el centro instantineo haciendo uso de los tridngulos scmejantes
de los que se obtiene la relacién

va _ up
©= A= B

Algunos ejemplos ilustrarin sobre la simplificacién que se logra en

la obtencién de velocidades al aplicar el concepto de centro instantaneo.

Ejemplo 2.22. La barra AB de 4 m se mueve de manera que sus extremos
estan en contacto con un piso horizontal y un plano inclinado. Si la velocidad
de 4 es de 10 m/seg hacia abajo del plano, cuando la barra estd en la posi-
cién que se muestra; determinar la velocidad de B en este instante.

Este problema se puede resolver mediante el uso de la expresién general
para las velocidades utilizando los ejes de coordenadas que se ven en la fi-
gura 2.63.
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y

Y,

Fig. 2.63
Xo
Entonces -
fe=R+wXp+7, (a)
donde N
R = 74 = 10e m/fseg,
© = ok rad/seg, (b)
p=4m,
7= 0.
Por lo tanto
75 = 102 + 4oj. (¢)
Pero
%B = Ugio
y -
vple = 102 + 4o]. (d)

Utilizando el poligono de velocidades de la figura 2.64, se puede resolver la
ecuacién d para vg. Aplicando la ley de los senos,

vg 10 sen 8

sen 8 sena’ vz = 10 sena (e)
De la geometria de la figura 2.63, _
vy =53.2° a=>532° B =736°
_ 100960 _
vg = 10 (0.800) — 12.0 m/seg.
Por tanto ’
7 = 12.07, m/seg, (f)

Aunque no es incorrecta la solucién anterior, se puede lograr una simplifi-
cacién mediante el uso del centro instantdneo. 4B gira instantineamente alre-
dedor del centro instantdneo C, que se localiza como en la figura 2.65. En-
tonces

I

v4 = o(AC)

y (g)
vz = o(BC)

1l
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0 sea m" va _ vp
W = A —_— B .

Fig. 2.64

Puesto que se conoce vy, se puede determinar vp una vez que se ha resuelto
la parte geométrica, esto es, una vez que se han calculado AC y BC. Aplican-
do la ley de los senos en la figura 2.65,

AC BC AB

senﬁzsenﬁzseny' @)
Entonces
AC = 4BS2E,
sen y ,
. (7)
BC = ABZ2Y
sen Y
Pero .
A = 53.2°—36.8° = 16.4°,
B = 53.2°,
(k)

§ = 90° — \ = 73.6°,
y = 180° — (8 + B) = 180° — 126.8° = 53.2°,

Ug Xo
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Asi que
0.800
0.960 ®
De la ecuacién h,
BC 4.8
v = vazge = (10) (T)

vg = 12.0m/seg.

Debido a que v, es hacia abajo del plano, entonces la barra gira alrededor
de C en el sentido contrario a las manecillas del reloj; por lo tanto, vy debe
estar dirigida hacia la derecha a lo largo del plano horizontal, de manera que

Ty = 12.0%, m /seg.

Ejemplo 2.23. La figura 2.66 representa una miquina o mecanismo de bom-
ba que consiste de un bastidor 1, una manivela 2, una biela 3 y un émbolo 4.
La varilla 2 es de 50 cm de longitud, la varilla 3 es de 85 cm de longitud. La
manivela gira a una razén constante de 10 rad/seg en sentido contrario 2 las
manecillas del reloj. ¢Cuél es la rapidez del émbolo en el instante en que
¥ = 105 cm?

Se localiza el centro instantineo de la varilla 3 como se ve en la figu-

ra 2.67. En estas condiciones la rapidez del émbolo o sea del punto D es v
Esta se puede calcular a partir de

U __ U5 '

DCT BC' (e)
Se pueden calcular las distancias DC y BC utilizando la geometria del sistema.
De la figura 2.67,

’ BD BC DC

seny senf  seny

o sea
sen B

BC = BD (-———) (b)

sen y

DC = BD (Se" ’8) -

sen ¢
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Fig. 2.67

! ' 105cm"”a"”j"

v = vp (%Cq) = v [B P (ZZ; fiﬂ [B;?;nyﬁ)]'

Thesuy s o s (c)

Entonces;

Y

VUp =

|
@
i

También de la figura 2.67,

a
== A=
sen vy CcOs 50

seny = sen (@ + A) = senacosA + cosasen A,

r = (5) () (%) ()i e 0

216
sen ¢ == §5—0'

Por lo tanto
_ a/50 | 85a
b = vn [21b/850] = (vs) (10519) ()

Resolviendo para a y b,
85% = b? + (105 —a)?

2500 = b% + o2
Restando, 4725 = 11,025 —210a
luego
210a = 6300,
a =30
b =40
Puesto que

vp = 500 cm/seg,

8 3
vp = (500) (%) (—;—06) = 303.5 cm/seg.
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Ejemplo 2.24. Consideremos el rodamiento del disco que anteriormente fue
discutido. Se calcularin las velocidades de los puntos 4, B y D. Ver fig. 2.68.

Si el disco rueda sin deslizamiento, entonces el punto E de la periferia y el
punto F del plano; que coinciden en el instante en que el disco estd en la posi-
cién que se muestra, no se mueven uno con respecto al otro; es decir, la velo-

Fig. 2.68

cidad de E relativa a F es cero. Por lo tanto, el disco tiende a girar en torno
al punto de contacto. El punto de contacto es el punto por el que debe pasar
el eje instantdneo de rotacién.

Las ecuaciones para la velocidad de 4, B y D, son

#a=R 4+ o x E4,
Fp = ﬁ -+ :) X E‘E,
Tp = R -+ ; X El_)'
Debido a que la velocidad del punto E es cero, las ecuaciones se simpli-
fican:

va=4dm/seg A

vy =2V2 m/seg

E
Fa = © X EZ,
7z = o X EE,
o = o X ED.
Sir = 1my v = 2 m/seg hacia la izquierda, como se ve en la figu-

ra 2,68, entonces
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Vo
0=-"= 2 rad/seg.
Las velocidades calculadas se muestran en la figura 2.69.

2.7 Aceleracién de un centro instanténeo. Todo centro instantineo de
velocidad cero tiene una aceleracién. Esto se puede demostrar conside-
rando el disco de la figura 2.70 que rueda hacia la izquierda sin desliza-
miento, En ese instante, el centro del disco tiene una velocidad y una

una aceleracién hacia la izquierda. Ahora determinaremos la aceleracién
del punto C.

Utilizando la ecuacién general:

fe=R+uoxXp+ax(@xp) +a+2 X3,

donde 3
R = — a4,
o = ok,
© = ok,
p=—0Cj
a =0,
7 =0,
entonces
o = —agdo + ok X (—O'C]) + ok X [oF X (—O'CH)],
o = —agh + (0’C)ui + (0'C)w?,
O sea

o = [—ao + (0'C)of + (0'C)o?.
Para investigar cémo estan relacionadas (0’C)w y @, admitiremos

que el punto C es el centro instantineo del disco cuando rueda sin
deslizamiento. Como resultado inmediato, se puede escribir

Fig. 2.70
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50 = :) X E-O",
—uvii = (wk) X (€CO%),
—vgt = —C0",

o sea

Ug = wCO'.
Tomando la derivada de la expresién anterior,

Jo = wCO".
Pero

Up = ag;
Por lo tanto

@ = CO'.

Por consiguiente, la aceleracién del centro instanténeo se reduce a
Fo = (O'C) o7

Puesto que, en general, el centro instantdneo de velocidad cero tiene
una aceleracién, usualmente no es conveniente utilizarlo para el calculo
de aceleraciones. Por regla general, la aceleracién del centro instanté-
neo no se obtiene ficilmente. Existe un centro instantineo de acelera-
cién cero, pero no se puede localizar convenientemente.

~ Aunque en general no se utiliza el centro instantdneo para determi-

nar una aceleracién, existe un caso especial donde es conveniente usar
este punto. Consideremos nuevamente el disco rodando sin desliza-
miento.

Supondremos que se busca la aceleracién del punto B. Habiendo ele-
gido los ejes de coordenadas que se indican en la figura 2.71, se puede
aplicar la ecuacién general, en la que

R = —ayt,
@ = ok,
@ = ok,

Y,

Fig. 2.71
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p = bj.
Entonces,
Fp = —agd + ok X b] + ok X (ok X b}),
g = —aoi — boi — bo?,
O sea
s = —{(as + bo) + bo?].
Puesto que

ap = 7o,
g = —{(r + b)ai + bo?j].

Tomando en consideracién solamente la componente tangencial de
la aceleracién, la expresién anterior se reduce a

(Fe)¢ = o(r + b)i.

Nétese que el movimiento del punto B es el mismo que si el disco
realmente estuviera girando alrededor de un eje que pasa por el centro
instantdneo. Nétese, ademas, que puede aplicarse este movimiento sola-
mente a los puntos que estin sobre una recta que une el centro geomé-
trico de la rueda con su centro instant4neo,

En los siguientes ejemplos, se demostraré el empleo del centro instan-
taneo en el cilculo de aceleraciones.

Ejemplo 2.25. El disco rueda hacia la derecha sin deslizamiento. En la posi-

cién dada, » = 3 rad/seg vy o = B rad/seg/seg, ambas en el sentido de las
manecillas del reloj. Determinar la aceleracién del punto B. Ver figura 2.72.
Con los ejes de coordenadas orientados como se muestra,

fp=R+oXptaxX (@axp) +7-+ 2 X7,

donde
R =a = (40)ai = 7.51m/seg?,
w = —5k rad /seg?,
o = —3k rad/seg,
p=OB(cos0i+senfj) = -"g-l_ng + —%'jm,
=0,
v =0.
vo= 75+ (50 x (V34 27) + (F)

e (e 29

s = 7-52~%V?7+

5 (10~%V’§)2 (
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y

V
im
o 0= 30°

B Fig. 2.72

wlu:
Nl@

w <

04
M1©

\‘Nl

It
ml 3

N

5 3)2

Si el origen de los ejes de coordenadas estuviera en el centro instantineo,
entonces

¥ = 2.21 — 8.85] m/seg®.

gl ro?] = (1.5) (3)% = 13.57 m/seg?
y

p= '+2jm.

De manera que,

Fp = 13,57 + (—5k) X

2

Y]

> msljl

2}) + (—3%) X
[(-—BE) X (Vg-z + 27)]

Nl

iy = 13.57—:;-\1’57 + 102~—g\/'3‘z-—- 18]
%, = 2.21 — 8.85] m/seg”.

La relacién entre el centro instantaneo y las componentes tangencia-
les de las aceleraciones de puntos especiales, proporcionan una forma con-
veniente de relacionar el movimiento plano de un disco que rueda libre-
mente con el movimiento de un cuerpo unido a él, El ejemplo 2.26
ilustra sobre este punto.

Ejemplo 2.26. Los sistemas que se muestran estin unidos por cables inexten-
sibles que no resbalan sobre ninguna de las poleas. Si el peso 4 tiene una ace-
leracién de 20 cm/seg? hacia abajo, determinar la aceleracién del peso D. Ver
figura 2.73. '

La aceleracién de D es igual a la aceleracién tangencial de un punto so-
bre C correspondiente al punto 4.

ap = 150¢.
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Pero uy es desconocida. Sin embargo, la aceleracién tangencial del punto 3
perteneciente a C es igual a la aceleracién tangencial del punto 2 pertenecien-
te a B. Debido a que el punto 1 en B es el centro instantaneo de B,

ap = 1505 = a, = 20 cm/seg?,

a» = 300z = a5 = 40wq.

- (@)

ap = 15 cm/seg?.

Entonces

V272

30 cm

Fig. 2.73

Debido a que la aceleracién de 4 es hacia abajo, op es contraria a las ma-

necillas del reloj. Por lo tanto, a; y as son hacia abajo y & tiene el sentido
de las manecillas del reloj. De aqui que,

dp = 157 cn/seg?.

PROBLEMAS
2.1. Una particula se mueve sobre la curva y = h tan kx, z'= 0, donde h y
k son constantes. Si y = yo es una constante, hallar la aceleracién de la par-
ticula.

2.2. El movimiento de un punto sobre una linea recta se describe mediante la
ecuacién ¥ = (muvo/k) (1 — e*/™), donde vo, m, k y e son constantes. Hallar
la aceleracién a como una funcién de la velocidad v.
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2.3. El movimiento de una particula estd dado por las ecuaciones x = gt
cos @, y = Uot sen ¢ — [z gt*. Hallar:

a) La trayectoria de la particula.
. b) Las coordenadas del punto mas alto de la trayectoria.
¢) xy ¥ cuando la particula cruza el eje x.

2.4. El movimiento de un punto estd dado por las ecuaciones x = af, y = b
cos rt. Las unidades son centimetros y segundos. Hallar la ecuacién de la
trayectoria del punto.

25. El bloque ABCD se mueve de tal manera que el punto B sigue una recta
vertical sobre la pared y 4 se mueve a lo largo de una recta horizontal per-
pendicular a la pared. Cuando § = 30°, el punto 4 se mueve con una veloci-
dad de 2 m/seg hacia la izquierda y 4 tiene una aceleracién de 12 m/seg?
hacia la derecha. Hallar la velocidad y aceleracién del punto E para esta po-
sicion del bloque rectangular. El punto E estid sobre CD.

;

oL
Y

Fig. P-2.5

2.6. El cuerpo que se muestra se mueve en tal forma que B viaja a lo largo
de la recta BO en tanto que 4 se mueve a lo largo de OA4. Cuando 4 esti a
1.5 m de O y su velocidad es de 187 m/min, hallar la velocidad de C que es
un punto sobre la recta 4B a 2.10 m de B.

»

Fig. P-2.6

2.7. Un punto se mueve a lo largo de una recta con una velocidad en centi-
metros por segundo, v = 3t3 + 2¢. Determinar la aceleracién y el desplaza-
miento cuando ¢t = 2 seg. El punto parte desde el origen.
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2.8. Un acelerémetro unido a un trineo experimental de cohetes indica la va-

riacién de aceleracién que se muestra. Determinar la velocidad después de

10 seg, el desplazamiento después de 20 seg y la sobreaceleracién mixima si el
, trineo parte desde el reposo.

e m/seg?
[+ 15 N,

75— —f o o
5M

|
5 10 15 20 25 30

t seg

Fig. P-2.8

2.9. Una particula se mueve a lo largo de una recta horizontal con acelera-
cién constante. El diagrama velocidad-tiempo se muestra en la figura P-2.9.
La velocidad varia de 10 m/seg hacia la derecha a 25 m/seg hacia la izquier-
da durante un intervalo de tiempo de 7 seg. Determinar el desplazamiento, la
distancia total recorrida y la aceleracién durante el intervalo de 7 seg.

v m/seg

8 t seg

2.10. Una particula se mueve sobre la trayectoria y = 2+ con una compo-
nente x constante de velocidad wg.

a) Hallar la velocidad y aceleracién de la particula en el punto P (1,
1/¢). Las unidades estin en metros y segundos.

b) Recordando que la curvatura es cero en un punto de inflexién, de-
ducir, las coordenadas de los puntos de inflecién de y = &’ a par-
tir de consideraciones cinemdticas.

2.11. EI centro de un rodillo se mueve hacia la izquierda con una velocidad
lineal constante vo. Una barra 4B se apoya sobre el rodillo y pivota alrededor
del punto A. Determinar la velocidad y aceleracién del punto B como una fun-
cidn de .
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Fig. P-2.11

2.12. Un punto se mueve con una velocidad que esti dirigida a un 4ngulo de
(w/2)t radianes respecto al eje x y tiene una magnitud constante de 15
cm/seg. En el instante ¢ = 0, el punto estaba en el origen del sistema de coor-
denadas. Hallar la ecuacién de la trayectoria del movimiento.

2.13. El bloque C desliza a lo largo de una ranura en OA4 y el bloque D des-
liza a lo largo de una guia lisa horizontal. Los bloques C y D estan articulados
entre sf. Si D se mueve con una velocidad constante 27, hallar las expresiones

para 9 y 9.

=

Fig. P-2.13

2.14. Una particula se mueve sobre una linea recta. Su movimiento se descri-
be mediante la ecuacién ¢t = ¢ logio(b + s), donde s es la distancia entre la
particula y un punto de referencia fijo y ¢ y b son constantes. Hallar la velo-
cidad v y la aceleracién a de la particula en cualquier instante de tiempo t.

2.15. El aparato que se muestra se utiliza para comprimir aire. La manivela
gira en el sentido de las manecillas del reloj a 150 rpm. La carrera es de
60 cm. Determinar la aceleracién del émbolo cuando x = 10 cm.
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Fig. P-2.15

2.16. El bloque B se mueve hacia la derecha con una velocidad constante v,
Escribir las expresiones para la velocidad y aceleracién del punto (0, extremo
inferior de la varilla BC, cuando desliza a lo largo del plano inclinado.

Fig. P-2.16

2.17. El movimiento de un péndulo simple de longitud !/ estd dado por la
ecuacién desplazamiento-tiempo s = s(x cos pt, donde p es una censtante igual
a V g/l. Determinar el periodo 7 para una oscilacién completa, la velocidad
méxima y la méxima aceleracién normal de la lenteja.

2.18. Obtener una expresién para la velocidad del émbolo si la manivela gira

con una rapidez angular 4.

y

Fig P-2.18
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2.19. El movimiento de un punto estd dado por las ecuaciones x = at y
y = bt — gt*/2. Hallar las aceleraciones normal y tangencial del punto como

una funcién de su posicién.

2.20. Una particula se mueve sobre una trayectoria y = A — Bx". Enx = a
la rapidez de la particula es v. Hallar %, y y la componente normal de la ace-
leracién en este punto.

2.21. Una particula se mueve sobre una trayectoria circular x* -+ 3* = * de
manera que la distancia medida a lo largo de la trayectoria desde el punto
fijo (r, 0) es s = ¢t Hallar %, y y las componentes normal y tangencial de
la aceleracién de la particula.

2.22. Un automévil pasa sobre un declive de una carretera con una componen-
te constante x de la velocidad x = v. Considerar el declive como un arco para-
bélico y hallar la aceleracién del automévil en el intervalo — < x < I

Fig. P-2.22

2.23. Una particula describe una elipse de manera que su aceleracién siempre
esta dirigida hacia el centro de la curva. Demostrar que la magnitud de la
aceleracién es proporcional a la distancia de la particula al centro de la elipse.

294, La varilla sélida AC est4 obligada a deslizar en el miembro ranurado
en tal forma que siempre permanecen perpendiculares. Ademds, estd obligada
a permanecer en contacto con un tope fijo B. Determinar la velocidad del
punto 4 en términos de §, o y las constantes del problema. Expresar los resul-
tados en términos de los vectores unitarios dados.
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@\‘\ 6 N,

Fig. P-2.24

2.25. Un pequefio anillo M esta colocado sobre un aro de alambre de radio 7.
Una varilla O4 pasa por el anillo y gira alrededor del punto O sobre el aro

con velocidad angular § = o.
a) Si § = o es una constante, hallar la velocidad y aceleracién de M.
b) Si M se mueve con rapidez constante 5, hallar § y 4.

A
M

Fig. P-2.25

2.26. Obtener las expresiones para 7 y 7 en coordenadas polares utilizando las
ecuaciones de transformacién ¥ = r cos 4, y = r sen §.

2.27. Una particula se mueve sobre una trayectoria r = b sen 2(. Hallar la
velocidad y aceleracién de la particula en coordenadas polares.
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2.28. El vector de posicién de una particula que se mueve en el espacio es
7=h (icost + Jsent ~+ kt), donde % es una constante. Hallar la velocidad
y aceleracién en las direcciones:

(1) 3,7, ks (2) @, 8, 805 (3) @, &, &

2.29. Una particula describe una espiral equiangular r = ¢* de manera que
su aceleracién siempre €std dirigida hacia el origen. Demostrar que la magni-
tud de la aceleracién es proporcional a %,

2.30. Un punto tiene un movimiento helicoidal definido por las ecuaciones
x = 2 cos 4t, y = 2 sen 4t y z = 2¢, todas medidas en metros. Hallar el radio
de curvatura de la trayectoria del punto.

2.31. Una particula describe el circulo 7 = 2a cos #, la componente de la

aceleracién dirigida hacia el origen siempre es cero. Demostrar que la compo-
nente transversal varfa como ¢sc’g.

2.32. Hallar la velocidad angular de la barra AC para la posicién general
que se muestra. ¥, es constante.

C

~ B
N R N
R
N
h 2

\ ” A_T
—
Fig. P-2.32

2.33. La velocidad angular de un engrane es o = 6 — 2¢°, donde ¢ estd en
radianes por segundo y es positiva en el sentido de las manecillas del reloj y ¢
estd en segundos. Hallar el desplazamiento angular § en el intervalo de tiempo
deéi=0at =3

2.34. Una cuenta m viaja hacia A4, partiendo en C, en el alambre AB. La
cuenta n desliza sobre el alambre CD y estd unida a m por una cuerda de
2.50 m. Después de 2 seg, la cuenta n se ha desplazado 50 cm. Hallar la velo-
cidad constante de m.

A Alambre

Fig. P-2.34
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2.35. Una particula se mueve sobre un circulo de acuerdo con la ecuacién
s = t* — 8¢, donde s es el desplazamiento medido en metros a lo largo de la
trayectoria circular y ¢ estd en segundos. Dos segundos después de haber par-
tido desde el reposo, la aceleracién total de la particula es 48V 2 m/seg’.
Calcular el radio del circulo.

2.36. Un submarino dispara un torpedo con una velocidad 7; a un 4ngulo @
con relacién al eje x en el instante en que un destructor se mueve en la
direccién x y estd directamente al frente y a la distancia H. La velocidad del
destructor es constante e igual a 74 Hallar:

a) El 4ngulo § a que debe apuntarse el torpedo para asegurar el impac-
to en el destructor.

b) El tiempo ¢ que transcurre antes que el torpedo dé en el blanco.

¢) El valor de v; arriba del cual el torpedo no puede pegar en el
destructor.

¥

R —_— e e X

Fig. P-2.36

2.37. La aceleracién o desaceleracién méxima posible de un tren es a y su velo-
cidad méxima es v. Hallar el tiempo minimo en que puede viajar entre dos
estaciones separadas una distancia s, partiendo del reposo hasta el momento en
que se detiene.

2.38. El movimiento de una particula est4 definido por las ecuaciones x =
25(1 — ¢*) yy = —3i2 + 15, donde x y y estin en metros y ¢ en segundos,
Determinar la velocidad y aceleracién de la particula en el instante .

2.39. Un volante de radio R m parte desde el reposo y, con aceleracién an-
gular constante O, efecta N revoluciones completas. En este instante, una
particula sobre su periferia tiene una aceleracién total de 4 m/seg’. Hallar:

a) El 4ngulo entre la aceleracién total y el radio al punto en cuestién.
b) La velocidad angular ¢ del volante.

2.40. Una particula viaja en una trayectoria curvilinea con velocidad cons-
tante en la direccién y de 30 m/seg. La velocidad en la direccién x varia con

CINEMATICA 115

el tiempo de la siguiente manera: v, = 3¢ + 10, donde v, estd en metros por
segundo. Hallar el radio de curvatura de la trayectoria cuando ¢ = 10 seg.

241, A se mueve en una trayectoria circular de 8 m de didmetro de manera
que la longitud del arco que describe desde su posicién inicial B est4d dada por
la relacién s = ¢ 4+ 2t* -+ 3. La longitud est4 dada en metros y el tiempo en
segundos. Hallar la aceleracién del punto 4 y sus componentes normal y tan-
gencial cuando ¢t =2 seg. Mostrar las direcciones.

2.42. Si 4 se mueve hacia abajo con una velocidad constante v, hallar la velo-
cidad hacia arriba vy de B después de ¢ segundos. Las poleas son pequefias
comparadas con L y 4 se mueve verticalmente.

L L
e 3 - El ,
@A |
O
7 \ xA/ xp
~ - &
\\f/ Bl
’ | B ]
Fig. P-2.42

2.43. El blogue estd originalmente en B. El anillo en 4 rodea el poste y a la
cuerda y se mueve hacia abajo a razén de 1 m/seg. ;Cudl es la velocidad del
bloque cuando el anillo estid en D?

A
E Cuerda
- 456
A D
Anilla- | N -1 m/seg

£ ‘L*X\\

= AN v Bloque
|« Poste N 5

Fig. P-2.43

2.44. Un alambre semicircular delgado, pero rigido, de radio r estd sostenido
en su propio plano vertical mediante una articulacién en O y una clavija
lisa 4. Si la clavija parte desde O y se mueve con rapidez constante v a lo

largo del eje horizontal x, hallar la velocidad angular ;j; del alambre en el
instante en que ¢ = 60°.
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2.45. Un rilfle estd montado en un disco de 3.60 m de didmetro que gira con
una velocidad angular contraria a las manecillas del reloj de 250 rad/seg alre-
dedor de un eje fijo que, como puede verse, pasa por su centro. Determinar
la velocidad absoluta de la bala cuando sale del cafién en la posicién que se
muestra, suponiendo que su velocidad inicial es de 720 m/seg.

75 ¢m

Fig, P-2.45

246. Los dos discos de friccién que se muestran giran sin deslizar entre si.
Determinar la aceleracién de 4 con respecto a B. La aceleracién de 4 es
—167 + 127 m/seg”.

Fig. P-2.46

247. La varilla O4 gira alrededor del punto fijo O con una velocidad angu-
lar contraria a las manecillas del reloj igual a 2 . La varilla 4B gira alrede-
dor de A4 con una velocidad angular absoluta o de sentido contrario a la ante-
rior. En un instante inicial las dos varillas est4n en linea recta a lo largo del
eje x. Deducir las ecuaciones de velocidad ¥ aceleracién del punto B suponien-
do que las velocidades angulares son constantes.
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Fig. P-2.47

2.48. Dos muchachos utilizan un tubo doblado a manera de sube y baja, como
se ve en la figura. Determinar la velocidad de 4 con respecto a B suponiendo
que la velocidad angular del’tubo es de 2 rad/seg en el sentido de las maneci-
llas del reloj, cuando se hallan en la posicién que se muestra.

Fig. P-2.48

2.49. Determinar la aceleracién de A si ag = 1.5 m/seg® hacia la derecha y
la velocidad angular de AC es de 2 rad/seg contraria a las manecillas del re-
loj y decrece a razén de 4 rad/seg’.

Fig. P-2.49
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250. Un hombre camina en linea recta en el interior de un vagén de ferro-

carril con una rapidez de 1.80 m/seg con respecto al tren. La rapidez del tren’

es de 135 Km/h y se mantiene constante; en este instante recorre una curva
- circular con radio de 198 m. Hallar la aceleracién absoluta del hombre cuando:
a) Camina en la direccién positiva del eje y.
b) Camina en la direccién negativa del eje y.

=
! r=198m : Hombre
T X
| Ny
/ Carro
Fig. P-2.50

2.51. El disco grande 4 de radio a estd girando con velocidad angular cons-
tante o, alrededor del punto O y en el sentido que se muestra. El disco pe-
quefio de radio b estd unido al disco grande en C y estd girando con velocidad
angular constante w, relativa a A y con el sentido que se muestra. Obtener la
aceleracién del punto P sobre el disco pequefio en este instante.

i
#

Fig. P-2.51

2.52. Un surtidor para prado esti girando con o ¥ « ambas en sentido contra-
rio al de las manecillas del reloj. Todas las particulas de agua viajan con velo-
cidad constante u relativa al tubo. Hallar la aceleracién de una particula en el
punto 4.
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Fig. P-2.52

2.53. Un disco de radio r metros parte desde el reposo y gira en torno a su
eje con aceleracién angular constante de n rad/min’. Un punto se mueve €n la
direccién opuesta a lo largo de la circunferencia del disco con una velocidad
constante % m/min relativa al disco. Hallar la magnitud de la velocidad y de
la aceleracién del punto.

254. La barra horizontal 4B gira con una velocidad angular de —3070 rpm.
Al mismo tiempo la barra horizontal CD, que es de 60 cm de longitud, gira
con una velocidad angular relativa a AB de —607, rpm. Si CB = BD, deter-
minar la magnitud de la velocidad lineal de C:

a) Cuando CD es paralela a AB con C entre Ay B
b) Cuando CD es perpendicular 2 4B.
¢) Cuando CD es paralela a AB con D entre 4 y B.

Yo
60 cm
e —————————
A
¥
1 Cc
Fig. P-2.54

2.55. Un punto se mueve con rapidez uniforme § a lo largo de una cuerda
de un disco. El disco gira con una velocidad angular constante  alrededor de
su eje. Hallar la magnitud de la velocidad y de la aceleracién del punto. La
distancia mas corta del punto al centro del disco es k y el radio del disco es b.
En ¢t = 0, el punto est4 en el borde del disco y la cuerda es paralela al eje Xo.

956. La barra AB esta articulada al carrito en A. AB tiene una velocidad
angular de 2 rad/seg en el sentido de las manecillas del reloj, y una acelera-
cién angular de 1 rad/seg?, en el mismo sentido. El carrito se mueve hacia la
derecha con velocidad de 8 cm/seg y una aceleracién de 1.20 m/seg?. Hallar
la aceleracién de B.
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B
!
A4
7%
Fig. P-2.56

2.37. El eje CD gira alrededor de 4B con velocidad angular constante ;1;
el disco gira con velocidad angular constante o, relativa al eje. La cuenta P
se mueve en el interior y a lo largo de la ranura radial con rapidez § rela-
tiva al disco y esta disminuyendo en la razén 5. Determinar la aceleracién de P
suponiendo que estd a la mitad de su recorrido cuando la ranura esti en la
posicién vertical que se muestra. Efectuar los calculos cuando », = 3 rad/seg,
wp = 10 rad/seg, 5 = 5 cm/seg, s = 25 cm/seg® 4 = 8 cm, b = 2 cm.

a) Resolver utilizando un sistema mévil de coordenadas fijo en el disco.

b) Resolver utilizando un sistema mévil de coordenadas fijo en ¢l eje CD.

B

\ a n
h 1
D wa way” b
C B
- P
Vista lateral Vista frontal

Fig. P-2.57
2.58. Un volantin gira en torno a un eje vertical con velocidad angular § y

aceleracién angular §. Ademas, el 4ngulo ¢ varfa cuando la silla se desplaza
hacia arriba debido a la rapidez. Hallar la aceleracién del pasajero durante el

periodo inicial en que ¢ y ¢ existen. Durante el estado permanente del movi-
miento § = ¢ = ¢ = 0. Demostrar que la aceleracién llega a ser (@ + b

sen ) g,
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L

Té, ]

Fig. P-2.58

2.59. a) El punto P se mueve sobre la barra que gira alrededor de O con
una velocidad angular § = 2 rad/seg en sentido de las manecillas

del reloj y una aceleracién angular de sentido contrario § = 1.5
rad/seg? La velocidad de P a lo largo de la barra es de 2.5 m/seg
hacia M en el instante que interesa y estd creciendo a razén de
2.5 m/seg cada segundo. Escribir una ecuacién vectorial para deter-
minar la aceleracién absoluta de P, suponiendo que OP = 3 my
6 = 30°. El angulo ¢ permanece constante.

b) El 4ngulo § se mantiene fijo (§ = 30°) pero la barra TL gira con
velocidad angular ¢ = 2 rad/seg y aceleracién angular qs = 1.5
rad/seg?. El movimiento de P relativo a la barra es el mismo que
la parte (a). Determinar la aceleracién absoluta de P suponiendo
que OP = 3 m,

Zo

Ak

X,

Fig. P-2.59
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2.60. Determinar la aceleracién angular y la velocidad angular de 4B. La ve-
locidad de 4 es de 90 cm/seg hacia arriba y la aceleracién de 4.es de 1.80
my/seg” hacia abajo.

90 cm

Fig. P-2.60

2.61. En la posicién que se muestra la barra AB es horizontal y el disco tiene
una velocidad angular constante contraria a las manecillas del reloj de 30
rad/seg. Hallar:

a) La velocidad de B.
b) La aceleracién de B.

Fig. P-2.61 Fig. P-2.62

262, Un disco de 1.20 m de didmetro rueda sin deslizamiento sobre una via
horizontal. La velocidad de su centro en un instante dado, es de 1.20 m/seg
hacia la derecha y la aceleracién del centro es de 1.80 m/seg’ en el mismo
sentido. Hallar las velocidades y aceleraciones de los puntos 4 y B.

2.63. La carretilla de la rampa de lanzamiento se regresa a su posicién con
una velocidad constante de 8 m/seg al mismo tiempo que el portaaviones da
una vuelta de radio de 3 Km a 50 Km/h. Determinar la aceleracién de Corio-
lis de la carretilla.
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Portaaviones

Carretilla de la rampa
de lanzamiento

del portaaviones
Radic de la vuelta
3 km

Fig. P-2.63

2.64. La barra delgada uniforme AB es de 12 m de longitud y descansa hori-
zontalmente sobre un canal que, como se muestra, tiene paredes laterales a

45°, Si la aceleracién angular o de la barra es de 3 rad/seg/seg en el sentido
de las manecillas del reloj, hallar la velocidad angular » de la barra para la
cual la aceleracién del extremo A4 serd cero.

Li A B I3

45° (| } 45°

Fig. P-2.64

2.65. Hallar la velocidad de 4 y C, la aceleracién absoluta de 4 y la acele-
racién angular de AC. wgp = 4 rad/seg en el sentido de las manecillas del
reloj y es constante.

Fig. P-2.65

2.66. El sistema que se muestra en la figura consiste de una corredera 4, un
cilindro € y una varilla rigida 4B. El sistema oscila debido a un dispositivo
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de leva que no se muestra. Determinar la aceleracién angular de 4B y la del

cilindro, suponiendo que A tiene una velocidad y aceleracién de 1.20 m/seg y
1.50 m/seg® respectivamente, ambas hacia la derecha.

30 cmi

1.20 m

Fig. P-2.66

2.67. EI sistema que se muestra estd articulado en 4. Las barras 4B y BC son
de 45 y 60 cm respectivamente. Hallar la aceleracién del punto B y la veloci-
dad angular de AB para el instante que se muestra. El bloque C tiene una
velocidad de 90 cm/seg hacia la derecha y una aceleracién de 1.20 m/seg® ha-
cia la izquierda en ese instante.

(o}

Fig. P-2.67 Fig. P-2.68

2.68. En un cierto instante el mecanismo de cuatro eslabones estd en la posi-
cién que se muestra, el resorte estd unido a un punto D del eslabén CE (el
miembro CDE es una barra rigida y continua) y el pasador B estd horizontal;
los eslabones AB y CE son paralelos. Si la velocidad angular absoluta del esla-
bén AB es de 5 rad/seg, en sentido contrario a las manecillas del reloj, deter-
minar la velocidad relativa de la articulacién B con respecto al pasador D.
Las longitudes de los eslabones son:

AB = 18 cm
BC = 44 cm
CE = 60 cm

DE = 12cm
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2.69. Los dos discos 4 y B se mantienen en contacto en el punto E debido al
brazo OC sin que exista deslizamiento. El disco 4 esta fijo y el brazo OC tiene
una velocidad angular constante, en el sentido de las manecillas del reloj, de
2 rad/seg. Hallar la aceleracién del punto D que esti en la parte inferior del
disco B, en la posicién que se muestra.

Fig. P-2.69

2.70. Una particula P estd obligada a moverse sobre la cardicide r = a(1 +
cos §) mediante el brazo ranurado O4, que gira con velocidad angular constan-
te ;5 = bk, al mismo tiempo la cardioide gira con velocidad angular ¢ = ck.
Hallar la velocidad y aceleracién de P cuando ¢ = 3 seg. Se supone que ¢ = 15
cm, b = #/9 rad/seg, ¢ = —x/18 rad/seg. En ¢t = 0 la cardioide estd en una
posicién tal que ¢ = § = 0.

Fig. P-2.70

2.71. El rodillo en C se mueve en una guia vertical. El eslabén AB tiene una
velocidad angular, en el sentido de las manecillas del reloj, de 1 rad/seg, y
una aceleracién angular de igual sentido de 1.2 rad/seg’. Hallar la aceleracién
del rodillo.
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Fig. P-2.71

2.72. Localizar el centro instantineo de velocidad cero en cada uno de los
miembros numerados.

(a) 3

(%)

Fig. P-2.72
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9773. En el sistema de eslabones que se muestra, la barra AB tiene una veloci-
dad angular en el sentido de las manecillas del reloj. Determinar la velocidad
angular de la barra DC. Las longitudes de los miembros son [, m y n.

Fig. P-2.73

2.74. Hallar la velocidad angular de los cuerpos BC y CD.
wsp = 6 rad/seg, o = 8 rad/seg®.

60 cm 2.10m

<

Al@

N

Fig. P-2.74

2.75. Hallar la velocidad angular de-BC para la posicién que se muestra. La
velocidad angular del disco es de 70 rad/seg contraria a las manecillas del
reloj.

90 cm

Fig. P-2.75
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2.76. La rueda tiene una velocidad angular de 20 rad/seg, en el sentido que
se muestra y el bloque 4 que desliza tiene una aceleracién de 8 m/seg* hacia
la derecha. El radio de la rueda es de 20 cm; ED = 1.20 m y es horizontal;
DB = 20 cm, BC = 80 cm y DBC es continua; 4B = 68 cm y el bloque 4

se mueve horizontalmente. Calcular completamente todas las velocidades uti-
lizando los centros instantineos.

Fig. P-2.76

2.77. El sistema cuadrado de eslabones que se muestra opera los dos émbolos
E y F y el sistema tiene una velocidad angular de 10 rad/seg en el sentido de
las manecillas del reloj. Determinar la velocidad de D, E y F.

;

Horizontal

Vertical

Fig. P-2.77

2.78. Los discos de friccién B y C giran sin que exista deslizamiento entre sf.

El tambor A estd firmemente sujeto al disco B. La velocidad angular de C es
de 2 rad/seg y la aceleracién angular es de 6 rad/seg’, ambas en el sentido de
las manecillas del reloj. Determinar la velocidad y aceleracién del cuerpo D.

CINEMATICA 129

Fig. P-2.78

2.79. Un cable est4 enrollado en el cubo interior de una rueda y se tira hacia
la derecha con una velocidad constante de 0.5 m/seg. Si la rueda no desliza,
determinar la velocidad y aceleracién del punto A. ;Hacia dénde rodard la
rueda? Explicar por qué.

Fig. P-2.79

2.80. En el sistema de eslabones articulados que se muestra, la velocidad an-
gular del eslabén BD es de 30 rad/seg en el sentido de las manecillas del re-
loj. Utilizando el método del centro instantineo hallar la velocidad de los pun-
tos C v D y la velocidad angular de los otros dos eslabones.

Fig. P-2.80

2.81. Localizar en el engrane el centro instantineo de velocidad cero.
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| }—-—>v=4‘

No hay
deslizamiento

i ] v =6

Fig. P-2.81

2.82. El disco rueda sin deslizamiento con una velocidad angular de 9 rad/seg
en el sentido de las manecillas del reloj, mientras que el bloque desliza hacia
abajo del plano inclinado. Hallar la velocidad del punto P.

480 m

4 1.50 m

G ]
P

Fig. P-2.82

2.83. La rueda B estid rodando sobre su cubo sin deslizamiento en tal forma
que el punto 4 tiene la velocidad v que se muestra. Los cables Cy y Cp inex-
tensibles y de masa despreciable est4n enrollados, como puede verse, de mane-
ra que no hay deslizamiento entre las poleas y los cables. Determinar la velo-
cidad de O que es el centro de la rueda D.
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+ 30 ¢cm

Fig. P-2.83

2.84. Determinar la velocidad del centro del disco. El eslabén vertical AB tie-
ne una velocidad angular en el sentido de las manecillas del reloj de 4 rad/
seg; el didmetro del disco mide 68 cm.

52 cm

R
C—

80 cm r

| 102 cm

Fig. P-2.84

2.85. La velocidad angular del eslabén AB es de 2 rad/seg en el sentido de
las manecillas del reloj y esti aumentando a razén de 4 rad/seg/seg. Determi-
nar la velocidad angular de CD y la aceleracién angular de BC. Sugestién:
primero resolver el problema de la velocidad empleando el método del centro
instantaneo.

60 cm 120em |B
| | ~1

Fig. P-2.85
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2.86. Una varilla recta AB se mueve en el plano de la pagina. El extremo 4
se mueve sobre la superficie de un cilindro CAD vy el costado de la varilla des-
liza sobre el punto C. En el instante que interesa la recta O4 es perpendicu-
lar al didmetro CD, el punto 4 tiene una rapidez de vo m/seg hacia la izquier-
da. Hallar la velocidad del punto que estd en contacto con C en este momento.

B

Fig. P-2.86

2.87. El engrane de los pedales para una cadena de bicicleta tiene 26 dientes
y el engrane de la rueda, més pequefio, tiene 9 dientes. Si la rueda tiene un
didmetro de 70 cm, hallar la velocidad de la bicicleta cuando los pedales se
hacen girar a 1 revolucién por segundo.

2.88. La rueda est4d rodando sin deslizamiento en una superficie horizontal
sobre su cubo de 240 m de didmetro en el punto B. Una barra rigida DE
estd articulada al didmetro exterior de la rueda en D y resbala a lo largo de
la superficie horizontal. Hallar la velocidad de E, suponiendo que la velocidad
de A sea de 3 m/seg hacia la derecha. Usar el método de los centros instan-
taneos,

Fig. P-2.88

2.89. La rueda de 1.20 m de didmetro gira alrededor del eje fijo 4 con una
velocidad angular, en el sentido de las manecillas del reloj, de 20 rad/seg y
que estd decreciendo a razén de 5 rad/seg/seg. En la posicién que se muestra
DC es horizontal y BC es vertical. Determinar las velocidades angulares abso-
lutas de estos dos eslabones cuando se hallan en esa posicién.

CINEMATICA 133

1.50 m

i D
Cr = S
1.50 m
r=60 cm
N ¢
Fig. P-2.89, Fig. P-2.90

2.90. Hallar la velocidad de 4 y la aceleracién de B suponiendo que BC tiene
una velocidad angular constante de 20 rad/seg.

2.91. La placa rectangular es “mévil” y, seglin se muestra, sus extremos estin
en contacto con el suelo vy el plano inclinado. Si la aceleracién de 4 es 7.5
m/seg’ hacia la derecha y la velocidad angular del lado CD es cero, determi-
nar la aceleracién angular del lado AB.

Fig. P-2.91

2.92. El bloque B desliza hacia arriba del plano inclinado con una velocidad
de 3 m/seg y una aceleracién de 1.80 m/seg’. Hallar la aceleracién del
punto 4.
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radio de 90 cm
ﬁ%&entro

Fig. P-2.92

2.93. La velocidad angular absoluta de la barra BC es de 2 rad/seg en el
sentido de las manecillas del reloj y la razén de cambio de la velocidad angu-
lar del eslabbén AB es de 4 rad/seg® de sentido contrario. Determinar la acele-
racién del bloque C que desliza.

L 270 m 240m

Fig. P-2.93

2.94. En la figura la barra 4B gira alrededor de un pasador en A con una

velocidad angular, en el sentido de las manecillas del reloj, de 3\/§ rad/seg
y C se mueve a lo largo de un plano horizontal. Determinar la velocidad y
aceleracién del punto P, que es el punto medio de CB, cuando:

a) C esta verticalmente abajo de 4.

b) B estd verticalmente abajo de 4.

La barra AB tiene una aceleracién angular constante, en el sentido de las ma-
necillas del reloj, de 2 rad/seg”.
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Fig. P-2.94

2.95. El cuerpo rigido 4BC gira alrededor de un pivote sin friccién O con una
celocidad angular de 5 rad/seg contraria a las manecillas del reloj y una ace-
leracién angular de 10 rad/seg? de sentido opuesto. Determinar la velocidad y
aceleracién del bloque que desliza en el instante en que el mecanismo adopta
la posicién que se muestra.

2()cm~7 , 40 cm
/ 7“’ /L i B
Al [¢) =z
@y \V/J/W/;)/g

° QC
77
25 cm

Fig. P-2.95

2.96. En el mecanismo que se muestra el punto 4 se mueve hacia abajo con
una velocidad constante de 60 cm/seg. El punto B tiene una velocidad de
60 cm/seg y una aceleracién de 60 cm/seg’, ambas hacia la derecha. Hallar la
velocidad y aceleracién del punto C.
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o
90° - 90°
1.80m vs = 60 cm/seg

90° .
C 5O —
pe3 U g = 60 CI/SEE

e @ g == 60 CM/SEE2

Fig. P-2.96

2.97. En el mecanismo de eslabones que se muestra, el punto C tiene una velo-
cidad de 7.20 m/seg hacia la derecha y el eslabtn AB tiene una aceleracién
angular de 5 rad/seg? contraria a las manecillas del reloj, cuando el mecanismo
estd en la posicién que se ve. Determinar:

a) La velocidad angular del eslabén 4B.
b) La aceleracién del punto C.

2.70 m

Fig. P-2.97
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298. a) En la posicibn que se indica, la velocidad del pasador B es 6 7,
m/seg; determinar, para este instante, la velocidad de la mosca pa-
rada en el eslabén C.

b) Determinar la aceleracién de la mosca suponiendo que la acelera-
cién de B sea horizontal.

c) Se supone que la mosca estd caminando hacia D con una rapidez
de 60 cm/seg y que crece a razén de 90 cm/seg/seg. La velocidad
angular de 4B es de 10 rad/seg en el sentido de las manecillas del
reloj y estd decreciendo lentamente hacia abajo a razén de 20
rad/seg? Hallar la aceleracién de la mosca.

7

B D
90 cm
\ 150 cm
Masca—/"o
o
/%——*—— -
/ 90 ¢cm
A 3
BE X,
60cm_| 60 cm
Fig. P-2.98



Dindmica de la particula

3.1 Introduccién. El capitulo anterior traté de la geometria del movi-
miento (cinemética) sin considerar las fuerzas que fueron necesarias
para producir estos movimientos. Ahora fijaremos nuestra atencién en
aquella parte de la dindmica, llamada cinética, que estudia la relacién
entre las fuerzas y los movimientos resultantes de las masas sobre las que
se aplican estas fuerzas.

Las situaciones que en cinética desea analizar un ingeneiro, general-
mente estardn contenidas en alguna de las dos categorias siguientes:

1. Se desea una descripcién del movimiento de un sistema sometido
a un conjunto conocido de fuerzas.

2. Se desean conocer las fuerzas necesarias para producir un deter-
minado movimiento de un sistema.

El resto de este libro se consagrard a una discusién de la cinéti-
ca. Principiaremos con el movimiento de una particula bajo la accién de
una fuerza y después se extenderan estos argumentos bésicos de manera
que puedan aplicarse a sistemas de particulas y a cuerpos rigidos.

Los principios de la dindmica est4n basados en innumerables experi-
mentos de muchos investigadores entre los cuales, los mas notables fue-
ron Galileo (1564-1642) y Newton (1642-1727),

Galileo observé claramente que todo cuerpo sometido a fuerzas o
presiones, en el sentido de “empujar” o “tirar” era acelerado si estaba
en libertad de moverse. Sus experimentos, de los cuales se dedujeron las
leyes de la caida de los cuerpos, establecieron las bases justas de la ciné-
tica del movimiento. Ademas, Galileo observé que, a menos que alguna
fuerza externa actuara sobre un cuerpo en movimiento, el cuerpo conti-
nuarfa moviéndose con rapidez constante en linea recta. Por lo tanto
anticip6 la primera ley de Newton del movimiento, la llamada “ley de
la inercia”. Galileo estableci6 los hechos que conciernen al movimiento
de los cuerpos, pero no proporcioné una teoria del movimiento.

139
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Fue la mayor contribucién de Newton a la dindmica el formular esa
teoria en forma cuantitativa. En 1686, Newton present6 sus llamadas
“leyes del movimiento”. Estas leyes se pueden enunciar como sigue:

Primera Ley. Una particula de masa constante permanece en re-
poso o se mueve con velocidad constante en linea recta, a menos que
sobre ella acte una fuerza.

Segunda Ley. Una particula sometida a la accién de una fuerza se
mueve de manera que la razéon de cambio con respecto al tiempo de su
cantidad de movimiento lineal es igual a la fuerza.

Tercera Ley. Si dos particulas actdan una sobre otra, la fuerza ejer-
cida por la primera sobre la segunda es igual en magnitud y opuesta en
sentido a la fuerza ejercida por la segunda sobre la primera.

Ahora estableceremos nuevamente, en lenguaje moderno, la segunda
ley de Newton,

3.2 Segundo axioma de Newton. Nuevamente establecida la segunda
ley o axioma de Newton es:

La razén de cambio, con respecto al tiempo, de la cantidad de movi-
miento de una particula, es proporcional a la fuerza resultante que actfia
sobre ella y tiene la misma direccién y sentido que la fuerza.

Se debe comprender que existe una particula que tiene masa, pero
que ocupa un espacio o volumen cero. Esta doble igualdad — magnitud
y direccién — implica una ecuacién vectorial que puede escribirse

4 (mi) =F. (3.1)

Se define el producto m# como la cantidad de movimiento lineal de la
particula y con frecuencia se representa simbolicamente por p. La can-
tidad escalar m se llama masa y es una medida de la oposicién (inercia)
que presenta un objeto para ser puesto en movimiento. La velocidad 7,
se mide en un sistema de referencia inercial o newtoniano; esto es, 7 es
una velocidad absoluta. Un sistema de referencia newtoniano es cualquier
sistema, en que los principios de Newton son validos. Mas adelante se de-
mostrard que un sistema de referencia fijo en la Tierra es el adecuado
para la exactitud que se exige en la mayoria de los problemas de inge-
nierfa. El simbolo F representa la fuerza resultante que actia sobre la
particula.

La ecuacién 3.1 establece matematicamente el axioma fundamental
sobre el cual se basa el resto de este tema. La ecuacién 3.1 es aplicable
a una sola particula de masa constante; de ahi que se puede reducir a
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mi = F, (3.2)

donde 7 es la aceleracién absoluta de la particula,

De la ecuacién 3.2 la masa de una particula se puede ahora definir
con més precisién como la razén entre la fuerza que actiia sobre una
particula dada y la aceleracién resultante. '

La fuerza de atraccién de la Tierra sobre las particulas cercanas a
su superficie se conoce como peso. E]l peso de una particula® varia de
punto a punto sobre la Tierra, pero la variacién es pequefia y en la
mayoria de los casos se puede despreciar.

Para cuerpos libres situados en la proximidad de la superficie de la
Tierra, la ecuacién 3.2 se puede escribir en la forma:

W = ma = mg. {a)
En la ecuacién a generalmente se utiliza el simbolo g para designar la
aceleracién de los cuerpos libres cercanos a la Tierra. Debido a que
la masa es una caracteristica invariante de los cuerpos, g también varia
de punto a punto sobre la superficie de la Tierra, pero para los propési-
tos de la ingenierfa se puede tomar como 9.81 m/seg?, (32.2 pies/seg® o
386 pulg/seg?). En ingenieria normalmente se mide W en kilogramos y
g en m/seg®; por lo tanto la masa m es

w
m = — b
P (6)
y tiene unidades de kg-seg?/m, su magnitud es
W kg
™= g8 (@)

Fs importante admitir que la masa m es una constante invariante de pro-
porcionalidad y de ahi que se puede expresar en cualesquiera unida-
des que relacionen la aceleracién de un cuerpo (en cualesquiera uni-
dades apropiadas) con la fuerza (en cualesquiera unidades apropiadas)
que actiie sobre dicho cuerpo.

En virtud de la impertancia de la masa como medida patrén, por
convenio internacional se define la unidad de masa como la masa de
cierto cilindro de platino-iridio (kilogramo internacional) que se conser-
va en la Comisién Internacional de Pesos y Medidas de Sévres, Francia.

La expresién matemética para 7 se dedujo para muchos de los siste-
mas de coordenadas comunes en el capitulo anterior. Para un sistema
de coordenadas rectangulares, las ecuaciones escalares que representan la
segunda ley de Newton son

1 Housner and Hudson, Applied Mechanics—Dynamics, Van Nostrand,
1950, pag. 3.
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Centro de
nCurvatura

Y
%
Fig. 3.1
Fy = mk,
Fy — m:')}’ (3.3)
F, = mz.

Algunas veces es conveniente emplear las componentes de la acele-
racién que son tangente y normal a la trayectoria del movimiento de
una particula, tal como se ve en la figura 3.1. En este caso, la ecuacién
3.2 se escribe en la siguiente forma:

F; = ma; = mie,,
(3.4)
— 2
F, = ma, = m— &,

En términos de coordenadas cilindricas,
F, = ma, = m("f'—«r#;z)é,,

s = mag = m(rj + 26) 2y, (3.5)

F, = ma, = mze,.
Independientemente de si el segundo axioma de Newton se escribe en
coordenadas cartesianas, cilindricas o en cualquier otro sistema arbitra-
rio, las ecuaciones de movimiento son para una sola particula, siempre
y cuando la aceleracién absoluta de ésta esté descrita correctamente.
Sin embargo, existen casos donde las relaciones expresadas por la segun-
da ley de Newton son validas para un cuerpo de dimensiones finitas. Por
ejemplo, si la aceleracién de todo elemento del cuerpo es la misma, se
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puede escribir la ecuacién 3.2 como una suma para todas las particulas
que constituyen el cuerpo,

Z _I‘:,' = ng?g (36)
i=1 1=1

n n
ZFi =F Zmi = AI, y 7‘, = :,
t=1

i=1

Haciendo

donde F es la fuerza resultante total que actda sobre el cuerpo, M es la
masa total del cuerpo y 7 es la aceleracién de cada elemento del cuerpo,
entonces ) .
- F = M7 (3.7
Esta ecuacién, como aqui se dedujo, se limita a cuerpos rigidos con mo-
vimiento de traslacién, Mas adelante se demostrard que esta ecuacién
también se aplica a la descripcién del movimiento del centro de masa
de un cuerpo rigido que posea el tipo méis general de movimiento.
Cuando se examinan las diversas formas de la segunda ley de New-
ton, es interesante observar las consecuencias que se derivan al permitir
que las cantidades ahi presentes sean constantes. Para aclarar lo ante-
rior, consideremos una situacién donde la velocidad 7 sea constante. En
este caso, la razén de cambio respecto al tiempo de la cantidad de movi-

Fig. 3.2
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miento y, consecuentemente, la fuerza son cero. El segundo axioma se
reduce al primero, que trata del equilibrio de los cuerpos. Una situacién
alterna es la de suponer el caso donde F = 0. Entonces,

~ d,

p = s (m#) =0 (3.8)
o sea -

p = mF = constante, (3.9)

que es el enunciado de un teorema de conservacién: es decir que cuan-
do la fuerza resultante que acta sobre un sistema dado es cero, la can-
tidad de movimiento es una constante, es decir, se conserva.

3.3 Aplicaciones de la segunda ley de Newton a sistemas de fuerza
constante. Primeramente se examinaran algunos ejemplos simples en los
que las ecuaciones de movimiento se pueden integrar directamente por
métodos elementales.

Ejemplo 3.1. A una caja de 2 kg, se aplica una fuerza horizontal de magni-
tud constante de 5 kg dirigida hacia la derecha. Si el coeficiente de roza-
miento cinético entre la caja y el plano es 0.40, calcular la rapidez del blogue
después de haberse desplazado 20 m a partir del reposo. Ver figura 3.3.

A fin de aplicar la segunda ley de Newton al sistema que se examina, se
debe aislar de todo lo que le rodea, es decir, se debe dibujar un diagrama de
cuerpo libre de la caja que muestre todas las fuerzas. Nétese que el diagrama
de cuerpo libre de la figura 3.4 es idéntico al diagrama de cuerpo libre que
deberia dibujarse si el problema fuera de estatica. La fuerza F, es la fuerza
de rozamiento que ejerce el plano sobre el bloque y que tiende a oponerse al
movimiento de éste. La fuerza normal N, es la normal que previamente se
consideré en estatica. ‘

Ademés de aislar el sistema que se analiza del medio que le rodea, se debe
establecer un sistema de coordenadas antes de aplicar la ecuacién 3.2. Obsér-
vese la orientacién de los ejes de coordenadas. Para este sistema,

Fig. 3.4
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T = Xl

Utilizando la segunda ley de Newton en la forma expresada por la ecua-
cién 3.3,

5—F = L4 x
y : 4
w
N—W = —}#.
g
Puesto que j = 0, N = I¥. Entonces F = 0.8 Kgy
Integrando,
x = 2lgt + C,
¥

X = 1‘05gt2 -+ Clt -+ Cg.

De las condiciones iniciales se ve que (1 y Cz son cero.
Cuando x = 20 m,

20 T
x = (2.1)(9.81) (1.39) = 27.7 m/seg.

Ejemplo 3.2. Un pequefio cuerpo descansa sobre un plano inclinade liso que
gira alrededor de un eje vertical con una velocidad angular constante de 1
rad/seg. Si el cuerpo de 5 kg se une al eje de rotacién mediante una cuerda,
hallar la tensién en ésta. También determinar el valor de « para el que la
particula abandona el plano.

La particula describe una trayectoria circular con radio de 5 m y con una
rapidez constante. Aqui son apropiadas las componentes normal, tangencial y
binormal. Ver la figura 3.5.

(5]

5 kg

n

)

(a)
Fig. 3.5
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Aplicando la ecuacién de Newton en la direccién normal
Fy = ma, = mro?
del diagrama de cuerpo libre de la particula, se tiene
V3 1 -5 25
T = )=— (§) (1}% = == == 2.55.
B (32 - 2

En la direccién binormal Fp = 0.

N(\—?) +T(~21,_)—-5:= 0.

Eliminando N entre estas dos ecuaciones se obtiene

9T = 255V3 + 5

Para hallar la velocidad angular en que la particula abandona el plano,
se hace N = 0. Entonces, de la ecuacién binormal T = 10 kg y la ecuacién

normal llega a ser

V3_5 .,
1045= = (5)o%,

o = 1.84 rad/seg.

Ejemplo 3.3. Una canica estd en libertad de rodar en un tubo hueco AC sin
rozamiento. Si el tubo estd obligado a moverse en el plano horizontal con una
aceleracién constante do = aglp, hallar todas las fuerzas que acthan sobre la
canica y la posicién de ésta en cualquier instante. Si ia canica parte del reposo
en C ;qué tiempo transcurrird para que se mueva hasta el otro extremo del
tubo? Ver la figura 3.6.

En este problema serd conveniente establecer un sistema de coordenadas
mévil fijo en el tubo que se traslada. Entonces se puede aplicar la ecuacién
general de movimiento relativo.

F=R4oXpt+oX(oXp) +a+ 2 X7
Puesto que el sistema de coordenadas mévil no gira, esta ecuacién se trans-
forma en

:1.:=R+Zi‘——‘—ao.io+a7

La ecuacién de movimiento

=~

F=m

llega a ser
Foa + (F, o)k = m(agh + aj) = mla,(—senai—cosa) + ajl.
Las ecuaciones escalarés son ‘
Fg = —ma, sen a,
F, = mg,
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Xo

{b) (c)

Fig. 3.6

a = ao Cos a.
La fuerza sobre la particula es
F = —maysen ai + mgk.
Para hallar la posicién de la canica en cualquier instante se parte de

7 = agy + @ cosaj
e integrando dos veces.

7 = aofiy + aocosatj + Ci,

_ aot® . acosat® . = —
=5l —— 7 4 Cyt + C,,
2 4 2 ] ]‘ 1 + 2
ent = 0, 7 = 0y se supone que 7 = 0. De manera que tanto T, como C,

son cero. Para hallar el tiempo que transcurre para que la canica se mueva de
C a A, se hace ; = (I — d)7, donde la longitud del tubo es [ y el didmetro
de la canica es d.

a, cosat *

2 >

o[ 2u=d) ™
Tl aycosa |

l—d =
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La posicién de la canica en este instante es

s L= 1—d. -
F=R+p="i+ (I—d)F.

3.4 Aplicaciones a desplazamiento de sistemas de fuerza variable.

Ejemplo 3.4. Una cuenta de peso W se suelta desde el reposo en la posi-
cién 4 sobre el alambre curvo de la figura 3.7 y cae sin rozamiento bajo la
accién de la gravedad. Determinar la fuerza resultante sobre el alambre cuan-
do la cuenta pasa por el punto B. Se aplica en la figura 3.7b la ecuacién tan-
gencial de movimiento.

¥y
éA
P
X
{a} Trayectoria cuva y=f{x}  {b} Diagrama de cuerpo libre entre A y B
' Fig. 3.7
ma; = Fy, (a)
w
—as = W cos @,
g
o sea

a; = gcos fB (b)
La aceleracién tangencial se puede relacionar con la rapidez a lo largo de la
trayectoria en la siguiente forma

@ =S=pon =0 (¢)

donde ds es la longitud del arco a lo largo del alambre y se relaciona con la
distancia vertical mediante

ds = —
cos B (d)
Sustituyendo las ecuaciones b y d en la ecuacién ¢, ‘

dy__

vdv = -—gcosf3 cos g dy. (&)
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Integrando,
fﬂﬂv dv = ———gfy" dy,
0 Y4
7] 2
5 =—g(ys—ya),
o sea
v5? = 2g(ya—"s). (f)

Nétese que la velocidad depende solamente de la carga en el sentido vertical.
Para hallar la fuerza normal, escribimos la segunda ley de Newton en la direc-
cién normal:

Fp = may, (g)
2
N—Wsenf = —v—V«—@—,
g p
vg®
N:WGmB+~J. (h)
8p

Para hacer el célculo de la fuerza normal serd necesario determinar 8y p en
el punto B a partir de la geometria de la curva. Este problema se ha simplifi-
cado considerablemente debido a la ausencia de rozamiento.

Ejemplo 3.5. Una particula de peso W se mueve con rapidez uniforme v a lo
largo de la curva cosenoidal ACB en un plano vertical. La curva estd definida
por la ecuacién

2mx

Y = acos T .
Hallar la fuerza normal ejercida por la trayectoria sobre la particula cuando
pasa por el punto mas bajo C. Ver la figura 3.8.
La ecuacion de Newton en la direccién normal da
W

N—w=25%,
gp

N~
N~
¥

Tn——»t

Ay W B
0 ; / a N
O x (d)

Fig. 3.8
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d?y 47*a 2mx

P 2 cos ]

i dy 2]%:[ 27a 27ra 2]“/2,
l_l -+ (Jx) 1 -+ ""2"" sen? “‘l“‘

" Entonces

2.2,
N::W[1+4wza].
gl

Ejemplo 3.6, Determinar la fuerza normal que ejerce la varilla doblada so-

bre 4 y la fuerza que ejerce la varilla mévil sobre B cuando § = 30°. Ver
la figura 3.9.

§ = 10% rad/seg,

0 = 0,

m = 9.81 kg,

r = asen 26

a = 05m.

La velocidad y aceleracién de una particula en coordenadas polares son
# = % + 107,
F= (F—162)2, + (10 + 276)%,

En el punto de interés

r=asen 20 = 0.5 V—T—WOZSVMm

Fig. 3.9
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F = 2acos206 = (2)(0.5) (o) (10) = 5 m/seg,
# = 2afcos 20 8 — 2 sen 20 67] = — (4) (0.5) 1/3’_ (100) = —100Y.3;

—(100Y3 + 25V 3)Z, + (100)2, m/seg?,
7 = 52, + 2.5V 3 2, m/seg.

Puesto que la velocidad de 4 es tangente a la trayectoria curva, la direccién
de la fuerza ejercida por la trayectoria puede determinarse rapidamente sin
necesidad de calcular la pendiente. Un vector unitario en la direccién de esta
fuerza es

V37 + 2%,
V7
F = m?

( X?A«-—-wmg) ér ‘(B+%A~———V2_—gmg)ee

= m(—125V3 7, + 100,).

Resolviendo para 4 y B, se obtiene
A = 3160 kg,
B = —2606 kg.

Ejemplo 3.7. Considérese el sistema resorte-masa de la figura 3.10. El bloque
pequefio tiene peso W; el resorte tiene un médulo K y no estando alargado
tiene una longitud a. La fuerza P es constante en magnitud y la cuerda per-
manece en contacto con la polea pequefia. Determinar la aceleracién del blo-
que suponiendo que no hay rozamiento en las gufas.

La componente escalar, en la direccién x, de la ecuacién de movimiento
de Newton es

mx = Fo,

W . ¢
y ¥ = P cos [ang tang;:——;] —k(x—a),

j—>P

(%)

Fig. 3.10
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O sea

_gP .M,,,“(f{:ii‘lmzt _ gk (x—a).

X == e
WY (b—=x)>+c* W

3.5 Aplicaciones o sistemas de fuerza dependienie de la velocidad.
Los primeros tres ejemplos solamente contenian particulas bajo la in-
fluencia de un sistema de fuerzas que eran constantes. Existen muchos
problemas donde las fuerzas no son constantes, sino que dependen del
tiempo, del desplazamiento, de la velocidad o de algin otro parametro.
El tipo de problema de fuerza variable mas comdn que hallan los inge-
nieros en su trabajo es el problema de la fuerza dependiente del despla-
zamiento y que se present6 en los ejemplos 3.4, 3.5, 3.6 v 3.7. El siguien-
te tipo mas comin de problema de fuerza variable es la situacién en que
la fuerza es dependiente de la velocidad. Ejemplo de problemas de esta
clase son las defensas o parachoques de un automévil y un amortigua-
dor para el cierre automatico de una puerta, para citar solamente dos
dispositivos mecénicos,

Dos tipos de fuerzas dependientes de la velocidad se pueden ilustrar
observando una caifia de pescar, Es evidente que la mayor o menor curva-
tura del arco que forma un cafia de pescar es una medida de la fuerza
ejercida sobre el extremo de la cafia. Un pescador observa que cuanto
mas ripido se mueven en el agua el corcho, la cuerda y el anzuelo, es
mayor la curvatura del arco que forma la cafia. Estas observaciones in-
dican que la fuerza resistiva ejercida por el agua sobre el avio de pesca
es dependiente de la velocidad. Es un hecho conocido que una particula
que se mueve en un fliido — gas o liquido — esti sujeta a una fuerza
resistiva que depende de la velocidad; es decir que R = ku", donde R
es la fuerza resistiva, £ es un coeficiente de arrastre o amortiguamiento,
v es la velocidad de la particula con relacién al fluido y n depende de
la velocidad relativa v. Los valores de n que describen la mayoria de las
aplicaciones en ingenieria cubren dos clases de flujo relativo de flaidos.
Cuando la rapidez relativa del flujo es moderada (el flujo recibe el nom-
bre de “laminar”), el exponente toma el valor de 1. Cuando v es alta,
se dice que el flujo es turbulento y el valor del exponente n se aproxi-
ma a 2.

Para flujo laminar R = kv

Para flujo turbulento R = kv,

Consideremos un problema que incluya en el analisis fuerzas dependien-
tes de la velocidad,
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Ejemple 3.8. Si una particula esférica se mueve con pequefia velocidad en
un flaido, experimentalmente se ha hallado 2 que la fuerza resistiva o fuerza
de arrastre que actia sobre el cuerpo es una funcién lineal de la velocidad,
proporcional al didmetro del cuerpo y la viscosidad del medio flido.

Como ejemplo, examinaremos la ecuacién de movimiento de una particula
pequefia de didmetro d y peso especifico y, que cae en virtud de su propio
peso en un fliido de peso especifico yo. Ver la figura 3.11.

; Superficie

Fuerza de arrastre=kv

8
P

3
Peso = mg=", %

) 3
Fuerza de empuje = 'lerg-

Fig. 3.11

La ecuacién de movimiento para la particula es

mi = F, (a)
YT G (e — ) TE
(222 5= (o) T — o (®)
De la ecuacién b se ve que cuando (y, — vyo) (#nd3/6) = kv, & es igual

a cero y por tanto la velocidad serd constante. El valor de v para lo cual esto
ocurre se llama velocidad limite v; y en este caso

(78;7_27%5‘ (C)

Si se hace m = y,md3/6g y B = (y; — 7y5,) (nd®/6) y se admite que
# = dv/dt, la ecuacién b toma la forma

Uy =

dv
2~ B—to.
™t ¢ ()
Separando las variables, tenemos
dv
mEF k= & (@)

2 R. C. Binder, Fluid Mechanics, segunda edicién, Prentice-Hall, 1952, pégs.
172-173.
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e integrando se obtiene la siguiente ecuacidn:
miz;ln (B— ko) + C, = 1.

De la condicién inicial: para t = 0, v = 0,

m

C, = —-l;ln (B).
Entonces
m In B ;
k B—kv 7
de la cual
B
_B _ k/m)
B—ko ¢
y finalmente,
v = 21— i (f
o sea
v = vy [1 — e (k/m)t], (g)

Se ha encontrado que el valor de k es & = 3uxnd para una particula esférica,
donde p es la viscosidad del medio.? Aqui se puede definir la viscosidad como
la propiedad del flaido asociada con la fuerza necesaria para mover una par-
ticula de fldido rebasando a otra. Si se supone que el fldido es agua a la tem-
peratura ambiente, entonces

po= 1.02 X 1073 g-seg/cm?,

Por ejemplo, para una particula de tierra de peso especifico 2.67 que se
sumerge, por su propio peso, en el agua, se halla que £ es

k= 3(x) (1.02 X 107%)d = 9.59 x 10754 g-seg/cm.

La velocidad limite (ecuacién ¢) sera

g — (267 —1.00) (nd®)
P Sund 6

Por supuesto, teéricamente la velocidad limite se alcanzard para ¢ = co,
pero en muchos casos, se alcanza el 95 por ciento de la velocidad limite en
un tiempo relativamente corto.

Para una particula de tierra de 0.02 ¢cm de difmetro que cae en el agua,
determinaremos el tiempo necesario para que su velocidad alcance el 95 por
ciento de v, partiendo del reposo. Si la ecuacién g se resuelve para £, se halla
que ¢ = 1.79 X 107% seg. Para todos los propésitos practicos, la particula de
tierra se mueve en el agua bajo su propio peso a la velocidad limite, si el
tiempo de movimiento es del orden de segundos.

Practicamente, entonces, se puede usar la ecuacién g para determinar la

viscosidad del flido si las velocidades limites no exceden del conjunto de va-

3 R. C. Binder, Fluid Mechanics, Segunda edicién, Prentice-Hall, 1952, pags.
172-173.
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lores para los que la fuerza de arrastre es proporcional a la velocidad. El con-
junto de valores vélido para el caso que acaba de discutirse se ha determinado
experimentalmente para muchas formas geométricas.

Ejemplo 3.9. Una particula cargada se mueve en un campo electromagnético
] p . s .
y adquiere un movimiento de acuerdo con la ecuacién

m?:éei'——i“ixuf-f,

(3

donde
m = masa,

—e¢ = carga eléctrica,
E

H = campo magnético (intensidad).

]

campo eléctrico (intensidad),

. =T o . . a
Si se toma E = Eiy H ='HF, las ecuaciones escalares de movimiento son

. e e .

xm-—»—r—n—E———n;yH, (a)
R e .

y“";;{ng: (b)
z=0.

Puesto que las ecuaciones estdn dinimicamente acopladas (las velocidades en
una direccién de coordenadas producen aceleraciones en otra direccién), se
puede facilitar la solucién utilizando ntmeros complejos. Multiplicindo la ecua-

cién b por ¢ = V/—1 y suméndola a la ecuacién a

Ly . e eH ..
P4 = ——E 4 — (ix—7). ¢
tH=— B+ (it —7) (e)
Haciendo ahora # + éy = zy o = eH/mc. Entonces ¥ + ty = e
ix — y = iz La ecuacién ¢ se transforma en
P e
Z—iwt=——E (d)
m .
y
B £ 9H
Fig. 3.12
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0 s€a

d . . e . -
22 (ze”“‘“”) T — —7;; Ee—iet, (6)
Integrando, tenemos )

o el .
zewb ,i;?n. giwt -+ C1_

Tomando las condiciones iniciales ¢ = 0, 2 = 0, z = 0, se obtiene

b= — 1 (1, ("

mw
Integrando nuevamente,

' ek 1.

z = »—-*—(t~~_—~ e“"’) + G,
Mo iw

o sea

el . :
Z T e ‘;;l-(‘o_z [Zwt - e‘w’ “l"‘ 1] (g)

Separando z en sus partes real e imaginaria, se deducen las ecuaciones para-
métricas del movimiento de la particula cargada:

ek ;
X= (1 — cos wt) (h)
y
y = — 2 (ot —sen at). (i)

La trayectoria es una cicloide a lo largo de la parte negativa del eje y.

3.6 Aplicaciones a sistemas interconectados. Los ejemplos anteriores

contenian una sola particula o bien un cuerpo rigido tratado como par-
ticula. Existe un gran nunero de problemas en que las particulas o cuer-
pos de dimensiones finitas estin interconectados. El tipo y la disposicién
de la interconexién se debe considerar en la cinemética como se ilustrard
en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.10. Examinemos los dos sistemas que se muestran en las figuras
3.13 y 3.14. En la figura 3.13 sc tiene una masa de peso W sobre un plano liso

Fig. 3.13 Fig. 3.14
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Fig. 3.15

unido por una cuerda flexible, inextensible y de masa despreciable, que pasa
por una polea lisa, a otra masa de peso W2 = F. En la figura 3.14 se tiene el
mismo sistema excepto que W se ha sustituido por una fuerza F. La pregunta
que podemos formular es: “;Los dos sistemas son dinimicamente equivalen-
tes?” Suponiendo que el bloque estd obligado a moverse a lo largo del plano,
entonces, para el sistema de la figura 3.13, después de examinar el diagrama
de cuerpo libre que se muestra en la figura 2.15, podemos escribir las siguien-
tes ecuaciones escalares: ‘

T—«Wsenﬂ:%ic}, (a)
W, .
Wg — = =2 Xa. . (b)
8
Puesto que la cuerda es inextensible, x;, = x, y % = #,. Sumando las

ecuaciones @ y b, obtenemos:

W, —Wsenf = M—le
o sea g g
¥ o= m (W;— W sen8). (¢)

Para el segundo caso, de la figura 3.16 se tiene

w
F—~Wsen0=~é—,—5&1'. (d)

Fig. 3.16
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Debido a que F = Wy, se halla que

. p

¥ o= (W,—Wsend), (e)

e

Comparando las ecuaciones ¢ y ¢, se puede ver que el segundo sistema t.endré
una aceleracién diferente y por consiguiente tendri distintos desplazamientos.
SiW =W, = Fy@ = 30° se halla ¥, = g/4 y #’ = g/2. Ademas, en
cada caso las aceleraciones son constantes. Integrando,

o 8 —
b= i (We— W sen 0)1,
=2 _(W,—w en@)ﬁ
wo= e, (e $ 2
y .
= —é’; (W, — W send)t,
w

x1’ =

tZ
p (W, — W sen 0) )

suponiendo que las condiciones iniciales son ceros.

Ejemplo 3.11. Determinar la aceleracién de cada bloque en el sistema que se
muestra en la figura 3.17. Las cuerdas flexibles, inextensibles y de peso des-
preciable pasan sobre poleas lisas y de masa despreciable. )

Debido a que se desprecia la masa de las poleas, la tensién en el cable no
cambia al pasar sobre ellas. Esto se muestra en los diagramas (d) y (e).
Escribiendo sucesivamente la ecuacién de movimiento para cada uno de los
diagramas de cuerpo libre que se muestran, se obtienen las cinco ecuaciones
siguientes:

A

Tl"‘A:E'yA, : (a)
B ..

T3—~B=-g—yn, ()

Fig. 3.17
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C..

T;—C= 2o ()

2T1 “‘“’Tz = (O)')}m 2T1 = Tz: (d)

T2-~2T3 = (O)yg, T2 = 2T3 (e)

Teniendo seis incégnitas y solamente cinco ecuaciones, antes que el pro-
blema pueda resolverse se debe escribir una relacién adicional. Esta ecuacién
adicional proviene de consideraciones cineméticas. Nétese que se han usado
tres coordenadas independientes para describir las aceleraciones pero solamen-
te dos de estas coordenadas son independientes, esto es, el sistema tiene tnica-
mente 2 grados de libertad. Los desplazamientos y,, y; y 4 se pueden rela-
cionar de la siguiente manera. Supongamos que 4 tiene un desplazamiento y,
positivo hacia arriba relativo a XYo. Entonces la polea 3, en la que se ha
situado xy, tendrd un desplazamiento —y,/2. En scguida supondremos que B
tiene un desplazamiento p positivo hacia arriba relativo a xy. Los desplaza-
mientos absolutos de 4, B 'y C se pueden ahora escribir.

Ya = Ya, Va = Va; (f)

y3=-*%—1+p, '933==-221-{-+;>; (g)
y " y e

ya=_~f——-r), 9’o=~"——2-A"~—P- (h)

Estas ecuaciones adicionales relacionan las aceleraciones y proporcionan

una solucién finica para y,, yp ¥ ¥¢. Resolviendo estas ecuaciones simultaneas,
se halla:

. [2BC—A4B—ACT
Y#=|4B+BC t 4c|®

. [24C—AB— BC]
Yo =|AB ¥ BC + 4C |®
. [24B—BC—4C]
Yo =|AB ¥ BC + 4C |%

3ABC
Tl:T:Z:T:'ABJF_B‘C—;— AC

3.7 Justificacién del andlisis come una particula. Los ejemplos ante-
riores se han limitado a cuerpos relativamente pequefios que han sido
tratados como particulas. En los ejemplos 3.10 y 3.11, los cuerpos tuvie-
ron movimiento de traslacién pura y cada punto tuvo la misma acelera-
racién; por lo tanto las ecuaciones que se utilizaron dieron los resultados
correctos. Sin embargo, en el caso de la cuenta que se desliza en el alam-
bre, cada punto no tiene la misma aceleracién y podria esperarse un
error en la solucién. Consideremos un problema similar donde el cuerpo
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no es pequefio e intentemos determinar la relacién entre el tamafio del
cuerpo y la trayectoria que describe.

La varilla que se muestra en la figura 3.18 se mueve con velocidad
angular constante » en una canal circular lisa. Se desea determinar la
fuerza necesaria, a lo largo de la varilla, para mantenerla en esta trayec-
toria, teniendo en cuenta la influencia que la dimensién radial tiene
sobre la magnitud de la fuerza.

Se supone que, para una aplicacién particular, es aceptable un error
de 5 por ciento y que en este caso las dimensiones son p; = 20 m, pp =
22 m y la anchura de la varilla, esto es, la dimensién normal al radio p;,
es pequena.

Antes de hallar la fuerza, se debe hallar la aceleracién. Para hacer
esto, elegimos los origenes (fijo y mévil) en el centro de la trayectoria
circular, con el sistema de coordenadas mévil unido a la varilla, segin
se muestra. La ecuacién de la aceleracién para un elemento diferencial
de la varilla es

F=R+oxpi+ox(eXp)+7+2 X0
Fi ::0+0+sz (mEXpi_]-) + 0+ 0 = —o?pi].

La fuerza sobre cada particula requerida para producir esta acelera-
cibén sera
—Fi = mﬁ:'i = m—rnimzp@.]'.

Se puede obtener la fuerza total intcgrando de pi = pa @ pi = pb

Fig. 3.18

X

DINAMICA DE LA PARTICULA 161

— b . ')
" o
F = f — mio’p;] = —o] pit;.
fa .2

- Obtendremos ahora una expresién para m; en términos de la masa
total M:
m; = dM = » dpi,

donde p = masa/unidad de longitud = M/ (py — p.). Por lo tanto

— e M
= *—w27f ——— pi dpi,

pa P Pa i\
= M p,‘z oo -m2Mi
F =¥ e 2__ 2
]Pb_*Pal:z]na 2(ps — pa) (o = pe?),

F=—u? M-]‘BL?'Z_‘.EE
Notese que los resultados dependen del radio medio, no obstante, si
pa = pb, © si el cuerpo es Jo suficientemente pequefio, se puede utilizar
cualquiera de estos valores. El error maximo para la dimensién dada es

21—20
21
Esto es, menos del 5 por ciento del error permisible. Por lo tanto, en este

caso se puede tratar este cuerpo de dimensiones finitas como una par-
ticula.

% 100 = 4.7%

3.8 La ley de Newton y la rotacién de la Tierra. Como otra aplicacién
de la segunda ley de Newton, consideremos el analisis de particulas sobre
la Tierra con movimiento de rotacién. La Tierra tiene un movimiento
mas bien complejo en un sistema inercial primario; por consiguiente las
aceleraciones sobre la Tierra se componen de varias partes: una debido
al movimiento de la Tierra en la galaxia, una debido a la aceleracién del
Sol y una mas debido a la rotacién de la Tierra alrededor del Sol. Esta

) l {/
7\\

/«‘\

A

Fig. 3.19
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Gltima aceleracién es la mayor de las mencionadas. Un célculo del valor
de ésta mostrard que, asi como las otras, puede despreciarse. Suponga-
mos que el centro del Sol no tiene aceleracién y, por tanto, se puede usar
como origen de un sistema inercial primario.

El vector de posicién p efectiia una revolucién por afio alrededor del
Sol; por lo tanto, su velocidad angular (aproximadamente constante) es

_ lrevXQWradX 1 afio deiax 1h
~ afio rev 365 dias ~ 24 hs * 3600 seg

= 1.99 x 1077 rad/seg.

La aceleracién de la Tierra relativa al sol es aproximadamente

=0 X (:) X ;) .
La magnitud de esta aceleracién es

(1.99 x 107 rad/seg)? x 150 x 10°Km X ~000

"1 Km
= 0.594 x 1072 m/seg®.

o sea alrededor de 0.06 por ciento de g. Por lo tanto, para la mayoria
de los problemas de ingenieria sobre la Tierra se puede despreciar este
término. En vista de la magnitud del error que interviene, se puede con-
siderar el centro de la Tierra como estando fijo (o cuando menos que
no tiene aceleracién). Por supuesto, que hay algunos problemas corrien-
tes de ingenieria, como por ejemplo, el movimiento de satélites, espe-
cialmente alrededor del Sol o de otros planetas, que exigen la considera-
cién de aquellos términos para lograr la precisién deseada. También un
astrénomo debe tomar en cuenta estas aceleraciones en los calculos que
efectia sobre los movimientos de los cuerpos celestes.

Para tener una idea de la significacién (o insignificancia) de la rota-
cién de la Tierra, consideremos fijo su centro y elijamos un sistema de
referencia “fijo” con el origen en el centro de la Tierra. Se tomard el
origen mévil sobre la superficie de la Tierra con el eje x en el plano de
un meridiano y con la direccién positiva hacia el norte y el eje v a lo
largo de la linea de la plomada (vertical), de ahi que el eje z apuntara
hacia el este. Ver figura 3.20. Se aconseja al lector considerarse situado
en el sistema de coordenadas mévil, E] movimiento de este sistema de
coordenadas tendrd una velocidad angular constante de una revolucién
por dia 0 sea o = 7.3 X 107 rad/seg. Consideremos ahora un punto P
que se mueve sobre la Tierra y que se localiza en el sistema de coorde-
nadas mévil mediante el vector .

La aceleracién del punto es

a

F=R+oXp+taoX(exXp) +2+ 2 X5
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Y,

y

Direccién de
la linea de
plomada

Z,
w =73 x 1075 rad/seg

Fig. 3.20

o ’ 3 - L e
El primer término R representa la aceleracién de un punto que se
mueve sobre una trayectoria circular; por tanto
R=oXR+aeX(sXR).
El término & representa la razén de cambio de w pero ya que la magni-

tud de un dia es aproximadamente constante, « = 0. Por lo tanto, la
primera de las ecuaciones se reduce a

F=oxXoX (R+p)]+a+ 2 X7
La ecuacién anterior representa, para una buena aproximacién, la
aceleracién de un particula sobre la superficie de la Tierra. Se puede
hacer una simplificacién mas, si se observa que para aquellos problemas
en la proximidad de la superficie de la Tierra |p| es pequefio (algunos
cientos de metros o menos comparados con |R| =< 6400 km). Por con-

siguiente :
R>pl vy F=oX(@xXR)+a+2 X7 (3.10)

Esta aceleracién se utiliza en la solucién de los siguientes ejemplos
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Ejemplo 3.12. Supongamos que se pesa un objeto sobre la superficie de la
Tierra. Debido a que el cuerpo estari en reposo en el sistema de coordenadas
mévil, T y @ serdn iguales a cero y la ecuacién 3.10 se reduce a

F=woxX (e X R). (a)

Si el peso se suspende de una cuerda, la direccién de ésta seri la direc-
cién de la linea de plomada y el peso seri igual a la tensién en la cuerda.

Un diagrama de cuerpo libre del peso, muestra Ia tensién T a lo largo de

la vertical y la fuerza de atraccién de la Tierra pasando por el centro de masa
de esta Gltima. Del segundo axioma de Newton,

T+ mg =mf=mlo X (o X R)], (b)
donde mg’, es el verdadero peso o atraccién gravitacional. 7' es el peso apa-
rente y

T =mg, T =—mg. (¢)
Ahora ¢ 3

=Ré, y o=uaw(sends + cosepdy). (d)

Entonces » X (o X R) llega a ser Ru? (sen ¢ cos ¢ &5 — cos? ¢ 2,), v la
ecuacién b toma la forma

mg(cos B &, + sen B &) — mg'é, = mRo?(sen g cos ¢ ép — cos? b 2,) . (¢)

Las ecuaciones escalares son

mg cos B —mg’ = —mRw® cos ? ¢, ()
mgsen B = mRo® sen ¢ cos ¢, (g)
De la ecuacién g,
2
8 = ang sen [R“' ;Z‘-‘Eﬂ . (k)

A una latitud de ¢ = 45°, 8 es méxima y tiene el valor aproximado g = 0.1°.

Y,

Direccién de la linea

B8 de plomada

Linea radial

Fig. 3.21

Zo
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Debido a que 8 es un dngulo muy pequefio, cos B o= 1. Entonces la ecua-
cién f se puede escribir

g — g = Ro® cos? ¢. (2)
En el ecuador ¢ = 0 y la desviacién méxima en g es

Ag = g~ g = 0.032 m/seg?

Ag_ 0.032

1
g—leOO%——g%

En otros problemas de interés, intervienen movimientos en que 0y @

no son iguales a cero.
La ecuacién del movimiento es

F = m‘f,
donde o _
F=oX (X R)+3d+ 20 X7

Al considerar situaciones donde la atraccién gravitacional o gravitatoria
de la Tierra es la Gnica fuerza, entonces la ecuacién de movimiento para
la particula llega a ser

mg = mle X (0 X R) + @ + 20 X 7]. (3.11)
o bien _ o _

mg’ — mfo X (0 X R)] = ma + 2mo X 7.

El primer miembro de la ecuacién, como se vio en el ejemplo anterior,
es igual a mg. Entonces

ma = mg— 2mo X D (3.12)
a=—gj—20 X D (3.13)
Puesto que _
©=wcosPpT + wsen ¢j,
D = i + 97 + ik,
@ = ¥ + ] + 7k,
entonces

i i k
a=—gj—2| wucos¢p wsend 0 (3.14)
® B 2
Nétese que se ha omitido el 4ngulo 8 ya que es un dngulo pequefio.
Las componentes escalares de @ se pueden escribir como sigue:

# = —2wzsen ¢,
Y = —g + 20z cos ¢, (3.15)
Z = —20y cos ¢ + 20x sen ¢,

2N
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Integrando cada una de las ecuaciones 3.15,
X =—2o0zsen ¢ + C,
y = —gt + 20zcos ¢ + C,, (3.16)
z=—20ycos¢ + 2uxsen ¢ + C,.

L‘as ecuaciones 3.15 y 3.16 son las ecuaciones generales para la ace-
let.amon y la velocidad de una particula sobre la superficie de la Tierra,
sujeta a la fuerza gravitacional o gravitatoria, A fin de determinar los
desplazamientos en el sistema de coordenadas mévil se deben resolver

estas ecuaciones con las condiciones limites que se aplican a] problema
particular.

.Suponga.mos que en el instante ¢ = 0 la particula est4 en el origen
y tiene la velocidad 7, = x4 + Vo] + Zok; entonces

C=J.C, C:" C:'
De ahi que, ! ° 2= y Ny

x¥ = —20zseng + X,
Y =—gt + 20z cos ¢ + 7, (3.17)
z=—2u(ycos¢ —xsen¢) + z.

En seguida se sustituye % y § en la ecuacién para 7 y se obtiene
Z = 20gt cos g — 40’z — 205, cos § + 20, sen ¢.

En muchas situaciones »* es pequefia comparada con #, y Y, en tal caso
se puede despreciar el segundo término. Entonces,

Z = ogt? cos ¢ — 2wy, cos dp ¢ + 2wk, sen ¢ ¢ + C,

mgt:‘x L . ‘
z=—3 COS ¢ — Yo COs ¢ 12 + wxysen ¢ 12 + Cut + Cs.

Puestoque 2 = % yz = Ocuando t = 0, C, = zy Cs = 0.

wgt? 2/ -
Z=—3—cos¢ + ot (%o sen ¢ — ), cos d) + zot. (3.18)

S . ., . .
e sustituye z, como se determind anteriormente, en las expresiones para

%y 9y se desprecian los términos con w®. De manera que

x = 7’6'0 -_— 2w2':0t sen ¢
y
Y =—g + Yo + 20zt cos ¢.

Integrando y calculando las constantes,

X = X()t — wéotz sen ¢_, (3.19)
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t? :
y = --—g-2-— + Pot + wiot? cos ¢.
Ejemplo 3.13. Se deja caer una piedrecita en un pozo de 1.20 m de dimetro
y 20 m de profundidad. Investigar la posibilidad de que la piedra choqué con

la pared antes de alcanzar el fondo.
Debido a que la piedra se deja caer a lo largo de la linea de plomada,

%5 = 9o = %, = 0. Entonces

x =0,
S U
y = 2 ?
ta
z = i)gg—cos«,b,

o bien expresando la desviacién z de la linea de plomada como una funcién
de la profundidad —# del pozo,

y . 3
_ o8 2h\ %k
z = 3 (———g) cos ¢.

En este caso & = 20 m, g = 9.81 m/seg? » = 7.3 X 10— rad/seg. Supon-

- gamos ¢ = 60° (el pozo estd situado en Anchorage, Alaska). Entonces

z =087 x 10*m.

Siendo este valor mucho menor que los 60 cm de radio del pozo, es evidente
que la piedra no chocard con la pared antes de llegar al agua.

Ejemplo 3.14. Se dispara un proyectil hacia el norte a una latitud 60° N, con
%, = 880 m/seg y 9, = 490 m/seg, %, = 0. Despreciando la resistencia del
aire, hallar las coordenadas del punto de impacto.

Cuando el proyectil hace impacto y = 0; asi que

gt _2X 490 _
yo-—z— 6 sea t—————g'gl = 100 seg.

x = %ot = 880 X 100 = 88 Km.

z = wtz[%t cos ¢ + .ieosen¢—yocos¢]-

Por consiguiente

2= (7.3 x 107) (100)?[@531(—1@ (i) 880 £3_490

3 2 (%—)] = 495 m.

Es evidente que la rotacién de la Tierra es un factor importante en la artille-
ria de largo alcance. Cuando se consideran los proyectiles dirigidos balisticos
de largo alcance el efecto es atin mis importante.
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3.9 Trabajo y energia. La seccién anterior se destiné a la segunda ley
de movimiento de Newton, que es una relacién vectorial -entre fuerza,
masa y aceleracién. Esta relacién es adecuada para manejar todos los
problemas de cinética; sin embargo, existen numerosas situaciones don-
de la aplicacién directa de esta ecuacién no es muy conveniente. Por
ejemplo, si se desea la velocidad del bloque del ejemplo 3.7, podria re-
sultar muy laboriosa la integracién directa de la ecuacién para ¥. Para
facilitar la solucién de éste y otros problemas, podemos efectuar algunas
transformaciones matematicas en la ecuacién 3.1 de tal manera que se
deduzcan relaciones ftiles entre los desplazamientos y las velocidades.

Consideremos una particula de masa m; que se mueve a lo largo de
una trayectoria bajo la accién de una fuerza F;, como se muestra en la
figura 3.22.

Del segundo axioma de Newton, la ecuacién de movimiento en for-
ma vectorial es

Si multiplicamos escalarmente ambos miembros de la ecuacién por 7,
obtenemos
d

F, % = .(E (mm)' Tie

Debido a que la masa de la particula es constante, la ecuacién anterior
se puede reescribir en la forma

G d 2 m; d FIOR

Fi- Tm—mtdt( ) 7'1—-"5"6“ (7 7"1)
O sea

= d?,-___m., d 2 dl)

F@'Zr 22}*(0)—mzvdt:

donde v es la magnitud escalar de la velocidad o sea la rapidez de la
particula,

Trayectoriax\

o1l

Fig. 3.22
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Se ve entonces que después de multiplicar ambos miembros de la
ecuacién por di, se llega a

Fi - dry = myo do.

De la discusién anterior de cinematica d¥; = dsé, donde ds es la dife-
rencial de la longitud del arco y Z; un vector unitario tangente a la tra-
yectoria en la direccién de movimiento de la particula. Si se integran
ambos miembros de la ecuacién entre hn‘utes apropiados, obtenemos

fp etdshf mvdv_——(v)—wvl)szle. (3.20)

La integral del primer miembro de la ecuacién 3.20 se define como el
trabajo efectuado sobre la particula por la fuerza F;. El término om;v?
es la energia cinética T de la particula. Por lo tanto, el trabajo efectua-
do sobre la particula por la fuerza F; al moverse a lo largo de una tra-
yectoria, es igual al cambio en la energia cinética de la particula.

Es importante observar que el desplazamiento d7; es tangente a la
trayectoria de la particula: por lo tanto el producto escalar F - d7; re-
presenta la componente, F; de la fuerza tangente a la trayectoria, multi-
plicada por el desplazamiento d7;. Es evidente, de la definicién del pro-
ducto escalar, que si d7; estd en la misma direccién que F;, entonces el
trabajo efectuado sobre la particula es positivo. La integracién se debe
llevar a cabo a lo largo de la trayectoria descrita por la particula.

Si hubiésemos optado por escribir las ecuaciones escalares de movi-
miento de la segunda ley de Newton en lugar de la ecuacién vectorial,
entonces tendriamos

o
I
B
X

. (mig),

il

o
I
S “‘I& S

(miz') .

L3

Multiplicando cada miembro de la primera de estas ecuaciones por %y
suponiendo m; constante, se obtiene

Fox :m@x%(x') = mxx..~————(x)2
o sea '
pdE i
ar T T

Multiplicando por dt,
Fodx = mx dx.
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Integrando, obtenemos
f Fode=m; [ idi = omi (i — 7). (3.21)
[SF 3% Lo 2

Anilogamente para las direcciones y y z.

1
[TFdy = g — 30, (3.22)
»n
IRXE %mi(éf——z’lz). (3.23)

Las relaciones de trabajo y energia son ftiles donde se desea determinar
el cambio de velocidad de una particula después que ciertas fuerzas han
actuado sobre ella en una trayectoria conocida. Si las fuerzas que ac-
than sobre la particula son una funcién de la posicién de la particula
o son constantes, las integrales de las ecuaciones 3.21 a 3.23 se pueden
calcular directamente para conocer la rapidez de la particula,

La expresién F; * #; recibe el nombre de potencia P. La potencia se

puede escribir
F, 7 = d (lm‘,ﬂ)
T a\2

= T B 5 ( )

O sea

P

que dice que la potencia es igual a la razén de cambio con respecto al

tiempo de la energia cinética.

Ejemplo 3.15. Un pequefio bloque de peso W se desliza hacia abajo en un
alambre recto de 4 a B. El coeficiente de rozamiento entre el blogue y el
alambre es p y la velocidad en A4 es v,. ¢Cual es la velocidad en B? Ver las
figuras 3.23 y 3.24.

Fig. 3.23
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Fig. 3.24

x

Eligiendo 4 como origen de un sistema de coordenadas, con x a lo largo
del alambre y y y z en cualesquiera direcciones normales, nuestras condiciones
iniciales son

x=0, x=uv, para =0,

Para tener la seguridad de que todas las fuerzas estén incluidas en el anélisis,
se dibuja un diagrama de cuerpo libre del bloque.

En general se deben considerar las ecuaciones 3.21 a 3.23. No obstante, con
esta eleccién de coordenadas, dy = dz = 0. Por lo tanto, solamente es nece-
sario considerar las fuerzas en la direccién x. De la ecuacién 3.21,

X2 1
f Fodx = 5 mi (i — %),

obtenemos

L 1w . .
fo (W cos § —F) dx:Ez(xsz——xf). (a)

En vista de que el bloque estd en movimiento,

F = uN

y se puede obtener N considerando la ecuacién escalar en la direccién y del
segundo axioma de Newton,

F?l:mf)}':O;
N =Wsenf = 0,
F = uW sen .

La sustitucién en la ecuacién a y la integracién producen
w. .,
WL cos 6 — uWLsen 0 = %g (%5% — vy?),

que cuando se resuelve para la rapidez en B da
xp = [2gL(cos § — psen §) + vy2]". (&)

Se debe observar que la rapidez en el punto B es independiente de la masa
de la particula.
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Ejemplo 3.16. Una fuerza F=(y+2)7+ (2 + 92)] + (22 + 922 +
y2z)k kg actfa sobre una particula que se mueve a lo largo de la curva y =
222 cm en el plano yz. Calcular el trabajo efectuado por esta fuerza cuando la
particula se mueve desde el origen hasta el punto (x = 0,y = 8,z = 2).

fﬁ-d‘i:fszxdx+fy2Fydy+faF,dz.
X1 y Z3

f:’F,, dx = f: (y + 22) dx =0, .

» 8 P 512
= =2 | =2 ¥ ke.
fyle dy-.fo (0 + 9*) dy = 3:1 3 kg-cm,

0
22 2 5 612
f F.dz = fo (0 + 2z* + 42°) dz = Iigg— + %—-]0 == %4— lg-{ikg-cm

5 3
= 512 64 128 3392
Fodf = —= 4 4 == = 2206 kg-

JTar =35 5 = = ubigen.

Ejemplo 3.17. Se supone que el peso W en el problema del ejemplo 3.5 se
suelta desde el punto 4 con velocidad cero. ;Cuél es la fuerza normal sobre

W en el punto C?
La aplicacién directa de la relacién de trabajo y energia

f’ﬁw= Ty — T
da
1 W
2Wa = 5 ‘g“l]cz.

Puesto que en todo instante N es normal a d7 no efectia trabajo, mientras
que W trabaja solamente en su desplazamiento vertical, en C tenemos

2,, 2 2.2
N=W1+~i}ﬂ§—f— =W 1+E7%f~.
gl 4

Aqui, una combinacién de la ecuacién de trabajo y energia y la segunda
ley de Newton conduce a la solucién mas directa.

Ejemplo 3.18. Una masa m se deja caer desde el reposo a una distancia verti-
cal k sobre un resorte de constante k. Determinar la deflexién § maxima del
resorte, la velocidad mixima de m y la potencia méixima desarrollada si
h =0.

En el punto de deflexién maxima del resorte el trabajo efectuado sobre m es

— 8
fF-d?::mg(h+8)~—f kxdx = To—Ts. (a)

0
Ya que m se deja caer desde el reposo y nuevamente llega al reposo cuan-

do el resorte se comprime una distancia §, el cambio en la energia cinética es
cero. La ecuacién para § llega a ser
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ma(h + 8) —-—ék&z ~

O sea
sz_gﬂg_g_gfié@_ = 0.
Entonces
_me [(me)  2mghh
Smki[(k)-{« 7 (b)

. 0 sea que debido a la deflexién estatica del resorte §,; = mg/k, esta ecuacién

para § se puede escribir
8 = 8at. = [8a0% + 248, 17 (e)

Nétese que aun cuando & sea igual a cero, § = 2§,
Para obtener la velocidad méxima, primero hallamos una expresién general

para la velocidad y después se calcula el maximo. Denotando la deformacién
del resorte por x, se tiene ~

mg(h + x) —««-é—kxz - -%mvz ~T. (d)

En lugar de resolver para v y calcular el maximo, también podemos calcu-
lar el maximo de la energia cinética.

% =mg—kx =0
o bien
mg
= “_];“ = Ogt. (8)

Se ve que m adquiere su velocidad méaxima cuando pasa por la posicién de
equilibrio estatico. Sustituyendo este valor de x en la ecuacién (d), se obtiene

211,
Umix = [Zgh + m,f] : )

Para hallar la potencia méxima desarrollada con & = 0, escribimos

— 2\ 2
P=F-5= (mg—kx) (26r— )", ®

Haciendo — = 0 se deduce
mg 1
x ===} 1 — = h
k [ v 2} *)

dx
que es la posicibn de méxima potencia. Sustituyendo este valor de x en la
ecuacién g, se halla que

L i ;
Pmax-* 2 [k] * (l)

3.10 Sistemas conservativos y energia potencial. Examinaremos algu-
nas de las caracteristicas del modelo que se ve en la figura 3.25, para
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y

/Plano liso

7
BlS~—_. P
i Cuerda eléstica

Fig. 3.25

adquirir un conocimiento de cémo el trabajo es efectuado por las fuer-
zas que act@ian sobre una particula.

E] sistema que nos interesa ahora es una particula de masa m; situa-
da sobre una superficie plana, lisa y horizontal. Se une a la masa una
cuerda elastica que pasa sin rozamiento a través de un orificio de la su-
perficie plana y se amarra en B a un soporte rigido. Por simplicidad, la
longitud de la cuerda elastica es tal que cuando la masa m; esta en el
origen O, la cuerda tiene su longitud original o sea que no esti alargada.
Supongamos que la cuerda tiene las caracteristicas de un resorte lineal o
en otras palabras cuando se dibuja la fuerza en la cuerda contra los alar-
gamientos que produce, se obtiene una linea recta como la de la figu-
ra 3.26. Se ve que la fuerza F esta relacionada con el cambio en la lon-
gitud de la cuerda mediante la ecuacién

F = kAL,

Volviendo a nuestro sistema, determinaremos el trabajo efectuado por
las fuerzas que actGan sobre la particula cuando se mueve hacia diversas
posiciones sobre la superficie plana.

Fig. 3.26
k  Pendiente =%

Fuerza F sobre la cuerda

Cambio AL en la longitud de la cuerda
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Las fuerzas que actdan sobre la particula son las siguientes:

1. La fuerza de la cuerda (k AL).
2. El peso (W = mg).
3. La reaccién del plano (R).

Si solamente consideramos movimientos de la particula sobre el pla-
no, entonces el peso y la reaccién sobre la particula, debida al plano, son
vectores colineales cuya suma total es cero. De ahi que la tnica fuerza
que puede efectuar algin trabajo sera la fuerza de la cuerda.

En la figura 3.27, 7; es el vector que define la posicién de la particu-
la en el plano. La fuerza F, que actda sobre la particula siempre estard
dirigida hacia €l origen debido a que la cuerda flexible solamente puede
transmitir fuerza a lo largo de su eje longitudinal.

La magnitud de F; estd dada por

[Fil = k|f:| osea F; = kni.
La descripcién de F; como vector es
F; = —Fi¢, = —kricos 01— kry sen 87 + OF.
De la figura 3.27, se tiene

cos@:—x- y senf = 2.

63 T
Por lo tanto,

F, = —kx1— kyj + OF. (3.25)

Recordamos de la seccién anterior que el trabajo W se expresé median-
te la siguiente integral:

W:ffi-d% =fodx+fF,,dy +szdz, (3.26)
Para el presente caso hallamos que

i 2 k w Kk 2
W = — f kx dx ——«fv kydy = — o [xz]x; -‘2‘ [3’2];1 , (3.27)
y

Fig. 3.27
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y

X2 /)
Fig. 3.28

x1 2

Y1
[¢] %

donde x3, y; y x1, 91 representan las posiciones final e inicial de la masa,
respectivamente.

Es importante hacer notar que en este caso, el trabajo efectuado (por
las fuerzas que actidan sobre la particula) es completamente indepen-
diente de la trayectoria y solamente depende de las coordenadas de los
puntos extremos de la trayectoria. Ademds, si tomamos cualquier trayec-
toria arbiraria de x1, y1 a ¥2, ¥, y una trayectoria diferente y arbitraria
para regresar a xi, y;, como se puede ver en la figura 3.28, se dedude de
la ecuacién 3.27, que el trabajo total efectuado por las fuerzas es cero.
Todo sistema de fuerzas que tenga la caracteristica de que el trabajo
efectuado por las fuerzas que acthan sobre la particula cuando ésta se
mueve de una posicién xi, y1, 21 a una posicién x., ys, 2, €s funcién ex-
clusivamente de las coordenadas de los dos puntos, se llama sistema con-
servative de fuerzas.

También se puede escribir la ecuacién 3.27 en la siguiente forma:

W= et 4
y debe entenderse que esto significa que el trabajo efectuado por las
fuerzas sobre la particula cuando se mueve de xy, y; a x5, y; es

= — g [l ) + O =) (3.28)

El trabajo efectuado por las fuerzas cuando la particula se mueve
desde el origen hasta cualquier posicién x, y es simplemente

k
=—5 (%% + y%). (3.29)

Para propésitos de identificacién, al segundo miembro de la ecuacién
3.29 le llamaremos una funcién de trabajo.

Calcularemos dW cuando x y y reciben incrementos dx y dy. En-
tonces
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AW = -g[(x + dx)? + (y + dy)® —x* —y*] =— kx dx — ky dy(3.30)

obteniéndose la dltima igualdad cuando se desprecian términos de se-
gundo orden. Se ve que dW es justamente la diferencial total de la fun-
cién de trabajo, que podria haberse obtenido de las reglas generales de la
diferenciacién parcial, de la manera siguiente: ‘

ow ow
dW:-ade-%— Wa’y:-kxdxmkydy. (3.31)

Comparando las ecuaciones 3.31 y 3.25 se obtienen las siguientes rela-
ciones entre las fuerzas y la funcién de trabajo:

ow

Fo=ro
ow

F, = % (3.32)
ow

Fo==-=0

Por lo tanto, se ve que para un sistema conservativo de fuerzas don-
de el trabajo efectuado por las fuerzas es independiente de la trayecto-
ria de movimiento, las fuerzas deben deducirse de la funcién de traba-
jo W que contiene como variables solamente las coordenadas del espacio.
Ademas, como

Fdi = dW = F,dx + F,dy + F, dz,

y si tal funcién W existe, entonces F, dx + F,dy + F,dz debe ser la
diferencial exacta de la funcién W, Esto es,

Fydx + Fydy + F,dz = %%de + %Vyzdy + égdz (3.33)
y consecuentemente
Fo=27,
F, = %’yg (3.34)
R

para un sistema conservativo, De las ecuaciones 3.34 es evidente que de-
ben satisfacerse las siguientes relaciones entre las fuerzas, siempre que
las derivadas parciales sean continuas:
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oy oW s (3.35)

oF, 0*W _ oF,
ox  ozox oz’
0 sea que
vxF =0,
donde v es el operador 7(9/0x) + 7(3/voy) + k(9/0z).

Las fuerzas de rozamiento y las fuerzas dependientes de la velocidad
no satisfacen estos criterios.

Fisicamente sabemos que cuando la particula se mueve alejandose
del origen, la energia se almacena en la cuerda eléstica. Si la particula
se detuviera en algin punto (x, y) se tendria un potencial (V) para
efectuar trabajo, igual a la cantidad de energia almacenada en la cuerda
elastica, segiin lo expresa la ecuacién 3.29. Ademds, para un pequefio
incremento Ax y Ay de x y ¥ sabemos que este potencial, para efectuar
trabajo, se incrementara en AV. Sin embargo, si examinamos la ecua-
cién 3.31, para un incremento positivo en x y y de Ax y Ay observamos
que AW es negativo; de ahi se deduce que en el limite

. dV = —dW (3.36)
para un sistema conservativo. La energia potencial es un término relativo
y el punto o superficie de referencia desde donde se mide es arbitrario.
Por lo tanto, en nuestro ejemplo, podemos integrar la ecuacién 3.36
agregando una constante de integracién arbitraria:

V=-W4+0C, = —l2€— (%% + 9?) + C4, (3.37)

donde C; es la constante de integracién y depende de aquello que de-
seamos establecer como referencia. Se sigue ahora que

14

F_»p = ‘—'—'a‘x-‘)
oV

F, = —% (3.38)
oV

Fo=—2,

O sea .
F = —V

para un sistema conservativo tal como el que se ha descrito. Estas rela-
ciones también son ciertas para otros sistemas conservativos,
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3.11 Conservacién de la energia. Supongamos que se tiene un sistema
conservativo tal como el que se ha descrito. Con relacién a la ecuacién
3.36, tenemos

T2 oo Wa Va 1
f by - dr, =f aW = — dV = —m; (v, — %), (3.39)
7 w v 2
de la cual 1 q
V1 — V2 = §" mivgz _— 'Q—mivlz = T2 —_ Tl. (3.4‘0)

La ecuacién 3.40 se puede escribir como sigue:

Vi+ Ti =V, + T, = E = constante (3.41)

La ecuacién 3.41 establece que para un sistema conservativo de fuerzas
la suma de las energias cinética y potencial permanece constante duran-
te el movimiento de la particula.

3.12 Sistemas mixtos de fuerzas. Es posible concebir sistemas de fuer-
zas que contengan tanto fuerzas conservativas como no conservativas, Por
ejemplo, en el sistema de la figura 3.25 podria haberse incluido una fuer-
za de rozamiento en la superficie de contacto entre la particula y el pla-
no. El trabajo efectuado por la fuerza de rozamiento siempre serd nega-
tivo y su magnitud dependera de la longitud de la trayectoria recorrida.
Por Jo tanto, una fuerza de rozamiento no satisface los criterios para un
sistema de fuerzas conservativo.

Sin embargo, en los sistemas de esta clase a menudo es conveniente
separar las fuerzas en partes conservativas y no conservativas. Denotare-
mos la fuerza conservativa que acta sobre una particula por F, y la
fuerza no conservativa por F,. Entonces, de acuerdo con la ecuacién
3.39, podemos escribir

[Fodis [Fodi="oi—vs) =To—1. (342)
De la ecuacién 3.39 se deduce que
[Fe-ari=v.—v..
Ahora se puede escribir la ecuacién 3.42 como sigue:
Vot To=Vi+ Ty + fﬁn~a’a. (3.43)

Puesto que F, * d7; es negativa, la ecuacién 3.43 establece que la ener-

gia final V, + T, es igual a la energia inicial V; + T, menos el trabajo
no conservativo.
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Ejemplo 3.19. El bloque W de la figura 3.29 estd en libertad de deslizar sin
rozamiento a lo largo de la barra vertical. Ademads, el bloque estd sometido a
la accién de un resorte de constante k y longitud L no estando alargado.
Puesto que no hay fuerzas de rozamiento presentes este es un sistema conser-
vativo. La fuerza normal N es perpendicular en todo instante al desplazamien-
to y por consiguiente efectia trabajo cero y no tiene potencial. La fuerza de
gravedad W es constante y su potencial es solamente una funcién de su posi-
cién vertical con relacién a la Tierra. Ya se ha demostrado que la fuerza del
resorte es conservativa.

Si se da al peso una velocidad vo hacia abajo cuando el resorte estd en la
posicién horizontal, hallar su velocidad en términos de 4.

Para este sistema podemos utilizar

Vi+ Ty =V, + T, (a)

Tomando como referencia, para energia potencial cero, la posicién inicial, la
ecuacién a se transforma en

IW o Ll,e LW,
0+2gvo w.2kS Wd+§gv' (b)

Centramos nuestra atencién en la velocidad v, los pardmetros dados y el alar-
gamiento S del resorte. De la geometria,

(L +8)cosf = L,

§ == .._L:L[-___l“““'sg]. (¢)

cos 0 cos &

Sustituyendo y resolviendo para v, obtenemos

A —2
-I,sz =2Mvo2 + Wl;tangof)—‘lkl,2 [—1——929 )

2g g 2 cos 6
i & gppa[ L—cos O R
v_[vo + 2¢(L tang ) WLL[ —= ]J (d)

L

W
: AN
’ k 0\ .t
NS

Fig. 3.29
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y
A m
k
B
X
m
-
(a)
Np
mg
45° S
kr < >Ny B
45° ‘A
y
S mg
(c)
) x
Fig. 3.30

Ejemplo 3.20. Cada una de las dos cuentas de masa m se desliza sobre un aro
vertical de alambre liso. Las cuentas estin unidas mediante una varrilla rigida
AB de peso despreciable, y ademéis estin sometidas a la accién de un resorte
de constante k£ y longitud 7 no estando alargado. Si se suelta este sistema desde
el reposo en la posicién que se muestra en la figura 3.30, y la cuenta B se mueve
hasta la parte inferior del aro, determinar lo siguiente:

1. La rapidez angular de la varilla.
2. Todas las fuerzas que actan sobre la particula 4. -

Supongamos que m sea lo suficientemente grande para que esto sea posible.
Debido a que éste es un sistema conservativo, podemos utilizar la ecuacién

T + V = const. (a)

Si se toma el centro del aro como punto de referencia, esta ecuacién toma la
forma

1
-;—nwf + —i— mug® — mgr + -2—k12 = mgr + %k(V—Qr——J)Z. (&)

Puesto que la varilla es de peso despreciable e inextensible, debemos tener
v, = vp = vu. Entonces
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r—Zoz-n]"

1

n

w:%:[gé;_’i(\/‘z—m]%. (d)

T mr

El diagrama de cuerpo libre de la particula 4 se muestra en la figura 3.305.
La ecuacién de movimiento de la particula es

F:m?

(NAm,kr—.SYQ-—?«) P+ (~mg~ V?S)j: m (—— Zi 4 m)- (e)

En vista de que hay tres incégnitas en esta ecuacién, también se debe consi-
derar el movimiento de la particula B.

V2

_Z_SH(NB*_ngF_V;s);:m(@zH_:f)- 0

También tenemos la ecuacién de cinematica

\

Ya = Zp. (g)
Resolviendo estas cinco ecuaciones escalares para las cinco incégnitas, encon-
tramos
2
Ny = kr~m(§ +5’->,
& r
i 3 v?
Np=m|+ — |
’ (2 e %)
h
§ =12, &
V2
Yo = kp = _-g..

Ejemplo 3.21. Para demostrar la aplicacién de los principios del trabajo y la
energia a un sistema no conservativo, supongamos que en el ejemplo 3.19 el
coeficiente de rozamiento entre Wy la barra vertical es y. Entonces podemos
utilizar la ecuacién

Fig. 3.31

W
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V2+T2=V1+T1+jpn"ﬁi-

Con los mismos datos que antes, esta ecuacién llega a ser

1 2 l_wiz__ 1__”_,_2 f"’. .
2kS_Wd+~2~gv_O+2gvo+ F, - dr;,

fﬁn-dﬁ =~—f,ukSc050dx.

De la geometria de la figura 3.29a,

cosf = 2+ L= (L + 8)%

L
L+S’°
donde x es la distancia vertical de W medida hacia abajo de su posicién ini-
cial. La integral puede escribirse

s §dS
—HEL f o 2LS + S

B L. {(QLS + §2)* — Llog [% (S + L + (2LS + SZ)%)]} :

Entonces
1w 2_}-W~2 i 2
2gv~2gdo 2kS+Wd

_"“‘{@LS +§2)":— L log [‘11? (S + L+ (2LS + Sz)"‘*)]} '

La velocidad final, en términos del alargamiento S del resorte, es

w w

kL’ [1 }
+ Iog[L(S+L+(2LS+S2) )]

£
v = {voz-——‘ﬁﬂ- 22 (W — pkL) (2LS + S2)*:

Ejemplo 3.22. Se utiliza una cuerda elistica para detener la carrera de un
aeroplano (peso bruto 980 kg) que aterriza con v; = 100 Km/h. Determinar
la constante k de resorte necesaria, si la longitud del cable (no estando alar-
gado) es igual a 2H = 100 m y el aparato se debe detener en una distancia
%1 = 25 m. Se supone que el sistema es conservativo.

Si § indica el alargamiento en el cable, entonces

S = 2(x. + H?)":— 2H. (a)
La energia potencial V; almacenada en el cable en la posicién x; es
Vo = 2k[(x® + H?*)": — HP. (b)

Del teorema de conservacién

T4+ V=T, +V,
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Fig. 3.32
x1=25m
se deduce que
_;- mugt + 0 = 0 + 2K (x? + H?)": — HP, (c)
de la cual mu.?
— 1
A (e S %
Para nuestro ejemplo,
. (100)(27.8)2
k= a5 ¥ 509% —sop — 10 ke/m

3.13 El principio de impulso y cantidad de movimiento. Hasta estos
momentos se han discutido dos técnicas generales para el andlisis de los
problemas en cinética de la particula. E] método de fuerza, masa y acele-
racién (aplicacién directa de la segunda ley de Newton) se aplicé cuan-
do la aceleracién estd directamente implicada y se desea determinar una
aceleracién o una fuerza en cualquier instante. Se debe integrar la ecua-
cién diferencial resultante para determinar las relaciones de velocidad y
desplazamiento. Cuando las fuerzas que actan sobre la particula se pue-
den expresar como funciones de la posicién del cuerpo, es ttil el método
del trabajo y la energia cinética para la determinacién de las relaciones
velocidad-desplazamiento. Cuando el problema contiene fuerzas que se
especifican como una funcién del tiempo, generalmente el principio de
impulso y cantidad de movimiento proporciona la relacién mas directa
entre las velocidades y las fuerzas.

En los casos donde la fuerza sea una de las interacciones mutuas en-
tre las particulas, es posible determinar las relaciones de las velocidades
de las particulas sin necesidad de un conocimiento profundo del siste-
ma de fuerzas, planteando el problema mediante las técnicas del impul-
so y cantidad de movimiento.
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Fig. 3.33 F

t dt—>l L(_ [} t

La ecuacién de impulso y cantidad de movimiento se obtiene a par-
tir de la segunda ley de Newton, escribiendo la ecuacién de movimiento

en la siguiente forma:

F=2(m) =23 =% (3.44)

Multiplicando ambos miembros por dt e integrando, obtenemos, para
masa constante,

“Fat= [ d(mt) =mby—mh = Fo— . = 87, (345)
21

71

t2 —

La cantidad F dt se llama impulso de la fuerza F entre #; y ;. El
21

término m7 se llama cantidad de movimiento de la particula, Por lo

tanto la ecuacién 3.45 establece que el impulso es igual al cambio en la
cantidad de movimiento lineal. Tanto el impulso como la cantidad de
movimiento son cantidades vectoriales con dimensiones de fuerza por
tiempo.

En virtud de que el impulso y la cantidad de movimiento son canti-
dades vectoriales, se pueden escribir en términos de componentes en
cualesquiera coordenadas convenientes para un problema. Por ejemplo,
en coordenadas rectangulares, las ecuaciones escalares son

[}
F,dt = mi, —m#x, = Apa,
t1

2
Fy dt = myg—-myl = Apy, (3.4‘6)

31

123
Fg dt = mzy — mél = Apz
51
Si se conoce la fuerza F como una funcién del tiempo, el impulso
estd representado por el area bajo el diagrama fuerza-tiempo entre los
limites £ Yy 2.
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Fy

Fig. 3.34

b

La ecuacién 3.46 se puede utilizar para determinar el desplazamien-
to de una particula. Consideremos la primera de estas ecuaciones esca-
lares, ya que argumentos idénticos se pueden aplicar para las otras. La
figura 3.34 muestra una grafica F, contra el tiempo y deseamos determi-
nar Ja componente x del desplazamiento en el instante t;, sujeta a las
condiciones iniciales en ¢ = 0.

De la primera de las ecuaciones 3.46, la velocidad # en cualquier ins-
tante ¢ se puede escribir como sigue:

.1t . dx
= f Feditiy= S5 (3.47)
donde

%o = velocidad inicial para ¢ = 0.

Efectuando otra integracién para determinar el desplazamiento x en
el instante ¢, se deduce que

1 t1 t .
s= [fo F, dt] dt + Zoty + xo, (3.48)
Fy
Fy(t)
Fo(t)
Fig. 3.35
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donde

xo = desplazamiento inicial,

Debe tenerse cuidado en el uso de las ecuaciones 3.47 y 3.48 ya que
una sola funcién analitica puede no describir F, en todo el intervalo de

=0at=1t.

Por ejemplo, supongamos que F,(t) describe F, como una funcién
del tiempo en el intervalo ¢ = 0 a ¢t = 'y F,(¢) describe F, en el inter-
valo de tiempo ¢t = ¢ at = t;, como se muestra en la figura 3.35.

En el intervalo de tiempo 0 = t = ¢/, se deduce que

fF,dt - fO‘ Fy(¢) dt.

En el intervalo de tiempo ¢’ < ¢ =< i,.

[ Fodi = j:'Fl(t) dt + ft' Fa(t) dt.

Para este caso caso la ecuacién 3.48 llega a ser

1 14 t
s= f [fo Fy () dt]dt

i 24 1
+—1n; 1/1 [ ! Fyi(t) dt + ft F,(¢) dt] dt + xet; + xo. (3.49)
Este argumento se puede extender a cualquier nimero de funciones
que podrian ser necesarias para describir la fuerza. Este concepto es ex-
tremadamente Gtil cuando se desea predecir desplazamientos de una
particula de datos fuerza-tiempo determinados experimentalmente, que
no pueden estar establecidos satisfactoriamente con una sola funcién de
tiempo sobre un ciclo temporal completo que interese.

2% ¢
La integral f [f F, dt] dt también puede examinarse grafica-
0 0
mente  y conduce a conceptos ttiles e interesantes. Veamos las figuras
t
3.36a y b, donde F, y f F, dt se dibujan respectivamente como funcio-
0

nes del tiempo.

t1 4
Primeramente observaremos que la integral f [f F, dt] dt es
0 0

t
el area bajo la curva F; dt entre los limites ¢t = Oy ¢t = ¢ dela
0

figura 3.36b. De la figura 3.36q, esta 4rea se puede expresar como

4 Timoshenko y Young, Engineering Mechanics, Tercera edicién, McGraw-
Hill, pags. 275-279.
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fo t[fe ' F,uit}dt: fo “Folti—t) dr.  (3.50)

Interpretada geométricamente, la ecuacién 3.50 es simplemente el mo-
mento estdtico del area bajo la curva F,t con respecto al eje ¢, Defi-
niento £, como la distancia desde ¢, al centroide del irea bajo la curva

Ft y A como el 4rea bajo la curva Fof entre t = Oy ¢ = t,; de la ecua-

cién 3.48, se sigue que
*= At 4t e (3.51)

Fx

Fy
Area = F, At

{8 te
Centroide

f1=t

t
(a)

Fxf—t— Area = Fy Atl(ty = t)
o = Iy 1™

t ty =1t

151
(b)

Fig. 3.36

Ejemplo 3.23. Dada la grafica que se ve en la figura 3.37, de F, contra el
tiempo, determinar el desplazamiento de una particula de masa m en el ins-
tante #;; utilizar la ecuacién 3.48 y comprobar mediante el uso de la ecua-
cién 3.51. Se supone que el desplazamiento y la velocidad iniciales son cero.
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Fy
L Fig. 3.37
6 21 -
/ 2
F, ®
t1 ¢

(g

Con #o y %o nulos en el instante ¢ = 0, el desplazamiento est4 dado por

x :771-1- 0" [j;t Fy(t) dt] dt + %f:l I:fO"Fl(t) dt + f;: F,(¢) dt:l di

De la figura 3.37 se obtienen las siguientes igualdades:

P Y
U= 5’
. ____Qfot:

1
Fz(t) =0,

11f2 ¢ 12y 42 2
% = L f 2Ft dt] de + L f l:f 2Fot dt:l ar = Eott* .
m Jo 0 h _ m Jup 0 2 6m

Utilizando la ecuacién 3.51,

_1 t]_ Fotl

“2F°2”" 4’
4¢
tc_f.

Por lo tanto

(F(,t,, (ﬁﬁ) _ Fot?

= 4m) 6/) 6m

3.14 Conzervacién de la cantidad de movimiento lineal. La ecuacién
de impulso y cantidad de movimiento es particularmente til cuando se
est4 tratando con un sistema de particulas, puesto que en ese caso fre-
cuentemente se puede eliminar el cilculo del impulso si solamente se
desea la relacién entre las velocidades y las masas. Por ejemplo, un ca-
fién y el proyectil se pueden considerar como un sistema de dos particu-

las si se desprecia la masa de los gases que se expanden. Ver la figura

3.38.
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y
Fig. 3.38 F L X o

Durante el intervalo de tiempo, extremadamente corto, de la explo-
sién, la fuerza F debida a la presién del gas que actla sobre la bala y el
cafén varia de una manera desconocida. Un calculo del impulso de esta
fuerza seria extremadamente dificil. No obstante, se puede obtener la
relacién entre la velocidad de la bala y la velocidad de retroceso del
cafién sin considerar el célculo detallado del impulso.

Debido a que las fuerzas F se comportan como accién y reaccién en-
tre el proyectil y el cafién, en todo momento deben ser iguales y opues-
tas. En consecuencia, sus impulsos, en el intervalo de la explosién, son
iguales y opuestos, ya que las fuerzas sobre el proyectil y el cafién actian
exactamente igual durante el mismo periodo. Asi, si las velocidades inicia-
les y por consiguiente las cantidades de movimiento iniciales de las par-
ticulas son cero, si ninguna fuerza externa actia sobre el sistema y st mpy
m, son las masas del proyectil y del cafién respectivamente, tenemos la
siguiente ecuacién de cantidad de movimiento para la bala:

¢ —
fo —Fdt = my(3sy—0). (3.52)

(A fin de que esto sea una igualdad, 7., debe estar dirigida hacia la
izquierda.) Y para el cafién:

[
f Fdt = me(Fse—0). (3.53)
0

. v
En esta ecuacién . debe estar dirigida hacia la derecha. f Fdt
0

tiene el mismo valor absoluto en cada ecuacién. Sumando las ecuacio-
nes 3.52 y 3.53, se tiene

Mpl2p + MTye = 0. (3.54)

Por tanto, las cantidades de movimiento inicial y final del sistema son cero.

Debemos observar que en el caso en que no haya fuerzas externas y
las fuerzas internas sean iguales y opuestas la cantidad de movimiento
del sistema permanese constante. Algunas conclusiones generales se pue-
den obtener de este ejemplo. De la tercera ley de Newton — accién y
reaccién — las fuerzas internas en un sistema de particulas ocurren en
pares iguales y opuestos de manera que la resultante de las fuerzas inter-
nas serd igual a cero. La cantidad de movimiento permaneceri constante
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@F/ \{i@ Fig. 3.39

F3 F3

aunque se apliquen fuerzas externas siempre que la resultante de éstas
sea cero.
Si se suman ecuaciones de la forma de 3.45, para cada particula,

Zf T dt =§:A(m{z}i), (3.55)
1=1

i:l

y si se satisface la condicién anterior — resultante de las fuerzas externas
igual a cero — tenemos

ZnA(miZi) = i [(miDs) 2 — (miTs) 4]
iz 1= 1
= Zn: (m{z?i)z———zn: (m;iv;),
1=1 i=1
= Ai (miv;)
i=1

=0
O sea
n

Z (m;v;) = constante, (3.56)

i=1

que es el principio de conservacidn de la cantidad de movimiento.

3.15 Un experimento de cantidad de movimiento., Consideremos un
modelo simple, dos masas, inicialmente en reposo, sobre una superficie
lisa. Un resorte de poco peso une a las dos particulas de manera que se
mueven una hacia la otra con velocidades apreciables cuando se les deja
en libertad. Se podrian formular dos preguntas: 1) ;qué puede decirse
acerca de la velocidad y desplazameinto de m; y m, cuando se conoce la
masa de cada una? 2) Si se miden los desplazamientos, ¢se puede de-
terminar una de las masas si se conoce la otra?

Para cada masa se dibuja el diagrama de cuerpo libre (Figs. 3.40b

y¢).
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N, Ng

() (0
Fig. 3.40

Si se escribe la componente x de la ecuacién de impulso y cantidad
de movimiento, a partir de la figura 3.40b, se tiene

[ Fadt = my(1,—0). (357)

Similarmente, para la segunda masa tenemos
fmr«z dt = my (5, —0). (3.58)

Debido a que las fuerzas en cada extremo del resorte son las mismas, la
suma de las ecuaciones 3.57 y 3.58 dard una simple relacién entre las
velocidades y las masas,

m132'1 = _“mzﬁ-c'g. (3.59)

Si deseamos relacionar las masas con los desplazamientos debemos escri-
bir la ecuacién 3.59 en la forma

dx dxg y
my d_t1 = =12 —L?t— . (3590)

Se puede multiplicar esta ecuacién por dt e integrarse para dar la
siguiente relacién que contiene directamente los desplazamientos:

MaXy = ~—MaXy (3.60)

Por lo tanto, los valores absolutos de los desplazamientos son inver-
samente proporcionales a las masas respectivas,

L
lva] — my

(3.60qa)
Si la distancia inicial total entre los dos objetos es d, entonces

!x1| + !xel =d. (361)
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Si se conocen las dos masas, se pueden usar las ecuaciones 3.60a y
3.61 para hallar la distancia que recorre cada particula hasta el momen-
to en que chocan, La sustitucién da

72 o] + |xa] = d.
my

Esto es

_ d
bl = T3 G
y ., (3.62)
bl = T )

Como otra aplicacién Gtil supongamos que se desea comparar la
masa de objetos desconocidos con alguna masa patrén, Facilmente pode-
mos medir la distancia recorrida por cada masa desde su posicién inicial
hasta el punto de impacto. Se supone que m; es la masa patrén; la
ecuacion 3.60q da

,xl
ms = };j ms. (3.63)

La ecuacién 3.63 proporciona un método para determinar la masa
de un objeto en términos de alguna masa patrén.

Ejemplo 3.24. Como se muestra en la figura 3.41 se colocan dos cufias en con-
tacto sobre un plano liso horizontal y después se sueltan. Determinar el des-
plazamiento de la cufia mas grande cuando W se ha desplazado hasta la base
de la mayor.

El sistema que consiste de W y nW, no tiene fuerzas externas que actden
sobre él, en la direccién x, asi que

me =0 (a)

M Unw + -M‘/:J?W = 0. . (b)
g g

La velocidad ‘absoluta de W en la direccién x es

O sea

Fig. 3.41
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Tw = Upwi + Ugh, ‘ (¢)

donde © = ui + uyjesla velomdad de W relativa a aW. Entonces la ecua-
cién b llega a ser

nW w
?vnW -+ "'(UnW -+ uz) = 0
o sea i
_ Uy dupw
W =TT A ()
Integrando, tenemos
o Uyt ___Wa»wb
T T+l T a1

Nétese que este resultado es independiente del tipo de la superficie de la cufia,
siempre que el movimiento relativo sea posible.

Ejemplo 3.25. Se dispara un proyectil desde un cafién montado en una plata-
forma que estd inicialmente en reposo, pere en libertad de rodar sin rozamiento
a lo largo de un carril horizontal. Si el proyectil sale con una velocidad u rela-
tiva al cafién, determinar la velocidad de retroceso de éste y el alcance del
proyectil. Ver la figura 3.42.

Puesto que no hay fuerzas externas que actien en la direccién #, tenemos
E myk; = 0. (a)
i

My, + mip = 0. (b)

Se puede determinar la velocidad absoluta 7, de la bala mediante una ecua-
c¢ién de movimiento relativo.

Sustituyendo se tiene

r::ﬁ—}»?)mvci—ku(couﬁ»;« senaj) = Tp. (¢)

De esta ecuacién, #p = v, + u cos @. La sustitucién de %, en la ecuacién b da

m
Ve = — 5 .
¢ M ucose (d)
Entonces Ia velocidad del proyectil llega a ser
_ Moy - ’
Up == U COS @ é/ T 1 b usen e ] (e)

\M + m)

Fig. 3.42
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b4

_ m(m + 2M) ;}%’
o = u 1P cov | (n

Fl 4ngulo al que sale el proyectil del cafién es
) M+ m
B = arc tang (2{5§ = arc tang Lhm tang a) . {(z)
‘Xp 7 = M

Bl tiempo necesario pare gue el pro W?f alcance su altura maxima se pue-
de determinar por el in movimiento.

f Fydt = Apy. ()

Denotando este tiempo por ¢ y sustituyendo en la ecuacién h, se tiene

—mgty = 0 — mu sen «

usen a .
by = ——. (2)
: 1 2 ‘

Por simetria, el tiempo que permanece el proyectil en el aire es

2u sen
2t1 = cusiia .

Debido a que en la direccién x no hay fuerzas que actlen sobre el proyectil
durante el tiempo que permanece en el aire, la cantidad de movimiento inicial
en esta direccién se conserva, 0 sea

wadt: Ape = 0

Entonces el alcance es
. My? 2 (;
x = xp(Qt:;) = WS&D L8 : ‘ \_7)

3.16 Choque. El fenémeno de colisién entre dos cuerpos donde existen
fuuzas actlvas y reactivas de magnitudes muy g‘mnuc@ durante un ‘inter-

Fig. 3.43
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velocidades y de sus propiedades elasticas. La comprobacién experimen-
tal de las fuerzas de choque es relativamente dificil de obtener por lz
razoén del tiempo extremadamente corto durante el cual actdan las fuer
zas de contacto.

Chogque directo. Examinaremos el choque directo de dos particulas
con masas m; y m,. Se supone que se mueven a lo largo del eje x de ur
sistema de coordenadas con velocidades iniciales 7y y e Si 3, > 7, las
dos particulas chocaran (Fig. 3.43). El choque consistira de dos fases:

1. La fase de compresidn existe durante el intervale entre el contac-
to inicial (#) y la deformacién méxima. En el instante de méaxima de-
formacién (#,) las dos particulas viajan con la misma velocidad 7.

2. La fase de restitucidn principia en el instante de maxima defor-
macién (f,) y continta hasta que las particulas finalmente se separan
(tz). Durante la restitucién las fuerzas en el interior de las particulas
actian para restablecerlas a su forma original.

Si se pudieran determinar las fuerzas de choque entre dos particulas
como una funcién del tiempo, el diagrama fuerza-tiempo del choque
podria ser como el de la figura 3.44. En general el impulso durante
la compresién no sera igual al impulso durante la restitucién a causa de
las pérdidas de energia.

Indicaremos las velocidades finales por 7, y ©.’ y las expresaremos
como funciones de las velocidades iniciales 7y y . Primeramente consi-
deremos la fase de compresién y escribiremos la ecuacién de impulso y
cantidad de movimiento para cada particula. Para m,, tenemos

Fase de compresi6n

Fase de
restitucion

t i

{(a) (b)

Fig. 3.44
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T, = —f" Fdt = mi(5—7,) (3.64)
fo
¥y para Mg
[
To= | Fdt =m(7—7), (3.65)

too

donde I, se llama impulso de compresién y es el 4rea bajo la porcion
izquierda de la curva en la figura 3.44. Para la fase de restitucion las
ecuaciones de impulso y cantidad de movimiento son

T — ("Fdt = m(ar—0), (3.66)

1
- 2. - _
Iz = Fdt = my(3 —79), (3.67)
&

donde T es el impulso de restitucién. Los experimentos indican que Io
e I estin relacionados por una constante ¢, llamada coeficiente de resti-
tucién, e es una medida de la cantidad de energia que se dispone de la
compresién para separar (restituir) los dos objetos. Entonces el impulso
de restitucién es alguna fraccién del impulso de compresién.

Te = el (3.68)

Sustituyendo el segundo miembro de las ecuaciones 3.64 y 3.66 en la
ecuacién 3.68 y dividiendo entre m,, tenemos

(5 —73) = e(5—7). (3.69)

Sustituyendo el segundo miembro de las ecuaciones 3.65 y 3.67 en la
ecuacién 3.68 y dividiendo entre m,, obtenemos

(0 —3) = ¢(D—Ta). (3.70)
Restando la ecuacién 3.70 de la ecuacién 3.69, hallamos
51’—‘5-2' = ———e(?}x—’ﬁg) (3.71)

La ecuacién 3.71 muestra que la velocidad de rebote relativa es
opuesta a la velocidad de incidencia relativa, mientras que sus magnitu-
des estdn relacionadas por el coeficiente de restitucién. La cantidad e
es una medida de la elasticidad de las particulas y es un nimero sin
dimensiones que toma valores entre cero y uno. Los valores de ¢ son ra-
zonablemente constantes sobre un intervalo limitado de velocidades de
choque, pero se debe tener cuidado al utilizar los valores tabulados de e.
En seguida, se dan algunos valores particulares:®

5 Higdon y Stiles, Engineering Mechanics—Volumen II, Dynamics, Segun-
da edicién, Prentice-Hall, 1953, pig. 509.
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Vidrio sobre vidrio 0.93-0.95
Marfil sobre marfil 0.88-0.89
Acero sobre acero 0.50-0.80
Plomo sobre plomo 0.12-0.18
Hierro sobre plomo 0.11-0.15
Corcho sobre corcho 0.50-0.60
Arcilla sobre arcilla (htmeda) 0

Donde exista un choque “perfectamente eldstico”, ¢ tiene el valor de
1.0 y las velocidades de incidencia y rebote serdn de igual magnitud.
Para un choque “perfectamente pléstico”, ¢ tiene el valor 0 y las dos
particulas permaneceran en contacto, o sea 7y = Ty

Puesto que no hay fuerzas externas actuando durante Ja colisién, se
cumple la ley de la conservacién de la cantidad de movimiento. Esto es,
la cantidad de movimiento antes del choque serd igual a la cantidad de
movimiento después del mismo.

MOy + M0y = maoy + myTa. (3.72)
Las ecuaciones 3.71 y 3.72 se pueden resolver como simultdneas para

la obtencién de las velocidades 7," y ./ en funcién de las masas y de las
velocidades iniciales.

Pérdida de energia durante el choque. Si comparamos las energias
cinéticas asociadas con las velocidades inicial y final encontraremos que

la energia final serd, en el caso general, un poco menor. ¢Qué le sucede
al resto de la energia?:

1. Parte de la energia se disipa en calor por la deformacién e histé-
resis.

2. Parte de la energia se disipa en sonido y vibraciones elasticas de
alta frecuencia.

Para cualquier sistema, la energia antes de un proceso es igual a la
energia después del proceso (si todas las energias se toman en cuenta).

1 myv,® + L Mavs? = —1-—m2?/1'2 + 1 m.0,? + AE. (8.73)
2 2 2 2
El término AE se puede llamar “pérdida de energia” (es un ntmero po-
sitivo) aunque realmente no se pierde, sino mis bien es la cant lad de
energia mecanica que se convierte en otras formas de energia tal como
se mencioné anteriormente. Si se tienen calculadas las velocidades fina-
les, se puede utilizar la ecuacién 3.73 para determinar esta “energia
perdida”.
Se puede demostrar que la sustitucién de los valores de o,/ y 7
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(obtenidas de las ecuaciones 3.71 y 3.72) en la ecuacién 3.73 da, para
la “energia perdida”,

1 1
AE = 5 My + 0 Mavy®

._.._........_A_l..__.__...w

T 2(my + ma)

Cuando ¢ es igual a uno, la ecuacién 3.74 se reduce a cero, la coli-

si6n es perfectamente elastica y no hay pérdida de energia. Cuando ¢ es

igual a cero, la colisién es perfectamente pléstica y si se obff,erv?, la ecua-
cién 3.74, se ve que hay una pérdida maxima de energia cinética.

[mymae® (01— 05)? + (mavy + mevz)?] (3.74)

Choque\ oblicuo. El caso que se ha discutido fue de choque directo.
Las ecuaciones 3.71 y 3.74 se aplican solamente a las componentes de la
velocidad a lo largo de la linea de choque. En el caso de choql‘le obli-
cuo, si se toma el eje x como la linea de choque, tenemos

.56'1,— J.C"z’ = —“e(jfl’*‘.?‘Cz). (375)

Si las particulas son lisas, no hay fuerzas que actien en la direc-
cién y durante el choque. Por lo tanto, las ecuaciones de impulso y can-
tidad de movimiento para la direccién y, llegan a ser

O:ml(yllﬂ—'yl)’ (3 76)
0= ma(ys" — 32).

En consecuencia, las componentes de la velocidad perpendiculares a
la linea de choque no cambiarin y

9 =y, (3.77)
yo' = P
Durante el choque oblicuo cambian las velocidades en la direccién x

y permanecen constantes en la direccién y.

Y,

Chogque directo Chogue oblicuo
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Ejemplo 3.26. Dos bolas idénticas se mueven sobre un plano horizontal (bolas
de billar sobre la mesa) y se produce un choque. Determinar las velocidades
después de la colisién, suponiendo que las velocidades iniciales y el coeficiente
de restitucién son conocidos para este problema. Una de las bolas se estd mo-
viendo hacia la izquierda con una velocidad de 4 m/seg, mientras que la otra
impulsada por el taco, se estd moviendo con una velocidad de 10 m/seg en la
direccién que se ve en la figura 3.46. Se supone que para estas condiciones
¢ = 0.8. Resolver el problema para las siguientes situaciones: ¢} cuando la
linea de choque esti en la direccién de movimiento de la primera bola y
b) cuando la linea de choque es perpendicular a la direccién de movimiento
de la primera bola.

Parte a: De la conservacién de la cantidad de movimiento en la direccién x,

m.?;,';_ -+ mﬁi'g = mx.'l' -+ mﬁz'gl. (@)
De la componente x de la ecuacién 3.71,
.‘21’—‘—.*2' = ""-e(x]_‘*—‘jcz). (b)

Sustituyendo en la ecuacién a para las componentes iniciales y dividiendo en-
tre m, se tiene

+ 6+ (—4) =%+ x. (¢)
La ecuacién b da
& i = —0.8[6 — (—4)]. (d)
Resolviendo simultdneamente, obtenemos
* = —3m/seg
%’ = +5m/seg.

Si se desprecia el rozamiento, las componente en y de la velocidad no cam-
bian; por tanto

9 =1 = 8m/seg
92" = 92 = Om/seg.

@ € m/seg
@ Linea de {

impacto
10 m/seg

Fig, 3.46
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Fig. 3.47

Entonces las velocidades finales son

7y = — 31 + 8jm/seg
b4 - -
0,’ = 51 m/seg.
Las dos bolas se mueven como se indica en la figura 3.47.
Parte b: La ecuacién de conservacién de la cantidad de movimiento da

my + my =mp, + mys. (e)
La ecuacién del choque da
W — 3 = —e(y1— 32). (f)
En la direccién x las velocidades no cambian; por lo tanto
% =i
Y
.?.Czl == 3.‘.'2.

Resolviendo estas ecuaciones, se tiene

7" = 0.8 m/seg,

Y-

Fig. 3.48
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3 = 7.2 m/seg,
#/ = 6m/seg,
&y = —4 m/seg.

El movimiento después del choque se ilustra en la figura 3.48 y las velocida-
des finales son

7y = 61 + 0.87m/seg,

7, = —4%1 + 7.27 m/seg.
Ejemplo 3.27. Desde una altura k se deja caer un objeto de masa m sobre
una superficie rigida. Encontrar una expresién para el coeficiente de restitu-
cién en términos de A y el tiempo necesario para un ntmero infinito de rebo-

tes. Ver la figura 3.49.
La aplicacién de la ecuacién 3.71

vy vy = —e(v;—vg), (a)

y la ecuacién de trabajo y energia dan

[2gh']" = (—e){—[2ghI"}

.= [_H’ (b)

El tiempo necesario para que el objeto caiga a una distancia h se puede deter-
minar del impulso y cantidad de movimiento. La aplicacién de

f F,dt = Apy

O sea

da
—mgly = —m[2gh]"

th = %L:[%h]’ (e)

El tiempo para que suba la altura &’ es

[2gh']" [w:lw
Iy —= =—= ——— = | —— . d
;. p p (d)

o L
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El tiempo total para un rebote es

on [211']1/2 [Qh“% [2he2]‘/z [Zh]”z
o= +|=| == +|==| =|=]| (1
e [ g] g g_] g g) 1T

(e)

haciendo uso de la ecuacién b.
El tiempo para el siguiente rebote completo desde la altura A’ serd

20 | 2h I
[g] “““H ¢(l+e).

El tiempo total para todo el fenémeno es

AatiA
T:[-Qgﬁ] (I4+e)(l+e+e+...)

2162

Cuando se resuelve para e la dltima ecuacién se obtiene el resultado deseado
y que es

O sea

, _ Tlg/2h"—1
~ Tlg/2h" + 1

Ejemplo 3.28. Desde una distancia & se deja caer una masa m sobre una
masa M que estd sostenida por un resorte de constante k. Si se observa que M
se desplaza verticalmente una distancia §, determinar el coeficiente de resti-
tucién para estos dos objetos y la altura a que rebotard m. Ver la figura 3.50.

La velocidad de m, precisamente, antes del choque es [2gh]*2. Durante el
choque, M no se mueve, de manera que podemos utilizar la conservacién de la
cantidad de movimiento lineal. Debido a que la fuerza externa resuliante es
cero, esta ecuacién y la ecuacién 3.71 son

m' + My —m(—[2gh]"*) =0, (a)
Vm— 'y = —e(—{2gh]"). (8)

Resolviendo simultdneamente, se tiene

 on

Fig. 3.50 x

e
]
pnn =
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, Me —m
Vi = 3 280" ; - (o)
y
, —m{l +€) o ,u
vu = TRL) g, (d)

Aplicando a M la conservacién de eneigia

1 1
T + V=E=‘§‘Mv'}v2l+—2'k8e52=

s [ 2o + poat @

donde §,, = Mg/k. Otra sustitucién darfa por resultado

1 . m(l + e) 2 _1_ 2
0-—Mgd + Ek(s + 8es)? = Mgh [m] + 5 kes

e = 3[1 + _nM;] [—27%,;]""— 1. ()

Si se aplica la conservacién de energia a m después del choque se obtiene
1a altura h’ del rebote; el lector puede demostrar que es

8 (Mgk\': 2
w=hlm(2) 1] &

y finalmente
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PROBLEMAS

3.1. Se utiliza una griia para levantar las cajas 4, B y C. Si el cable puede
soportar una fuerza de 1500 kg sin romperse, determinar la aceleracién hacia
arriba que hard que el cable se rompa.

A =100 kg,
B =500 kg,
C =400 kg.

Fig. P-3.1

3.2, Un automévil que pesa 1200 kg puede acelerar uniformemente de 15 a
45 Km/h en 4 seg. Despreciando la resistencia a la rodadura y al viento, ;cuil
debera ser la “fuerza de traccién” entre las ruedas y el suelo?

3.3. Como se puede ver, una carga pende de un montacargas. Determinar el
angulo # que forma el cable que soporta la carga con la vertical, cuando el
montacargas se mueve con una aceleracién de a m/seg? hacia la derecha.

Fig. P-3.3

3.4. Como se puede ver, dos cufias descansan sobre un plano horizontal liso,
existiendo un tope para la cufia mayor. Determinar la fuerza que ejerce el tope
cuando la cufia menor se mueve:
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a) Si las superficies de la cuflas son lisas.
b) Si el coeficiente de rozamiento entre las cufias es 4.

3.5, Un peso de 2 kg estd suspendido por una cuerda de 1.2 m de longitud.
Se le da un golpe y adquiere una velocidad horizontal de 6 m/seg. Hallar la
tensién en la cuerda inmediatamente después del golpe.

3.6. Cuando un aeroplano sale de picada su rapidez es de 300 m/seg y el radio
de la trayectoria es de 600 m. Hallar la fuerza que el piloto ejerce sobre el
respaldo del asiento cuando el aeroplano estd en la posicién horizontal.

/600 m de radio
\\
N
N
N
-
\\\\\\:\ 300 m/seg
Fig. P-3.6 Fig. P-3.7

3.7. Hallar la aceleracién del bloque de 50 kg, si el coeficiente de rozamiento
es 0.6 y P es de 40 kg y forma un 4ngulo de 30° con la horizontal,

3.8. Una pequefia bola se deja caer en un recipiente hemisférico hueco y liso
de radio interior R, que estd girando alrededor de un eje vertical con veloci-
dad angular constante o rad/seg. Finalmente, la bola quedard en reposo en el
interior del recipiente. Determinar el angulo § que define esta posicién de
equilibrio en relacién con el recipiente.

3.9. Durante el movimiento acelerado la bola de 5 kg forma un 4ngulo cons-
tante §. Las masas de la polea y del bloque 4 que desliza, as{ como todas las
fuerzas de rozamiento se desprecian. Determinar:

a) El angulo 4.
b) La tensién en la cuerda que une a 4 con el peso de 15 kg.
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Fig. P-3.9
Fig. P-3.8

3.10. Una balanza esti perfectamente nivelada en el interior de un elevador
cuando éste estd en reposo. Determinar lo que le sucede a la balanza si el ele-
vador adquiere una aceleracién:

a) Hacia arriba.
b) Hacia abajo.

Fig. P-3.10 Fig. P-3.11 /™

3.11. Una pequefia esfera de peso W estd atada a una cuerda O4 de longi-
tud [ y gira en una trayectoria circular horizontal con velocidad uniforme o.
Determinar la fuerza de tensién T en la cuérda en términos de las cantidades
dadas.

3.12, Dos bloques 4 v B se deslizan hacia abajo del plano inclinado CD que
forma un 4ngulo ¢ = 30° con la horizontal, bajo la accién de la fuerza de
gravedad. Si los pesos de los bloques son W, == 5 kg y Wy = 10 kg v los
coeficientes de rozamiento cinético entre ellos y el plano inclinado son u, =

0.15 y ug = 0.30, hallar la fuerza P que existe entre los bloques durante el
movimiento.
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Fig. P-3.12 ’ Fig. P-3.13

3.13. Una cadena de n eslabones se acomoda sin apretar sobre un tambor de
radio 7. El tambor gira a una velocidad angular wk. Entre el tambor y la ca-
dena existe suficiente contacto de manera que la cadena no se mueve en rela-
cién con el tambor, pero todas las fuerzas de contacto normales pueden des-
preciarse. Si la cadena pesa y kg por unidad de longitud, hallar la tensién en
la cadena.

3.14. Un cable de longitud L y peso p kg por unidad de longitud se hace
girar alrededor de un eje vertical con velocidad angular . Hallar el alarga-
miento del cable si o es lo suficientemente grande para que el cable esté préxi-
mo a la posicién horizontal. La constante de resorte del cable es AE/L kg por
unidad de longitud, donde 4 es el 4rea de la seccién transversal del cable y
E el médulo de elasticidad. Resuélvase aislando un elemento infinitesimal del
cable.

3.15. Determinar la aceleracién de las dos cufias m y M si todas las superfi-
cies son lisas.

Fig. P-3.15

3.16. Hallar la rapidez minima en m/seg de una motocicleta que se mueve
sobre la superficie interior de un cilindro que tiene su eje vertical y un radio
de 28 m; el coeficiente de rozamiento es 0.25. Se supone que el peso del ve-
hiculo y el motociclista es de 250 kg.
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56 m

Fig. P-3.16 Fig. P-3.17

3.17. Un hombre y una motocicleta juntos pesan 325 kg y toman una curva
en un plano de 30° con la horizontal. El radio de la curva peraltada es de
75 m y la rapidez es de 108 km/h. ¢Qué angulo @ debe formar el motociclista
con la vertical?

3.18. Un bloque pequefio que pesa 25 kg descansa sobre un bastidor que gira
alrededor de un eje vertical con una velocidad angular de 60 rpm. El resorte
tiene una constante de 4 kg/cm. La fuerza en el resorte es igual a kx, donde &
es la constante y # es el alargamiento o comptesién del resorte. El coeficiente
de rozamiento entre el bloque y el bastidor se supone que es despreciable. De-
terminar el alargamiento del resorte. Cuando el resorte no estd alargado su
longitud es de 60 cm.

wn—p |

[

Fig. P-3.18

3.19. Una particula se mueve bajo la accién de una fuerza F = Fi. La masa
de la particula varia de acuerdo con la ecuacibn m = m/[l — v2/c?],
donde mp es la masa en reposo y ¢ es la velocidad de la luz. Si la particula
parte del origen en ¢t = 0 con velocidad cero, hallar la velocidad y el despla-
zamiento de m como una funcién del tiempo. Comparar los resultados con el
caso en que m es constante.

3.20. Un foco cuelga del techo de un trailer que esti acelerando a razén de
1.20 m/seg?. Hallar el dngulo que forma el cable con la vertical. El foco pesa
225 g.

%
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3.21. Para comprobar el radio de una curva de ferrocarril, se observa que un
peso de 9.1 kg produce un efecto de 9.45 kg sobre un dinamémetro suspendido
del techo de la locomotora que describe la curva a 17.8 m/seg. ¢Cual es el
radio de la curva? .

3.22. Un péndulo se sostiene en reposo en la posicién que se muestra median-
te la cuerda horizontal. Si repentinamente se corta la cuerda, ¢por qué factor
quedard momentineamente reducida la tensién original en el alambre OA4?

Fig. P-3.22 Fig. P-3.23

3.23. Un cable de longitud L tiene atada una masa m en um extremo y una
masa M en el otro. El cable pasa por un tubo de vidrio liso. La masa m se
hace girar alrededor del eje vertical del tubo, de tal manera que M permanece
a una distancia b por debajo de la parte superior del mismo. Determinar la ve-
locidad angular necesaria y el angulo § resultante. M > m.

3.24. Una particula de masa m se mueve en un canal cilindrico, partiendo del
reposo en § = 0°. Hallar la fuerza normal sobre la particula como una fun-
cién de §.

Fig. P-3.24

3.25. Una esfera sumamente pequefia est4 atada a una cuerda de 50 cm y gira
con el cono. Hallar la rapidez de la rotacién que haga que la esferita se sepa-
re justamente del cono.
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@

Fig. P-3.25

3.26. Un brazo gira alrededor de un eje que pasa por O. Si la rapidez es me-
nor de 1800 rpm, el bloque rectangular de 500 g tomara la posicién mostrada.
Si la rapidez es mayor de 1800 rpm, el bloque tomaré la posicién mostrada por
la linea punteada. Hallar la constante del resorte k.

s 2.5cm

2.5cm

Il<
s e
- ‘), [ Thammaamwi

Fig. P-3.26

3.27. El bloque pequefio situado sobre la mesa giratoria pesa 1 kg y estd a
60 cm del centro. La mesa giratoria tiene una aceleracién angular de 1 rad/
seg®. El coeficiente de rozamiento es 0.45. Determinar la velocidad angular
para que el bloque comience a deslizar.

8 A@ A

—
v
’/4
90%cem ' 60cm
Fig. P-3.27 Fig. P-3.38

3.28. Las esferas A y B pesan 5 y 20 kg, respectivamente. Estas esferan estan
colocadas sobre una mesa giratoria, unida por una cuerda elastica, que hace
que se apoyen sobre los topes S, y 5. Cuando la mesa estd en reposo la ten-
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sién en la cuerda es de 15 kg. ¢Cuales seran las fuerzas entre las esferas y los
topes cuando la mesa se hace girar a 20 rpm alrededor de la vertical?

3.29. Un cuerpo de peso W kg descansa sobre un plano inclinado en la forma
" que se muestra. El coeficiente de rozamiento estitico entre el cuerpo y el pla-
no es y. ¢Cul es la mixima aceleracién horizontal que puede tener hacia la
izquierda todo el sistema, sin que se mueva el cuerpo sobre el plano?

(0) (o)
Fig. P-3.29

3.30. ;Qué contrapeso W mantendri la maquina de Corliss en la posicién que
se ve a una rapidez de rotacién n = 120 rpm? Cada esfera pesa 16.1 lb. Des-
préciese el peso de los otros miembros.

1 pulg

6 puig

=

Fig. P-3.30

3.31. Hallar la aceleracién de 4 y B en el sistema de poleas que se muestra.
A y B tienen el mismo peso W y se puede despreciar la masa de las poleas.
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Fig. P-3.31 Fig. P-3.32
3.32. - Despreciando el rozamiento, la inercia y el peso de las dos poleas, hallar
la aceleracién del peso @, suponer que Q = nP, donde n es un pardmetro.

3.33. Despreciando las masas de todas las poleas, hallar la aceleracién del
peso W.

Fig. P-3.33 Fig. P-3.34

3.34. A pesa 50 kg, B pesa 150 kg y el coeficiente de rozamiento para 4 y B
es 13 y para B y el piso es Y/5. Habri un conjunto de valores de P para el que
no hay movimiento relativo entre 4 y B. ;Cull es el limite superior de P?
¢Cual es la reaccién de B sobre 4 para este limite superior?
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3.35. Este aparato se utiliza para comprimir aire. La manivela gira a.150 rpm
en el sentido de las manecillas del reloj. La carrera es de 45-cm. El émbolo
pesa 40 kg y tiene 25 cm de didmetro. La varilla del émbolo pesa 20 kg. De-
terminar la fuerza del pasador de la manivela sobre el sistema del émbolo
cuando x = 7.5 cm, la presién del aire es de 4 kg/cm? en ese instante.

Fig. P-3.35

3.36. En el sistema que se ve, todas las superficies son lisas. Hallar la acele-
racién de la masa M. A partir de esta expresién hallar la relacién entre los
parametros tal que la aceleracién de M sea cero.

Fig. P-3.36

3.37. Un cuerpo cae al suelo desde una altura h. Suponiendo que la fuerza
de gravedad sea inversamente proporcional al cuadrado de la distancia desde
el centro de la Tierra, hallar el tiempo T en segundos que transcurrird para
que llegue a la superficie terrestre y la velocidad V en el instante en que
choca con ella. Despreciar el efecto de la resistencia del aire. El radio de la
Tierra es R. Si k = R, comparar T con el tiempo de la caida libre de una
particula bajo la accién de una fuerza constante mg.

3.38. Un cuerpo que pesa 22.5 kg se lanza verticalmente hacia arriba con una
velocidad de 20k m/seg. La resistencia del aire es —0.015 vk kg, donde v es
la velocidad del cuerpo en metros por segundo. ¢En cudnto tiempo alcanzard
el cuerpo su posicién més alta?

3.39. Un cuerpo que pesa Q kg se lanza hacia arriba con una velocidad ini-
cial vo m/seg. El aire ofrece una resistencia igual a fv? kg, donde v es la velo-
cidad del cuerpo en metros por segundo. ;Cuéntos segundos T se movera el
cuerpo hacia arriba? ¢Qué altura H alcanzara?
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3.40. Una particula se mueve bajo la accién de la fuerza de gravedad _—mgz
y una fuerza resistiva —mk7. Si las condiciones iniciales son v = %, 7 = 0
para t = 0, demostrar que la velocidad limite es —(g/k)k y que

)
k

3.41. El brazo ranurado OB lleva, en el plano horizontal, el pequefio pasa-
dor A cuya posicién estad determinada por la rotacién del brazo alrededor de
la leva fija. OB gira en sentido contrario a las manecillas del reloj con una

7=

(1 — o—Ht) __-gk—t% + £ (1—emE

velocidad angular ¢ y una aceleracién angular ¢. Hallar la fuerza de OB sobre
el pasador y la fuerza del pasador sobre la leva como funciones de 4. El pa-
sador A tiene un. masa m.

Fig. P-3.41

3.42. Una particula de masa m se mueve, bajo la accién de una fuerza cen-
tral F, sobre una trayectoria cuya ecuacién es 12 = a cos 2 ¢, que es un lem-
niscato. r es la distancia desde el centro de atraccién y @ una constante. Inicial-
mente r = 7o y la velocidad vo estd dirigida a un 4ngulo ¢ del radio vector
entre el punto y el centro de atraccién. Hallar la fuerza F como una fun-
cién de r.

3.43. Una particula P de masa m se mueve alrededor de un punto fijo O bajo
la accién de una fuerza central F que depende solamente de la distancia
OP = r. La velocidad del punto es v =a/r, donde a es una constante. Hallar
la fuerza F y la trayectoria del movimiento de la particula.

3.44. Una particula de masa m que tiene una carga eléctrica negativa —e, entra
a un campo electrostatico uniforme de intensidad E con una velocidad ze nor-
mal a la direccién del campo. Hallar la trayectoria de la particula en el cam-
po, cuando se halla bajo la accién de una fuerza F = —c¢E opuesta a la
direccién del campo. Despréciese la accién de la gravedad.

3.45. Una particula de masa m que tiene una carga eléctrica negativa —e, entra
en un campo magnético de intensidad H con una velocidad vei. Hallar la tra-
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yectoria del movimiento de la particula después de que entra en el campo si

la fuerza que acta sobre ella es F = —(e/c)? X Hk, donde ¢ es la veloci-
dad de la luz. Despréciese la accién de la gravedad.

3.46. Un anillo se desliza sobre una varilla lisa de longitud I. La varilla gira
alrededor de un extremo en un plano horizontal con rapidez angular constan-
te 0. En ¢ = 0, el anillo estd a una distancia 7, del centro de rotacién y su
velocidad relativa v es cero. Hallar el tiempo ¢ en que el anillo saldrd de la
varilla.

3.47. El tubo AB gira alrededor de un eje vertical CD con una velovidad an-
gular constante . En ¢ = 0, una particula de masa m estd a una distancia a
de O y tiene velocidad relativa cero. Despreciando el rozamiento, hallar el
movimiento de m.

Fig. P-3.47 Fig. P-3.48

3.48. Como se puede ver, una cufia de masa m descansa sobre una masa M.
Un resorte de constante k sostiene la cufia M y no estd alargado cuando se
suelta m desde el reposo en la parte superior de M. Hallar la fuerza del resor-
te y la posicién de m como funciones del tiempo. Hallar también la relacién
entre los pardmetros de manera que m no abandone la superficie de M. Todas
las superficies son lisas.

3.49. Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba con una velocidad
voj. Demostrar que cuando regresa a la Tierra la desviacién hacia el oeste es

4 wve® cos ¢
z=— e,

3 g
donde ¢ es la latitud. Partir de la ecuacién 3.13, despreciando los términos
que contienen »? comparados con los términos que contienen . En particular,
nétese que el tiempo de ascenso es vo/g. Obsérvese que la velocidad hacia el
oeste alcanza su valor méximo en la parte superior del vuelo. Si vy = 400
m/seg, hallar z en un punto de proyeccién sobre el ecuador.
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3.50. Se supone que se dispara un proyectil con velocidad inicial %o, Z9, 70 = 0
desde el origen de un sistema de coordenadas fijo a la Tierra. Demostrar que
la trayectoria de la particula tiene la representacién compleja

U = (Upt)e+ilutsens +v),

donde U = x + iz, ¢ es la latitud y la velocidad inicial tiene la forma com-
pleja Uge®. Despréciense los términos que contienen § que son pequefios
comprados con los términos que contienen % y 2. En el momento apropiado
utilizar una serie para ¢*****? y despreciar los términos que contienen 2.

3.51. Un peso estd oscilando en el plano vertical y est4 unido por una cuer-
da a O. La rapidez en el punto més bajo es de 40 m/seg. ;Cu4l es la rapidez
en la parte superior 7°?

V. 1; ™. Trayectoria
|
/ | N
|
|

T — 7
B 40 m/seg
Fig. P-3.51 : Fig. P-3.52

3.52. Una particula de masa m estid atada a una cuerda de longitud R y se
suelta desde el reposo en la posicién que se muestra. Hallar la tensién en la
cuerda en el punto mas bajo de su trayectoria.

3.53. Una cuenta esti ensartada en un alambre delgado y rigido y puede des-
lizar sin rozamiento. El alambre tiene la forma de la pardbola y = 2x2 en el
plano vertical. La cuenta inicia su movimiento sin velocidad inicial en la po-
sicibn x = 1 m, y = 2 m. Calcular la rapidez de la cuenta cuando pasa por
el punto x = 0, y = 0 de la paribola.
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y

Fig. P-3.53

3.54. Un pequefio bloque parte desde el reposo en el punto 4 y desliza hacia
abajo del plano inclinado AB, como se muestra en la figura. ;Qué distancia s
recorrerd a lo largo del plano horizontal BC antes de llegar al reposo? El
coeficiente de rozamiento cinético entre el bloque y cualquier plano es =
0.3. Supdngase que la velocidad con que se inicia su movimiento a lo largo
de BC es la misma velocidad que alcanzé al deslizar de 4 a B.

A

20 m

T 1

Fig. P-3.54

3.55. Un cuerpo que pesa 40 kg se lanza a lo largo de un plano horizontal
rugoso con una velocidad de 3 m/seg. Llega al reposo después de recorrer una
distancia de 4 m. Hallar el coeficiente de rozamiento cinético.

3.56. Una bala que pesa 45 g se mueve horizontalmente a 1200 m/seg y atra-
viesa una pared de madera saliendo con una velocidad de 600 m/seg. Si la

resistencia media de la madera a la penetracién es de 5000 kg, ¢qué espesor
tiene la pared?

3.57. Un trineo y su tripulacién pesan en total 440 kg. Si bajan por un decli-
ve sinuoso sin detenerse y la resistencia combinada del aire v el rozamiento es
constante y de 21.3 kg, ¢qué rapidez final adquirirdn si el recorrido es de
1000 m de longitud y la diferencia de alturas entre la parte superior e infe-
rior es de 100 m?
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3.58. Una fuerza variable F se aplica en tal forma que hace desplazar a 4
5 cm de la posicién de equilibrio. Calcular el trabajo efectuado por F.

é

=
=
g k= 20 kg/m
g
?
A= 40 kg

te

Fig. P-3.58 Fig. P-3.59

3.59. Un paquete que pesa 25 kg se lanza hacia arriba de un plano inclinado
36.8° con una velocidad inicial de 15 m/seg. El coeficiente de rozamiento
cinético entre el plano y el paquete es 0.15.

a) Determinar la méxima distancia que recorrerd el paquete sobre el
plano.

b) Determinar el minimo coeficiente de rozamiento estitico para sostener
el paquete en esta posicién y determinar la velocidad con que pasara
por su posicién original si el coeficiente estitico es justamente menor
que el valor minimo.

3.60. Una bala que pesa 45 g se mueve horizontalmente a 1200 m/seg y atra-
viesa una barricada vertical de madera saliendo con una velocidad horizontal
de 600 m/seg. Si la resistencia media de la madera a la penetracién es de
2500 kg, ¢qué espesor tiene la barricada?

3.61. El sistema estaticamente inestable se suelta desde la posicién que se ve
en la figura P-3.61 ¢cuél sera el valor de A cuando el peso de 4.9 kg alcance la
posicién de equilibrio? También determinar la velocidad del peso de 4.9 kg en
la posicién de equilibrio y el valor de % cuando alcanza la posicién mas baja.

3.62. Una particula empieza a moverse en la parte superior de una superficie
hemisférica con una velocidad vo. ¢Dénde abandonard la superficie? ¢A qué
valor de vy dejard la superficie tan pronto como ésta empiece a moverse?
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3.63. Una particula de peso W rueda desde el reposo de la parte superior de
un paraboloide de revolucién. La superficie se genera por la rotacién de la
curva y = —x? alrededor del eje y. Hallar la fuerza normal ejercida sobre la
particula como una funcién de x. ;Qué valor de la velocidad inicial vo hari
que la particula abandone la superficie?

3.64. Las huellas dejadas por las cuatro ruedas de un automévil sobre una
carretera horizontal, al ser medidas por un oficial de policia resultan ser de
22 metros de longitud. El conductor del automévil asegura que no se excedi6
de la velocidad limite de 75 km/h antes de aplicar los frenos. Ademas, el
conductor solté6 los frenos antes de detenerse y observéd que continuaba a la
velocidad de 30 km/h después de dejar las marcas. De la experiencia de las
condiciones que prevalecen sobre una carretera, se sabe que el coeficiente de
rozamiento cinético cuando menos es de 0.8. Si el policia estuviera familiarizado
con las leyes de la mecénica, ¢llegaria a la conclusién de que el conductor era
culpable por exceso de velocidad?

3.65. Un peso de 15 kg comprime estiticamente un resorte 0.75 c¢m. Después
se coloca sobre el resorte un peso de 40 kg y se mantiene en reposo con una
deflexién de 12 cm. Determinar la altura sobre el resorte a que llegara el peso
de 40 kg, si se suelta desde el reposo en esta posicién.
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3.66. En la posicién que se ve, el bloque se pone en movimiento mediante la
fuerza constante de 35 kg. Determinar la velocidad del bloque después de que
se ha desplazado 60 cm a partir del reposo. Originalmente el resorte estaba
comprimido 30 cm de su longitud. Se supone que el coeficiente de rozamiento
entre el bloque y el suelo es 0.1, ¥ = 1.6 kg/m y el bloque pesa 100 kg.

IlOkgI

35 kg x

Fig. P-3.66 Fig. P-3.67

3.67. El resorte de médulo k = 2 kg/ cm estd comprimido por la placa, de
manera que la fuerza en el resorte es de 4 kg. El peso de 10 kg se deja caer
desde una altura de 4 cm por encima de la placa.

a) Determinar la fuerza en el resorte cuando la velocidad es méxima.
b) Determinar la fuerza en el resorte cuando el desplazamiento es
maximo.

3.68. Un resorte tiene una masa total m, una constante k¥ y una longitud [
cuando estando scbre un plano con su eje horizontal se suspende por un ex-
tremo. (Cudl es la deflexién estitica §,, y la energia potencial almacenada
en el resorte? Se supone que las espiras son uniformes; esto es, si el resorte se
comprime una cantidad §, el desplazamiento de un punto a una distancia x
del extremo fijo del resorte serd (x/0)8.

3.69. Un cuerpo que pesa 4900 kg se arrastra a lo largo de un plano horizon-
tal por una fuerza P, que varia uniformemente en la forma que se muestra.
Todas las fuerzas resistivas estin representadas por F, que también varia uni-
formemente. Si la velocidad inicial del cuerpo es de 1.57 m/seg, determinar
la velocidad méaxima del cuerpo durante un desplazamiento de 200 m y la po-
tencia desarrollada por el cuerpo en el punto de maxima velocidad.

Fig. P-3.69
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3.70. En un juego de canicas sobre una superficie plana ABCD que forma
con la horizontal el 4ngulo que se indica, debe lanzarse una canica desde 4 de
manera que pase por una abertura F de una pared y pegar en un punto H a
fin de hacer un blanco perfecto. Hallar la direccién y la velocidad de la canica
en el punto 4. Hallar la compresién necesaria en el resorte si la constante de
éste es igual a 12.5 kg/cm y la canica pesa 20 g. (El rozamiento a la rodadu-
ra se desprecia. Sen o = 0.518).

B G C
C
F D
N A
\\ o
\ A

#A Za—

24 cm

Fig. P-3.70

3.71. El paquete de 98 kg choca con el resorte con una velocidad de 8 m/seg.
Si la compresi6n inicial del resorte es de 10 cm, ;cuénto més se comprimira
€l resorte?

v= 8 m/seg

Fig. P-3.71
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3.72. Dos cuentas se deslizan sobre los alambres lisos CD y DE. Si el sistema
esta en reposo en la posicién que se ve, determinar la velocidad de A cuando
llega a D. El peso de 4 es 1.61 kg y el de B 5 kg; el resorte tiene un médulo
de 1 kg/m y una longitud de 14 cm cuando no estd alargado. La longitud de
la barra delgada AB es 30 cm y puede despreciarse su peso.

12 ¢cm 18 cm .
c T 4 ‘D
16 ¢cm @\\$

Ly

Fig. P-3.72

3.73. Una esfera de 1 kg, de peso especifico 0.3, se deja caer de una altura
de 20 m hasta un depésito que contiene agua. Se supone que no hay pérdidas
debido al choque o al rozamiento del flGido; determinar la maxima profun-
didad que alcanza la esfera.

3.74. Un palo de 3 m que pesa 1 kg y tiene peso especifico de 0.3, se sostie-
ne con su extremo inferior situado a una altura de 18 m sobre un depésito que
contiene agua. Hallar la méxima profundidad alcanzada por el extremo infe-
rior del palo cuando se deja caer desde el reposo. Se supone que no hay pér-
didas debidas al rozamiento o al choque y que el palo siempre permanece ver-
tical.

3.75. Se disefia un plano inclinado de acero para transportar cajas hasta una
plataforma de embarque desde una superficie horizontal situada a 5 m de
altura. Se da a las cajas una velocidad inicial de 1 m/seg hacia abajo del
plano. Las cajas deben deslizar en el plano.y después, a lo largo de la plata-
forma de embarque horizontal, se deben desplazar una distancia de 5 m hasta
el sitio en que se detienen. Si el coeficiente de rozamiento a lo largo del plano
y de la plantaforma es 0.30, ¢a qué 4ngulo con la horizontal se debe instalar
el plano?

Fig. P-3.75
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3.76. Un bloque de peso W desliza hacia abajo de un plano inclinado a un
4angulo o con una velocidad inicial vy y recorre una distancia s antes de llegar
al reposo. Determinar el coeficiente de rozamiento suponiendo que es constante
durante el tiempo que el bloque estd en movimiento.

3.77. El bloque de 30.6 kg desliza desde el reposo hacia abajo del plano in-
clinado y después sobre el plano horizontal hasta ser detenido por el resorte.
Si el resorte es comprimido 30.5 cm por el bloque, determinar el médulo del
resorte. El coeficiente de rozamiento para ambas superficies es y == 0.2,

Fig. P-3.77

3.78. Un automévil de peso W empieza a moverse a una altura ho sobxfe un
plano inclinado, al llegar a un segundo plano regresa al primero y se repite el
movimiento. Si la resistencia a la rodadura se toma constante € igual a 0.1/,
hallar la expresién para la altura k del punto més alto en que estard en repo-
so el automévil, después de haber pasado por el punto inferior # veces. Expre-
sar la respuesta en términos de n, Ao y las constantes del problema.

Se desprecia la
curvatura

Fig. P-3.78

3.79. Una pequefia bala de masa m y dimensiones despreciables se dispara con
un rifle en una direccién normal a una tabla. La bala sale del rifle con una
velocidad inicial de 800 m/seg, choca en la tabla y la atraviesa en 2 X 10™*
seg. Si la bala sale de la tabla con una velocidad de 732 m/seg, determinar el
espesor de la tabla. Se supune que la fuerza de oposicién a la penetracién es
constante.
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3.80. El bloque de 4.9 kg, desliza a lo largo del planc horizontal, debido a la
fuerza horizontal P, la fuerza varia con el tiempo de acuerdo con la gréfica.

El coeficiente de rozamiento cinético uy es igual a 1/3.22. Determinar la velo-
cidad en ¢ = 8.0 seg si v, = 5 m/seg en t = 0,

P(ke)

W=4.9 kg P

|
4 6 8 10 12 f(seg)

!
I
|
|
!
I
I
|
|
I
2

Fig. P-3.80

3.81. Un hombre de 75 kg est4 sentado en una canoa de 40 kg y dispara una
bala de rifle de 50 g horizontalmente y en direccién de la proa de la canoa.
Despreciando el rozamiento del agua, hallar la velocidad v con que se mover4
la canoa si la velocidad de la bala al salir del rifle es de 800 m/seg. )

3.82. Se dispara una bala de 60 g al centro de los tres bloques y los mueve
a la misma velocidad. Hallar la velocidad suponiendo que cada bloque pesa
60 g y la velocidad de la bala antes del choque es de 700 m/seg. Despréciese
el rozamiento de la superficie donde se hallan.

Fig. P-3.82

3.83. Una bala de 28 g se mueve a 1600 km/h, choca contra un bloque de
madera y penetra en é! 15 cm. El bloque de madera pesa 4.6 kg. ;Con qué
rapidez se movera el bloque inmediatamente después que la bala ha alcanzado
la penetracién maxima en é1? Despréciese el rozamiento de la superficie hori-
zontal sobre la que estd situado el bloque.

.
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3.84. Se dispara una bala con una velocidad de 350 m/seg y penetra en un
bloque de roble hasta una profundidad de 30 cm. Si la bala se hubiera dispa-
rado contra una tabla de la misma madera de 5 cm de espesor, hallar su velo-
cidad después de atravesar la tabla. Se supone que la resistencia de la madera
a la penetracién es constante. Durante el movimiento la bala sigue una tra-
yectoria horizontal.

3.85. Al penetrar en un obsticulo de madera una bala tropieza con fuerzas de
oposicién como las que se ven en la grafica. Determinar la velocidad de la
bala al salir de la madera.

-3
200 — 9.8x 107 kg T
= i 800 m/seg [/7—
5 | i ]
2 : ;)\{ (
3 ,
S |
s |/
& Lt l i
g 0 1 2 3 34 5
[T

Tiempo (1/1000 Seg)—>

Fig. P-3.85

3.86. Una particula de 200 kg se mueve en la direccién positiva x con una
velocidad de 25 m/seg. Se aplica a la particula una fuerza F, dada por la
grafica. Determinar:

a) La velocidad después de 4 seg.
b} La velocidad después de 9 seg.

Fix(kg),
+15
+10

+5

0

t
-5l (seg)

=10~

Fig. P-3.86
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3.87. Un bloque de 98 kg se somete a la accién de una fuerza P constante de
60 kg. El valor de la fuerza de rozamiento al deslizamiento, como se puede
ver, es una funciéon de tiempo. Determinar la velocidad del bloque 3 seg des-
pués de haberse aplicado la fuerza P.

L5a)
[l

98 kg E—

[
(o]

!

1
Tiempo (seg)

Fuerza de rozamiento (kg)

Fig. P-3.87

3.88. El bloque de 10 kg que se ve sobre el plano inclinado liso de 30°, se
mueve con una velocidad inicial de 19.6 m/seg a lo largo del eje x. Una fuer-
za F, que varia con el tiempo como se indica en (a), se aplica al bloque para-
lelamente al plano y al eje y. Determinar la velocidad del bloque 8 seg des-
pués de haberse aplicado la fuerza F.

F(kg) :
20|-—- y
| F
|
| S )
|
oL O,
2 4 14 ¢ (seg)
b
15 ——————————

Fig. P-3.88

3.89. Una seccién horizontal de una banda de transmisién se mueve a 10
m/seg. Una caja se baja hasta la banda. En el instante de contacto con la
banda la velocidad de la caja es cero. El coeficiente de rozamiento es 0.25.
La velocidad de la banda no cambia. ¢:Qué distancia recorrera la caja, relativa
a la banda, antes de detenerse en su deslizamiento?
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3.90. Una cadena de longitud ! y peso pu kg por unidad de longitud descansa
sobre un plano horizontal liso. Una parte a de la cadena estid extendida como
se muestra y se apoya en un eslabén. Una fuerza F(#) actla en un extremo de
la cadena. Si la velocidad del eslabén D es v = 3:3, hallar:

a) El impulso ejercido sobre la cadena.
b) El trabajo efectuado por F(t), suponiendo que no hay pérdida de
energia, para poner en movimiento todos los eslabones de la cadena.

En ¢t = 0 la cadena estd en la posicién que se muestra.

"B )98k

Fig. P-3.90 Fig. P-3.91

3.91. Dibujar los diagramas de aceleracién-tiempo, velocidad-tiempo y despla-
zamiento-tiempo para los 2 primeros segundos del movimiento del bloque A.
La velocidad inicial de A es de 5 m/seg hacia la derecha.

3.92. Un cafién de 4 kg montado contra un resorte como se muestra, dispara
una bala de 30 g con una velocidad de 500 m/seg. El retroceso del cafién
hace que el resorte se comprima 8 cm.

a) ¢Cual es el médulo del resorte?
b) ¢Después del choque tendré el cafién tanta energia como la bala?
c¢) ¢Qué tiempo le tomaré al resorte comprimirse?

Fig. P-3.92
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3.93. Los bloques 4 y B originalmente se sostienen en reposo sobre el plano
de 30° que se muestra. El coeficiente de rozamiento al deslizamiento en la
base del bloque B es 0.4 y en la base del bloque 4 es 0.2. El bloque B se suel-
ta desde el reposo y 1 seg més tarde se suelta 4. Si 4 alcanza a B cuando éste
se ha movido durante 6 seg, ¢qué distancia separaba los bloques originalmen-
te? El bloque B pesa el doble del bloque 4.

Fig. P-3.93

3.94. Dos masas m; y mg descansan sobre una superficie horizontal lisa y estdn
unidas mediante un resorte de constante k. Las masas estdn obligadas a mo-
verse a lo largo del eje x. Si se mueven las masas hasta que el resorte se com-
prima una longitud § y después se sueltan desde el reposo, hallar la velocidad
de my cuando el resorte estd en su longitud normal. ;Cuél es el alargamiento
méaximo del resorte? '

3.95. Una pelota de hockey se desliza sobre el hielo y choca contra uno de los
costados de la pista con una velocidad de 30 m/seg y a un angulo de 60°, rebo-
tando a un 4ngulo de 30° respecto del costado. Determinar el coeficiente de
restitucién.

Fig. P-3.95
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3.96. Dos bolas tienen inicialmente las velocidades que se muestran. Hallar
sus velocidades después del choque si ¢ es igual a 0.5.

A B
40 m/seg @ @ 15 m/seg
B 7 %7 7 A

Fig. P-3.96

‘.

3.97. Un bloque de 19.6 kg tiene una energia cinética de 256 kg-m y choca
con un bloque de 9.8 kg que esti en reposo. Si el coeficiente de restitucién
es /3, determinar la pérdida total de energia cinética durante el choque.

3.98. Una pequefia bola de acero se deja caer desde el reposo desde una al-
tura inicial %, sobre una placa de acero, produciéndose una serie de n rebotes.
Hallar la altura méxima a que llegard la pelota después de chocar con la pla-
ca n veces. El coeficiente de restitucién es e.

Fig. P-3.98

3.99. Dos masas tienen un choque central directo con las velocidades que se
muestran. Si el coeficiente de restitucién es ¢, hallar la velocidad comfin de
las particulas durante el choque:

a) En términos de las velocidades iniciales.
b) ‘En términos de los velocidades finales.

U e e U9
A
Fig. P-3.99
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3.100. Una bala de 161 g que se mueve a 800 m/seg choca con un bloque
de 16.1 kg introduciéndose en él. Si el bloque se desliza sobre un plano hori-
zontal liso con una velocidad de 16 m/seg después del impacto, con la direc-
cién que se muestra, determinar la velocidad v del bloque justamente antes
del choque. También determinar el cambio en la energia cinética del sistema.

l,

\J’

! %ﬁ'
| 3

Q Tsoo m/seg

v =16 m/seg

10 m/seg

1072 m/seg

Fig. P-3.100 . Fig. P-3.101

3.101. Dos bolas de billar de pesos y didmetros iguales se mueven en las di-
recciones y con las velocidades que se indican. Si ¢ es 0.9, hallar las velocida-
des de las bolas después del choque.

3.102. El bloque 4 se mueve horizontalmente a lo largo del eje y con una
velocidad v, y choca con el bloque B adhiriéndose a éste. Inicialmente el blo-
que B se movia horizontalmente a lo largo del eje x con una velocidad vp. Los
dos bloques tienen la misma masa m. Determinar el porcentaje de pérdida de
energia para este choque.

1

i _}_.] /Pusicién del choque
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Fig. P-3.102
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3.103. Un camién de pasajeros de 12,000 kg que viaja a 47 km/h choca de
frente con un automévil de 1650 kg que viaja en sentido opuesto a 62.6 km/h.
A causa de la magnitud de la deformacién producida, ambos vehiculos se mue-
ven juntos después del choque. Determinar la velocidad comiin y hallar la
pérdida de energia cinética.

3.104. Calcular el porcentaje de pérdida de energia cinética que tiene lugar
durante el choque central directo. m, = m,; 5, = —7,. El coeficiente de resti-
tucién’ es e.

DY e D ——TT0)
7.
Fig. P-3.104

3.105. Una masa M, inicialmente en reposo, es golpeada por una masa m que
se mueve con una rapidez u antes del choque. Si la linea de choque forma un
angulo ¢ con el vector velocidad #, hallar la velocidad @ de m después del
choque. Témese el eje x a lo largo de la linea de choque. El coeficiente de
restitucién es ¢. También hallar el 4ngulo entre la trayectoria de m y el eje x
después del choque.

3.106. Una particula de masa m choca con una particula de masa desconoci-
da. Ambas particulas tienen velocidad vo, pero en sentido contrario, antes del
choque. Después del choque la masa desconocida queda en reposo. Si el cho-
que es central directo y el coeficiente de restitucién es ¢, hallar:

a) La masa desconocida.
b) La velocidad de la masa m después del choque.
c) El porcentaje de pérdida de energia.
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3.107. Tres bolas de maéstique se mueven en la forma que se indica y al cho-
car en un punto continian moviéndose como una sola. Hallar:

a) La velocidad de la masa combinada inmediatamente después del
choque.
b) La pérdida de energia.

¥y
1kg
15 m/seg
Q.S kg 3on
@ :
5 m/segj w}
S
7.5 m/seg
1.5 kg
Fig. P-3.107

3.108. Como se muestra, dos esferas estin suspendidas mediante cuerdas. Si la
esfera A4 se suelta desde el reposo cuando §, = 90°, determinar:

a) La velocidad de cada esfera inmediatamente después del choque.
b) La méxima altura que alcanza la esfera B..

B

23 kg
7
\\. /@—_—ﬂ.
Fig. P-3.108 ' Fig. P-3.109

3.109. Un bloque de 23 kg descansa sobre un plano horizontal, La esfera de
4.6 kg se levanta a una altura de 2 m de su posicién inferior y se suelta. El
choque entre los cuerpos se produce cuando la cuerda que sostiene la esfera es
-vertical. Si el coeficiente de restitucién entre la esfera y el bloque es 0.6 y el
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coeficiente de rozamiento entre el bloque y el plano es 0.2, determinar en que
tiempo se detendra el bloque después de la colisién. ¢Con qué direccién se
movera la esfera después del choque?

3.110. La caja B est4 llena de serrin y descansa sobre un plano liso. Una bala
de rifle M-1 de 30 g choca contra la caja con una velocidad de 950 m/seg
incrustindose en ella. Suponiendo que la bala haya alcanzado su maxima pe-
netracién en la caja antes de que ésta choque con el resorte, determinar la
distancia que habra de comprimirse el resorte para detener la caja. La caja
pesa 5 kg. El resorte inicialmente no esti comprimido y tiene un médulo de
70 kg/m.

Fig. P-3.110

3.111. Una caja de 9.2 kg desliza horizontalmente a lo largo de una super-
ficie lisa cuando un pedazo de plastilina de 5.6 kg cae sobre ella. Después del
choque la combinacién de masas choca contra un resorte de peso despreciable,
comprimiéndolo 15 cm. Si el resorte inicialmente no estaba comprimido, hallar
su constante. .
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Fig. P-3.111 o Fig. P-3.112

3.112. Dos esferas idénticas estdn suspendidas por cuerdas de diferente longi-
tud. La esfera 4 se suelta desde la posicién indicada por lineas punteadas y
choca con B directa y centralmente. Se observa que la esfera B se desplaza un
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4ngulo igual. Si la longitud de la cuerda de A es 12 m y la de la®cuerda de B
es 3 m, determinar el coeficiente de restitucién para estas condiciones.

3.113. Los dos cuerpos 4 y B tienen masas iguales. El bloque 4 se mueve du-
rante 4 seg antes de alcanzar la superficie lisa que se muestra. Después de
que 4 alcanza la superficie lisa, se produce con B un choque central directo.
El coeficiente de restitucién para los dos cuerpos es 0.20 y el coeficiente de
rozamiento cinético entre 4 y el plano aspero es 0.20. Determinar la velocidad
de cada cuerpo después del impacto.

20 m/seg 2 m/seg

Fig. P-3.113

3.114. Un conjunto de n particulas, cada una de masa m, como se puede ver,
estan alineadas a lo largo de un plano liso. Una masa idéntica m se lanza ha-
cia la primera particula con una velocidad v. Si el coeficiente de restitucién
para cada choque es e. Hallar el nimero n tal que la velocidad de la n-ésima
masa sea A\v (0 < A < 1).

Si una simple particula de masa nm es golpeada por la masa m, resolver
el problema anterior para n y comparar los resultados. =

n Particulas
~

n] [w] [w] [=

Fig. P-3.114

3.115. Al bloque mayor de 23 kg, se le imprime una velocidad inicial de
6 m/ seg en un punto situado a 3 m del bloque més pequefio, chocando final-
mente con éste que tiene un peso de 9.2 kg. Determinar la distancia que reco-
rrer el bloque pequefio hasta detenerse. Se supone que el coeficiente de roza-
miento es 0.1 y el coeficiente de restitucién es 0.9.

23 ke 9.2 kg

Fig. P-3.115
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3.116. Un martillo de acero de peso W, gira alrededor del punte O, cae y
golpea el bloque de acero de peso Wj, que estd montado sobre ruedas lisas.
El choque es perfectamente elastico. Sobre el bloque de acero estd montada
una pequefia viga en voladizo con un pequefio peso W, en su extremo libre.
La constante de resorte para la flexién de W3 relativa a Wy es k. ¢Cull es el
valor méximo de x, que es ¢l desplazamiento de W; relativo a W,, después
del choque?
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4

Dindmica de un sistema

de particulas

4.1 Introduccién. Hasta ahora se ha estudiado el movimiento de las
particulas individuales definidas como masas puntuales, Por supuesto,
tales particulas realmente no existen, aunque el concepto es conveniente
y se aproxima bastante a ciertos casos fisicos. Tales casos son aquellos
donde las dimensiones del cuerpo son pequefias comparadas con la geo-
metria de la trayectoria del movimiento y donde la forma y/o la orien-
tacién del cuerpo no dan lugar a fuerzas importantes o variaciones de
fuerza. Como ejemplos de tales particulas en movimiento se puede men-
cionar un satélite que gira alrededor de la Tierra o el movimiento de un
electrén en un campo de fuerza.

Por otra parte, existen muchos problemas de dinidmica que no pue-
den ser satisfactoriamente planteados por un modelo matemitico basado
en una masa puntual. Dichos problemas exigen el anilisis de un sisterna
de tales particulas, ya sea rigidamente ligadas entre si — llamado cuer-
po rigido — o en libertad de moverse unas con respecto a otras — lla-
mado cuerpo deformable. Ejemplos de problemas de cuerpos rigidos son
aquellos donde la deformacién producida sobre cualquier sustancia real
por un sistema de fuerzas, tiene una influencia despreciable sobre el
movimiento que se estudia, como en el caso de la trayectoria, en el aire,
de un cohete rigido o el movimiento de un volante montado sobre un
eje. Ejemplos de cuerpos deformables dindmicos se hallan en el analisis
del movimiento de fltiidos y en cuerpos elasticos vibrantes.

El “modelo” apropiado que se elige para el anélisis de un problema
en particular depende de los resultados que se desean. Por ejemplo, si
deseamos analizar la trayectoria de un cohete y solamente necesitamos
resultados aproximados, supondremos el modelo més simple: una particu-
la. Si deseamos determinar una prediccién mdas exacta de la trayectoria
del mismo cohete, supondremos el siguiente modelo méis complejo: un
cuerpo rigido. Sin embargo, si estamos intentando obtener una precisién

237
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Fig. 4.1

real en nuestras predicciones del movimiento y el cohete estd sujeto a
pequefias variaciones, pero medibles, entonces podriamos intentar tomar
en consideracién la deformacién del cohete bajo las fuerzas que actian
y la influencia de esta deformacién sobre el movimiento resultante.

Debido a que las dos Gltimas categorias implican un sistema de par-
ticulas, primero discutiremos la dinidmica de dichos sistemas desde un
punto de vista mas general y después discutiremos en detalle la dindmica
del cuerpo rigido. En este texto, no se hard una discusién detallada de
la mecénica de los cuerpos deformables, en donde intervienen cuerpos
elésticos y plasticos, asi como flidos. ’

¢Qué es un sistema de particulas? Un sistema de particulas es un
grupo arbitrario de entidades submicroscépicas mas o menos discretas,
tales como las moléculas que integran un pedazo de materia, o bien se
puede ver como un grupo de masas puntuales macroscépicas, pero pe-
quefas (siendo cada una lo suficientemente grande para contener mu-
chos millones de moléculas), que se combinan para formar lo que el
ingeniero observa como una distribucién continua de materia. Ejemplo
de este Gltimo concepto, es un pedazo de metal, que escogemos para
dividirlo en las particulas que se muestran en la figura 4.1, Debe ad-
mitirse que la estructura real del metal finalmente se descompondria
en moléculas y dtomos. No obstante, el andlisis dindmico del movimien-
to de ese pedazo de metal, cuando estd sometido a la accién de fuerzas,
no toma en cuenta la estructura atémica ni el movimiento atémico y se
puede concebir el metal como materia continua que arbitrariamente se
subdivide en particulas de cualquier forma conveniente (ver la figura
4.1j.

4.2 Movimiento del ceniro de masa de un sistema de particulas. Con-
sideremos un sistema de n particulas dentro de una regién o envoltura 4.
Una sola particula de este grupo, designada particula i, tiene una masa

DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS 239

y

Fig. 4.2
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m; y se localiza por su vector de posicién 7;. Entonces la velocidad y ace-
leracién de la particula son #; y 7i.

Las fuerzas que actan sobre la i-ésima particula pueden incluir algu-
nas o todas las siguientes:

1. Fuerzas externas:

a) Fuerzas debidas a campos gravitacionales externos de la Tie-
rra o cualquier otro cuerpo de masa relativamente muy
grande.

b) Fuerzas debidas a campos eléctricos externos (si la particula
estd cargada).

c) Fuerzas debidas a campos magnéticos externos (si la particu-
la pertenece a un grupo sensible a las fuerzas magnéticas).

d) Fuerzas debidas a dispositivos productores de fuerzas externas
tales como resortes, palancas, choques de masas, superficies con
rozamiento, dispositivos que producen arrastres, esfuerzos hu-
manos, etc,

e) Fuerzas entre particulas debidas a la interaccién mutua de
la i-ésima particula con otras particulas exteriores al volu-
men 4.

2. Fuerzas internas:

a) Fuerzas entre particulas debidas a la interaccién mutua de
la i-ésima particula con otras particulas interiores en el vo-
lumen A.
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Debido a que es importante conservar separadas las dos categorias de
fuerza citadas, adoptaremos la siguiente notacién: ‘

F;; = fuerzas externas, F;; == fuerzas internas.

De acuerdo con el tercer axioma de Newton la fuerza F;; que ejerce la

j que eje
particula m; sobre la particula m; es igual y opuesta a la fuerza Fj; que
ejerce m; sobre m;. Esto se puede expresar por la ecuacién

Fij + Fj; = 0. (4.1)
Para un sistema de tres particulas, existird un sistema de fuerzas in-
ternas atractivas como el que se muestra en la figura 4.3.

Ahora se puede escribir la ecuacién de movimiento para la i-ésima
particula

mibi= Y Py (i=12...n). (4.2)
J. |

La fuerza externa resultante que actda sobre m; esti dada cuando j es
igual a . Los términos restantes de la suma son las fuerzas internas que
actan sobre m;.

Sumando las ecuaciones de la forma 4.2 para las n particulas conte-
nidas en el volumen A4, el resultado es

Zmﬁi:ZFw (i=1,2...n), (4.3)
i %)
y que representa una suma de las n ecuaciones de movimiento.
Las fuerzas internas aparecen en parejas iguales y opuestas en la do-
ble suma del segundo miembro de la ecuacién 4.3 y por la ecuacién 4.1
se anulan entre si quedando solamente las fuerzas externas. La ecua-

cién 4.3 llega a ser
Z mi¥F = ZE,-‘ (4.4)

i-ésima

Fig. 4.3

e e k-ésima
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Fig. 4.4
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Consideremos ahora el centro de masa de este grupo de n particu-
las. El radio vector 7, que define el centro de masa C est4 dado por

E m;¥;
7
E my

£

Fo =

(4.5)

Ahora, si cada una de las masas m; se supone constante con respecto
al tiempo y se deriva dos veces la ecuacién 4.5, tenemos

s 1 w
Te = ‘M“Z m;Fi, (4.6)

donde M = E m; es la masa total del sistema. Cuando se sustituye

3

en la ecuacién 4.4 y Z Fi; se hace igual a F, el resultado es
H

M#, =F (4.7)

La ecuacién 4.7 constituye el principio del movimiento del centro
de masa y es una relacién importante en la mecénica, La ecuacién 4.7
establece que el centro de masa de un sistema de particulas se mueve
como si toda la masa de las particulas estuviera concentrada en el cen-
tro de gravedad como una sola particula, vy bajo la accién de la resul-
tante de las fuerzas externas que actian sobre el sistema. Por supuesto
esta afirmacion es cierta si las particulas estin rigidamente ligadas (como
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en un cuerpo rigido) o se mueve una con relacién a otra (como en un
flaido) o bien se trata de un grupo de particulas finitas discretas.

Por lo tanto, el movimiento de traslacién del centro de masa de un
sistema de particulas se determina por los mismos métodos que se han
discutido previamente para el movimiento de una particula. Debe recal-
carse que el movimiento del centro de masa es independiente de los
puntos de aplicacién de las fuerzas externas. Como mas adelante se ver4,
los movimientos de rotacién quedardn influidos por los puntos de aplica-
cién de las fuerzas externas. En general, no debe suponerse que la F de la
ecuacién 4.7 pasa por el centro de masa.

En el caso de una distribucién continua de materia de densidad de
volumen p, m; se sustituye por p dr, donde dr es el elemento de volumen.

Haciendo mi o | p dr igual a M, la ecuacién 4.5 se puede es-
cribir 3

_ 1 _

Te = M 4 pry dr. (4‘8)

De la ecuacién 4.8, las coordenadas del centro de masa son

1 1 :
xc=HfAPxidT’ ycz——ﬂflipyidf, zczﬂf‘ﬁpmdr.(‘}.g)

Consideremos ahora un sistema de particulas que es una coleccién de
varios subsistemas y supongamos que M; es la masa total y R; es el
centro de masa del subsistema de particulas my;, ms;... situadas en
F1j, T2j ... respectivamente. El vector de posicién 7. del centro de masa
esta dado por

em S gy = LZ{Z ..—.A}ELZM.E.
Te = mijTij myitij jiij.
M & M & : M & (4.10)
Consecuentemente, cuando se quiere determinar la posicién del centro
de masa de cualquier sistema, es permisible sustituir cualquier subsiste-
ma por una sola particula cuya masa es la masa total del subsistema y
estd situada en el centro de masa de dicho subsistema.

4.3 Cantidad de movimiento lineal e impulso de un sistema de par-
ticulas. Aunque muchos problemas de la dinimica lineal de los siste-
mas de particulas se resuelven por medio de la ecuacién 4.7, es atil for-
mular la ecuacién lineal de movimiento en términos de la cantidad de
movimiento lineal del grupo de particulas. Regresaremos a la figura 4.3
y a la ecuacién 4.4, si admitimos que en la suma de fuerzas solamente
existen fuerzas externas, podemos escribir lo siguiente:
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pad — d = d == 5
. miry = ;["; : m;r; 222 mivy = F,
H i i
donde 7; = #; es la velocidad de la particula 7. El producto (p; =

m;v;) se define como la cantidad de movimiento lineal de Ia particula 1.
La suma para las n particulas en el volumen 4 ( E m{z]i)se de-

3 3 - - . - i

fine como la cantidad de movimiento lineal (#) del sistema de particu-

las contenidas en 4. La ecuacién de movimiento para cualquier sistema
de particulas, se puede escribir

F=%|. , (4.11)

Por lo tanto, la fuerza resultante F que actia sobre un sistema de
particulas es igual a la razén de variacién con respecto al tiempo de la
cantidad de movimiento lineal del grupo, ya sea que las particulas estén
rigidamente ligadas como en un cuerpo rigido o estén en movimiento
relativo una a otra.

Si no actia ninguna fuerza externa, la ecuacién 4.11 establece que
la cantidad de movimiento lineal tota] del sistema de particulas perma-
nece constante, Este es un enunciado de la ley de la conservacién de la
cantidad de movimiento lineal,

Si la ecuacién 4.11 se multiplica por dt y se integra en un cierto in-
tervalo de tiempo, el resultado es

f:jﬁdt A f; dp = po—Tpr = AF. (4.12)

De la ecuacién 4.12 se ve que el cambio en Ia cantidad de movimiento
de un sistema de particulas que se produce en un cierto intervalo de
tiempo, es igual al impulso de las fuerzas externas que actdan,

La forma de la ecuacién lineal de movimiento dada en la ecuacién
4.12 es particularmente 4til para problemas donde intervienen flaidos y
el movimiento del centro de masa es de poco interés.

peso despreciable, segin se ve en la figura 4.5. Si el sistema estd inicialmente
en reposo en el plano horizontal xy, determinar la aceleracién de la particula
hacia la derecha bajo la accién de una fuerza constante F = Fi.

Antes que pueda hallarse la aceleracién de la particula hacia la derecha
es necesario hallar la aceleracién del centro de masa. Esta est4 dada por ,

M#, =F

J
3777;.7‘:9 = Fi,

Ejemplo 4.1. Un sistema de tres particuliiesté ligado mediante barras de
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y
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Fig. 4.5
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El punto del sistema que tiene la aceleracién (F/3m)7 estd dado por

Zmi?;
.4 _mr+ 27) +m(2 + 2r5) . 4
TOME mim 3m —3tt3n

Utilizando la ecuacién lineal de movimiento estamos en posibilidad de de-
terminar la aceleracién de un punto del sistema que es el centro de masa
y tiene por coordenadas (r/3, 4r/3). Si se hubiera aplicado F en el centro
de masa el problema podria resolverse completamente. Esto es, el sistema ten-
dria movimiento de traslacién y el movimiento de cualquier punto serfa el
mismo.

Sin embargo, en este sistema también existe un movimiento de rotacibn y
para completar la solucién es necesaria una discusién adicional del movimien-
to de un sistema de particulas.

Ejemplo 4.2. Consideremos una hoja fija y lisa que desvia un chorro de agua.
Si la cantidad de agua que fluye por unidad de tiempo es constante, determi-
nar la reaccién del chorro sobre la hoja. El chorro tiene una velocidad 7, la
area de la seccién transversal es 4 y la densidad p. Ver figura 4.6.

Puesto que el flujo es permanente, las fuerzas sobre el fltido serin cons-
tantes y la ecuacién 4.12 se puede escribir

Fig. 4.6
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Durante cada intervalo de tiempo At pasa una masa de fliide (pdv) Af por
el punto de transicién (1) donde ocurre un cambio en la cantidad de movi-
miento de las particulas del flGido. Para esta masa la ecuacién de impulso y
cantidad de movimiento es

pdv At[(vcos 87— vsen §7) — vi] = F At
Las ecuaciones escalares son
—pdv? (1 —cos §) = F,
—pdv®sen § = F,.

Por supuesto las reacciones sobre la hoja son iguales y opuestas a las fuer-
zas gue actfian sobre la corriente de flhido.
Resolveremos ahora este problema cuando a la hoja se le dé la velocidad

W =uly donde u<uw.

Para este problema es conveniente fijar un sisterna de coordenadas en la
hoja mévil. La expresién general para la velocidad de un elemento de fldido
en contacto con la hoja es

t=R+aXp+5
qgue aqui toma la forma
F=1ul+ (v—u)g donde Z=17 obien cos@i,—senf7,

dependiendo del lado del punto de transicién (1) en que se encuentre el ele-
mento.

Nétese que solamente un elemento de longitud (u — v)Atf pasa por el
punto de transicién en el tiempo At
Ap = F At

y
pA(v—u) At {[uty + (v~—u) (cosf 7 —sen § 7) ] —

[uio + (v —u)i]} = F At.
Las ecuaciones escalares son

~pd(v—u)?(l—cos @) = F,

—pd (v —u)2send = Fy.‘

Y,

Fig. 4.7 T Xo




246 MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS
La potencia producida por la hoja es
P=F-ii= pd(v—u)?(1—cos f)u.
Para hallar la velocidad de la hoja que dari la méaxima potencia, calculamos
dP
o pA(l—cos @ )[(v—u)? + 2u(v—u) (—1)] = 0,
(v—u)? = 2u(v—u),

v—u = 2y,
0 sea

po?
-2

4.4 Movimiento de un sistema de masa variable. El segundo axioma
de Newton, en la forma dada por la ecuacién 3.1, se puede escribir

7ot - %(Z mﬁi) (4.13)

Debido a que esta ecuacién es cierta solamente cuando la masa es cons-
tante, una forma segura de atacar el problema de masa variable es me-
diante el uso de la ecuacién 4.12.

Ejemplo 4.3. Hallar la ecuacién de movimento de un cohete en vuelo, Supo-
niendo que los gases de la combustién salen por el escape del cohete con una
velocidad fija 9, relativa al cohete.

El sistema que estamos considerando consiste de la masa M del cohete y
el escape de los gases AM que son expulsados en el tiempo Af. En cualquier

F, ext

Fig. 4.8

Instante t + At
(c)
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instante ¢ estos gases se mueven con el cohete. En el instante ¢ + At los gases
son expulsados del cohete por la fuerza resultante F de la presién del gas que
acta tanto sobre el cohete como sobre los gases expelidos durante el inter-
valo de tiempo At. Esta secuencia se muestra en la figura 4.8.

La ecuacién 4.12 se puede escribir

FAt = ZHAt"";t
Para los gases expulsados esta ecuacién es
—F At = AM (3 + AT + ;) — AMT
y para el cohete
(+ F + Foxt) At = M(T + AT) — M7
Sumando estas dos ecuaciones, se tiene
Foxt At = AM AD + AM 7 + M AD.

Dividiendo entre A¢ y haciendo que A¢ —> 0, obtenemos

= dM . dv
Fext=—E“vj+M’2;‘"
la ecuacién escalar de movimiento es
aM dv
Fext + ""‘—dt vj = —Jt—’ (414’)
donde F,,; es la fuerza resultante externa en la direccién del movimiento y
7; = —uvji. El término (dM/dt)v; se llama empuje del cohete. Nétese que

una dM/dt positiva representa una pérdida en la masa y una v; positiva es
opuesta a la direccién del movimiento.

Ejemplo 4.4. Una cadena de longitud L metros y peso y metros por unidad
de longitud estd suspendida del extremo superior de manera que el extremo
inferior apenas toca el piso. La cadena se suelta y los eslabones que llegan al
piso no tienen interferencia con los eslabones que estdn en reposo. Hallar la

y -

®

/AM='E

F

F
€2329) (€8, 9)

M

1a

(a) {b)

Fig. 4.9
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fuerza que ejerce el piso sobre la cadena como una funcién de la distancia
desde la que cae el extremo superior. Ver figura 4.9. '
La ecuacién 4.12 aplicada a AM es

F At = AM [vg, a0 — v3].

F es la Gnica fuerza sobre AM (Fig. 4.9b) ya que los eslabones de arriba
no ejercen ninguna fuerza. La velocidad final de AM es cero y la velocidad
inicial v, es precisamente la velocidad de caida libre V/2gx.

Puesto que AM = Lot vy AL,
g

&
F= Ll v = 2;.x,x.
Entonces, de la figura 4.9
R = pux + F = 3ux.

En el instante en que el Gltimo eslabén ha llegado al reposo el piso ejerce
una fuerza sobre la cadena igual a tres veces el peso de ésta.

Ejemplo 4.5. Un aeroplano aterriza en un campo corto y se utiliza una cade-
na para reducir la distancia de aterrizaje. Si'el aeroplano tiene un peso W y
toca tierra con una velocidad vo, determinar el peso y de cadena por unidad
de longitud que se requiere para detener el aeroplano en una distancia 5. Tam-
bién el aeroplano proporciona con sus frenos una fuerza constante P. Se supone
que el aeroplano engancha con la cadena inmediatamente que toca tierra y que
se desprecia todo rozamiento.

En un tiempo At se pone en movimiento la masa de cadena (u/g)vAt. La
fuerza necesaria para este cambio en la cantidad de movimiento es

Fat = %vm{umm,

F=t
g

La ecuacién de movimiento para el aeroplano en el instante en que una
longitud x de la cadena se ha retirado de su posicién original es

—P—F = (W + ’fﬁ)fiﬁ,
g dt
pxt W opx
—pP =TT
g g
(~—~+ x)x + X% = 2
o
Haciendo
. dz dx
o A2 . Vo Iy
z = X% d_2xdx-«2x.
Entonces
(1?’__ 4 x)}_fff + oo Fe
2 dx - 2 ’
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dz 2:  —(2Pg/u)

.

dx " (Wjp) +x (W/u) +x

il (Ce) |- )
—t e ok SR — %)
dx w no\p

2 ‘ 2
)-Cz(fff H) ,_:_mng[ﬁ_’x“*‘ _’L]+C
,,, bk 2

Cuando x = 0, x = vg; por lo tanto G == ue?(W/u)? Asi que

2 2 2
&2 (;Mi + x) = — 2Pg [EI_V_ x -k —a] + Up? (—%) .
2 poLu 2 2

Al final del aterrizaje x = 5, x = 0.

2 2
0 = 2P [WI/K s+ i—] + v? (~W—-)
oK 2 .

0 = —2PgWs— Pgs*u + v,?W?,
2 2
Bo= fl%ggm —_— g;w— kg/unidad de longitud

Ejemplo 4.6. Un aro delgado de masa M y radio 7 rueda desde el reposo sin
deslizar sobre un plano inclinado. Determinar la aceleracién del centro de
masa. Ver figura 4.10.

La ecuacién del movimiento del centro de masa es

M7, = F.
Con ayuda del diagrama de cuerpo libre que se muestra en la figura 4.10, las
ecuaciones escalares de movimiento llegan a ser

Mf)}c-_-F,,:Mgsena»—Ff, (a)
Mi, = Fy=N~—~Mgcosa =0 (#; = 0).

O sea

N = Mgcosa. (b)

Puesto que el aro rueda sin deslizamiento no existe relacién entre N y F,
y la ecuacién b no es de utilidad en este problema. La ecuacién lineal a con-

x
Mg

\

o
Fig. 4.10
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tiene dos incdgnitas y el problema no puede resolverse sin otra ecuacién. Como
. puede observarse, este problema introduce un grado de libertad angular o de
rotacién y exige la consideracién de las ecuaciones del movimiento angular.
Para el caso en que F; = 0, y, = g sen ¢. Entonces el aro tiene movimien-
to de traslacién y la ecuacién de movimiento del centro de masa es suficiente
para describir el movimiento.

4.5 Ecvacién de la cantidad de movimiento angular para una sola
particula. La cantidad de movimiento lineal p, para una sola particu-
la, es m? = m#. Entonces, por definicién, el momento de la cantidad
de mouimiento lineal con respecto al origen O de un sistema inercial y
que se denota por Ho, es

Hy=FXmi=7X p. (4.15)
E]l momento de la cantidad de movimiento también se llama cantidad
de movimiento angular o simplemente momento angular, pero puesto
que no necesita existir movimiento angular para que exista el momento
angular, el momento de la cantidad de movimiento es un término més
descriptivo.
Multiplicando vectorialmente por 7 los dos miembros de la ecuacién
de Newton, tenemos

7 X dt (m#) =7 X F. (4.16)

d
El primer miembro de esta ecuacién se puede escribir
q
G
I\ X m7)

efectuando la operacién indicada

d _ . . s = 4,
B—Z(rXT)—TXm?-i—rX—C-J-t—(mr).

Fig. 4.11

4l
e

;’x
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El primer término del segundo miembro es cero a causa dei paralehsm

de los vectores, Entonces la ecuacién 4.16 toma la forma

d — 2 T 7

E(err)z?xF, (4.17)

E] primer miembro de la ecuacién 4.17 es la razén de variacién con

respecto al tiempo del momento de la cantidad de movimiento con rela-

cién a O mientras que el segundo miembro es por definicién el momento

de la fuerza resultante, que actia sobre la particula, con respecto al ori-
gen O. Por consiguiente,

H, =M | (4.18)

Esta es una forma de la ecuacién de movimiento de Newton que es\

conveniente para el analisis del movimiento de un cuerpo rigido. En
palabras establece que la razén de variacién con respecto al tiempo del
momento de la cantidad de movimiento con respecio a un punto O de
un sistema inercial primario, es igual al momento de la fuerza resultante
respecto al mismo punto O.
Ahora, si 7 6 F es cero, o bien si 7 y F son vectores paralelos, entonces
ﬁ 0 = 0 y

H, = vector constante. (4.19)

Este es el teorema de la conservacién del momento de la cantidad de
movimiento. Establece que si el momento de la fuerza resultante con
respecto a un punto O es cero, entonces el momento de la cantidad de
movimiento permanece constante en magnitud y direccién respecto al
punto O.

Fig. 4.12
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4.6 Ecuacién de lo cantidad de movimiento angular para un sistema
de particulas con respecto a un origen arbitrario. De una manera
similar al caso de una sola particula, podemos deducir una expresién
para el momento de la cantidad de movimiento de un sistema de par-
ticulas. Llevaremos a2 cabo ésto primero con respecto al origen de un
sistema, inercial y después con respecto a un origen arbitrario para llegar
al resultado mas general. Después examinaremos los centros particulares
de momentos que simplificaran la expresién general.

El punto O es el origen de un sistema newtoniano y O’ es un origen
arbitrario que puede tener accleracién con relacién a O.

La ecuacién de movimiento para la i-ésima particula (ecuacién 4.2)
es

miFs = & (mits) ZF,, G=1,2...n). (420

Tomando momentos con respecto a O de los dos miembros de la
ecuacién 4.20, obtenemos

- d ,
i X (mi#i) =7 X ZF“ (4.21)

El primer miembro de la ecuacion 4.21 se puede escribir como la
derivada con respecto al tiempo del momento de la cantidad de movi-
miento tal como se hizo en la seccién 4.5. Haciendo este cambio y al
mismo tiempo sumando las n ecuaciones de la forma 4.21, se tiene

E"d[" Ti X 7?11’;’; = Z i X F{f‘ (4‘22)

H ]
La suma del segundo miembro de la ecuacién 4.22 representa la suma
vectorial de los momentos tomados con respecto a O de las fuerzas ex-
ternas e internas. La suma de momentos debidos a las fuerzas internas
es cero si las lineas de accién de todas las fuerzas internas estin a lo

Fig. 4.13
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largo de las rectas que unen las particulas (ver Fig. 4.13). Por ejemplo,
la suma de los momentos de las particulas ¢ y j es

7o X Fij + 73 X Fji = (fi—7;) X Fiy =0

ya que los vectores (7; — 7;) y Fi; son paralelos.
Bajo estas condiciones Ja ecuacién 4.22 ahora se puede escribir

%Zn x mii = 3 7 X Fa. (4.23)

T z
Fl primer miembro de la ecuacién 4.23 es la derivada con respecto
al tiempo del momento de la cantidad de movimiento total con relacién
a O vy que denotaremos por H, y el segundo miembro de la ecuacién 4.23
es la suma vectorial de todos los momentbse;:nos que actian sobre el
sistema. En forma de ecuacién, nuevamente tenemos

H, =M (4.24)

Para un sistema de particulas, la derivada con respecto al tiempo del
momento de la cantidad de movimiento total del sistema con respecto
al origen de un sistema inercial, es igual a la suma vectorial de los mo-
mentos de todas las fuerzas externas con respecto a este origen.

Generalizaremos ahora la ecuacién 4.24, para ello se toman momen-
tos con respecto a O’ que es un origen arbitrario. Partiendo de la ecua-
cién 4.20 y tomando los momentos de ambos miembros con respecto a O’
(ver Fig. 4.12), obtenemos

A d . -
pi X 7 (mify) = pi XZFU, (4.25)

Z pi X mm) Z o: X Fas, (4.26)

donde nuevamente suponemos el caso usual de fuerzas internas centrales
de manera que la suma en el segundo miembro de la ecuacién 4.26, se
toma solamente sobre i. De la figura 4.12

O sea

—~+Pé y 7"’1:}_3%—9,:.

Sustituyendo 7; por su valor y [Zﬁ, X Fii | por M, la ecuacién 4.26
se transforma en
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Zp@ m,(R ) =, (427)

- e - d , .
D i x B+ Z pi X o (migi) = 7T, (4.28)

o -t d — -t en—
pc X MR + "d—t“z pi X mip; = M’, (4‘29)
y finalmente 1
Fe X MR + B = 77, (4.30)

donde H’ es el momento de la cantidad de movimiento con relacién al
origen O’. Para pasar de la ecuacién 4.27 a la 4.28, se efectué el pro-

ducto vectorial. Nétese que R no interviene en la suma. Para pasar de
la ecuacién 4.28 a l1a 4.29 se introdujo la definicién de centro de masa
(ecuacién 4.5) y el segundo término del primer miembro de la ecua-
cién 4.28 se sustituyé por una identidad (ver la seccién 4.5). Para pasar
de la ecuacién 4.29 a la 4.30 el segundo término de la izquierda se escri-
bi6 de nuevo como la derivada con respecto al tiempo del momento de la
cantidad de movimiento H’, donde H’ es la resultante del momento de
la cantidad de movimiento con respecto al origen arbitrario O’.

La ecuacién 4.30 difiere de la ecuacién 4.24 en el término Et X MR.
Para simplificar la ecuacién 4.30 preguntamos: ;qué condiciones harin
que este producto vectorial sea cero? Este término adicional serd nulo si:

22
1. R es cero; esto es, la aceleracién de O relativa a O es cero. Este
es el caso de la ecuacién 4.24. O bien,
2. pe es cero, que significa que O estd situado en el ceniro de masa.

O bien,

3. R y pe son paralelos. Ahora pe €s un vector que va de O al centro
de masa, y si la aceleracxon R de O’ ests dirigida hacia o alejandose del
centro de masa, pc y R sersn colineales y su producto vectorial seri cero.
(Este resultado serd de utilidad para ruedas simétricas que giran sin des-
lizamiento.)

Por lo tanto, para cualquiera de las tres condiciones establecidas an-
teriormente, la ecuacién angular (4.30) se reduce a una ecuacién de for-
ma idéntica a la ecuacién 4.24:

) o=, (4.30a)

donde H’ y M’ se toman con respecto al origen O’ de cualquier sistema
de coordenadas que satisfaga las condiciones anteriores 1, 2 6 3.
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Ejemplo-47—Regresaremos ahora al ejemplo 4.6, donde se requeria la ecua-
cién angular para la solucién. El aro delgado de masa M y radio r rueda des-
de el reposo sin deslizamiento sobre un plano inclinado. Determinar la acele-

racién del centro de masa. Ver figura 4.14.
Como anteriormente se hizo, aplicando la ecuacién de movimiento de cen-

tro de masa, tenemos
M¥, = F,
My = Fy

La ecuacién angular H = M se puede escribir

2; Xmu—;}zﬂ.

Esta ecuacién se toma con respecto a un sistema de ejes no giratorios situa-
do en el centro de masa, condicién 2 de esta seccién.

= Mgsena— Fy.

Utilizando la expresién para la velocidad ;i = » X P, tenemos

d - T T = A
ZZZPtsz("’XPt) M

d i '2 i = —= %
2‘Z.t.lZm,p, ok = M = rFyk,

Ya que p; es la misma para todas las m;, podemos escribir la ecuacién escalar
como sigue:

0O sea

Mrs = rF;.

Fig. 4.14
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Para un aro que rueda sin deslizamiento se tiene la relacién cinemética

Ve = 7o,
Entonces )

MY P,
7
Sustituyendo este valor de F; en la ecuacién lineal,

My =Mg sen & — My,

gsena
o = >

2

Ejemplo 4.8. Con ayuda de la ecuacién 4.30z podemos ahora completar la
solucién del problema que se inicié en el ejemplo 4.1 de este capitulo.
Utilizando el centro de masa del sistema de la figura 4.5 como el origen

O’ y aplicando :
d 4 - N -
pr :>. pi X mip; = M’
tenemos

éé _5._'i+§" Xm?;xf _5_" g." mi}_“ _Zw"
AR © gttgl)tri{Tgtt3gl

Simplificando, obtenemos

— mriek = %er,
o sea
s=2%5
CE
Entonces
i BaswroFis 2 Fp (1. 2N F
’“‘R“’X"“.%m”n,rmkXr(3”§’)”‘“§'§n§[7”mﬂ'

Esta es la aceleracién de la particula hacia la derecha en la posicién mostrada
en la figura 4.5.

4.7 Cdlevlo de la cantidad de movimiento angular de un sistema de
particulas con respecto a un origen inercial. El momento de la can-
tidad de movimiento de un sistema de particulas con respecto a un ori-
gen dado, se puede expresar convenientemente en dos partes. Con refe-
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Y,

Fig. 4.15

Fe

2z

rencia a la figura 4.15, el momento de la cantidad de movimiento con
respecto a O para el sistema es

En términos de 7. y p;

Hy= ) 7 x miki, (431)

Ho= ) milfe+ 1) X (72 + Ba), (4.32)

2

H, = E mi[Fe X Te + Te X i + Pi X e + pi X Fil,

b - - - d — s — - .
Hy = 7o X M7, + 7, X 7 E mip; — T¢ X E mipi + E pi X mMip;.
i i i

(4.33)

En esta ecuacién, el segundo y tercer términos de la derecha son cero
por definicién del centro de masa y el dltimo término es el momento
de la cantidad de movimiento con respecto al centro de masa, La ecua-
cién 4.33 se puede escribir

H, = 7. x M#, + H.. (4.34)

El momento angular de un sistema de particulas con respecto a un
origen inercial O se puede expresar como la suma del momento de la
cantidad de movimiento de una particula con masa igual a la masa total
del sistema y con una velocidad igual a la del centro de masa del siste-
ma, mas el momento angular del sistema relativo al centro de masa.
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x

Fig. 4.16

Ejemplo 4.9. Hallar la cantidad de movimiento angular con respecto al ori-
gen O del aro del ejemplo 4.6, 10 segundos después de haberse soltado desde
el resposo. ¢ = 30°.

—ﬁozicxMﬁc'{‘ﬁc:

H, = E I;)i X mipi,

1

H, = Z’ni;i X (; X ;i),

i

ﬁc == Zmimzwiﬂ. == Mrzw/;.

Ahora, j, = (g sen )/2 = g/4.
Al concluir los 10 seg y, = —g« = 5g/2r. Entonces
H, = (17 — uFo) X M g,o + Mr? E—k
o, = Merg | SMg’ 7 = 5Mgrk.

2 2

4.8 Cdlculo de la energia cinética de un sistema de particulas. La
energia cinética de un sistema de particulas también se puede expresar
en dos partes en una forma semejante a la expresién para la cantidad
de movimiento angular. Para la particula i la energia cinética es

T, = -} miv? = % mi (Fi - #4). (4.35)
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Sustituyendo #; = 7, + p; y sumando sobre todas las particulas, tenemos
-4 1 . e . -
T= L T; m“ézmi(?c +pi) * (e + i),
i i

i . . . ES
T:QZmi["rc“?c-FZ?c‘pi + pi* pil,

H

1 . d _ 1 .
T = -é- Muv2 + 7 - E; Z mips -+ 'Q* Z mgﬁp;z» (4‘.35}

El segundo término del segundo miembro de la ecuacién 4.36 es cero
por la definicién del centro de masa. Entonces la ecuacién 4.36 se trans-
forma en

! 1,
T =5 Mo + ZE mipit. (4.37)
%

La energia cinética total puede expresarse como la suma de la ener-
gia cinética de una particula con una masa igual a la masa total del sis-
tema y con una velocidad igual a la del centro de masa del sistema, mis
la energia cinética del sisterna relativa al centro de masa. Este Gltimo
término se escribird mas adelante de manera distinta, cuando se discuta
el movimiento del cuerpo rigido.

E]emplo 4.10. Hallar la energia cinética del aro del ejemplo 4.6, 10 seg des-
pués de haberse soltado desde el reposo. 4 = 30°.

1
= —'2- Mo + 2‘2“ mip;,

B3] = |opil,

1 1 1
) L
L

Ya que

Del ejemplo 4.9

5 5
Uc=~§-g y W == éé-
Entonces
. 1 5¢\2 1 2 5g\?
T = 2 M (“é‘) -+ 2 MT (“2—;) >
25 2
T = ) Mg
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PROBLEMAS

4.1, Un aro delgado de masa m y radio @ se coloca en un plano inclinado. Se
supone que el coeficiente de rozamiento cinético y es pequefio, de manera que
el aro desliza y rueda simultineamente. Describir el movimiento del centro
de masa.

TN

4.2. Una particula grande tiene una masa M y una velocidad ». Repentina-
mente se rompe en varias particulas pequefias que se mueven en todas direc-
ciones. Determinar el movimiento resultante del ceniro de masa de las diver-
sas particulas.

4.3. Dos particulas m, y m, estin unidas por una cuerda que pasa por una
polea lisa, como en la méquina de Atwood. Hallar la aceleracién del centro
de masa de my y mg, despreciando la masa de la polea.

4.4. Localizar el centro de masa de tres particulas de masas m, 2m, 3m situa-
das en los vértices de un tridngulo equilétero.

y

Fig. P-4.4
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4.5. Localizar el centro de masa para el sistema de cuatro particulas que se
muestra, La arista del cubo tiene la dimensidn a.

Fig. P-4.5

4.6. Localizar el centro de masa de un hemisferio de densidad uniforme.
4.7. Localizar el centro de masa de un cascarén hemisférico.
4.8, Localizar el centro de masa de un hemisferio si el peso especifico ¢ va-

ria linealmente a lo largo del radio desde un valor 3y en el centro de la base
hasta un valor de +y en la superficie.
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4.9. Hallar el centro de masa de los sistemas que se muestran considerando
subsistemas apropiados. '

a) Cuatro barras delgadas cada una de masa m y longitud .
b) Un hemisferio homogéneo y un cono circular recto.

¢) Cuatro barras y un aro delgados, el material de que estdn hechos tiene
la misma masa por unidad de longitud.

(b)

(c)
Fig. P-4.9
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4.10. Se tira de un cable de longitud [ con una velocidad v, tal como se mues-

tra, el cable estid en un plano horizontal. Hallar la velocidad del centro de masa
como una funcién de 9.

Fig. P-4.10

4.11. Dos particulas de masas 3m y 5m se mueven con velocidades 3v y 2v

respectivamente, en la direccién que se muestra. Determinar (en la posicién
indicada) :

a) La posicién del centro de masa.

b) La velocidad del centro de masa.

¢) La energia cinética del sistema.

d) La cantidad de movimiento lineal del sistema.

Fig. P-4.11

4.12. Determinar la energia cinética y la cantidad de movimiento lineal de la
maquina de Atwood en términos del tiempo, si el sistema se suelta desde el
reposo en £ = 0. Ver problema 4.3.
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4.13. Tres particulas inician su movimiento con velocidades constantes desde

la posicién gue se muestra, si ¥, = 57 + 37 m/seg, U, = 61 m/seg y U, =
47 — 27 m/seg, determinar:

a) La velocidad del centro de masa.

b) La ecuacién de la trayectoria del centro de masa.
¢) La energia cinética T del sistema. _

d) La cantidad de movimiento lineal p del sistema.

Y

Fig. P-4.13
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4,14. Un tubo doblado para dar un cambio de direccién de 180°, se acopla y
se fija en su sitio mediante un total de n pernos en los dos bordes. Si el tubo

tiene un 4rea A de seccibn transversal y por él pasa un flaido de densidad p,
bajo una presién p y a una velocidad v, hallar la fuerza en cada perno.

Fig. P-4.14

4.15. Tl agua fluye a través del conducto que se ve a razén de 1.4 m®/seg. La
presién del agua es de 1000 kg/m? aguas arriba y de 91 kg/m? aguas abajo. De-
terminar la fuerza resultante que ejerce el agua sobre las paredes del estrecha-

miento.
Qea = 0.70 m2

- N

Area = 0,35 m2

Fig. P-4.15
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4.16. Un chorro de agua (y = 1000 kg/m3) choca contra un 4labe fijo de me-
tal con una velocidad de 182 m/seg. Determinar la fuerza resultante necesaria
para sostener el 4labe. El chorro tiene un 4rea de 19 cm?

Fig. P-4.16

4.17. Si el 4labe del problema 4.16 se mueve con una velocidad ul (3 —

7)/ V2], hallar el valor de u de manera que la paleta desarrolle la méxima
potencia. ;Cull es la potencia mixima?

4.18. Un fléido se descarga del tubo que se ve 2 razén de Q m3/seg. El 4rea
de la salida es 4, m? y de la entrada 4, m? La presién medida en Ia entrada
es p1 kg/m? y la presién a la salida es la atmosférica. Determinar la fuerza
y el par resultantes que ejercen las bridas de soporte sobre el tubo.

d

Jja

Ag

Z

U1

Fig. P-4.18

4.19.. Una corriente de fltido de densidad p» 4rea A de seccién transversal y
velocidad v es desviada por la superficie de un bloque de masa M que desliza
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sin rozamiento sobre un plano horizontal. El flGido se desvia un 4ngulo o re-
lativo al bloque.

a) Hallar la fuerza que ejerce el fliido sobre el bloque.

b) Si el bloque empieza a moverse desde el reposo en ¢ = 0 con velo-
cidad cero, hallar la velocidad del bloque como una funcién del
tiempo.

B

I

Fig. P-4.19

4.20. Si en el problema 4.19 el coeficiente de rozamiento cinético entre el pla-
no horizontal y el bloque es yy, hallar la velocidad final que alcanza el bloque.

4.21. Una caja de arena se desliza desde el reposo hacia abajo de un plano liso
con inclinacién o. La masa de la caja es my y la masa inicial de la arena
es m, La arena sale de la caja hacia abajo del plano con una velocidad v,
relativa a la caja y a una razén constante de & kg/seg. Hallar la velocidad de
la caja cuando ha salido toda la arena.

4.22, Una gota de lluvia de peso inicial wy kg cae desde el reposo a través
de una nube de espesor a m. Al caer la gota gana peso a razén de b kg/seg.
Las gotitas de la nube estdn en reposo con relacién al suelo. Al movimiento
de la gota se opone una fuerza proporcional al cuadrado de la velocidad. De-
mostrar que la ecuacién diferencial del movimiento es

dv+ (b + gk)v*

dx we + bx

4.23. Demostrar c6mo se mediria el empuje de un cohete haciendo una prue-
ba cuando estd fijo. Suponiendo que se conoce la razén con que se quema el
combustible, ¢cual es la velocidad de los gases que escapan con relacién al
cohete?

4.24. Un cohete cuyo peso total es W, + W, se lanza verticalmente desde la
superficie de la Tierra. El combustible se quema a una razbén constante de
k kg/seg y los gases son expulsados a una velocidad constante z; relativa al
cohete. Suponiendo que la atraccién gravitacional es constante y despreciando
la resistencia del aire, hallar la velocidad del cohete como una funcién del
tiempo. ¢Cuél es la velocidad del cohete cuando todo el combustible W; se
ha agotado?
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4.25. El extremo de una cadena cae por el orificio de una mesa lisa y hace
«que los eslabones restantes le sigan. Se supone que los eslabones en reposo ad-
-quieren su velocidad instantdneamente debido a un choque pléstico con los esla-
bones en movimiento. Despreciando todas las resistencias de rozamiento, hallar
la velocidad de la cadena en términos de x, que es la longitud de la cadena en
movimiento. La cadena tiene una longitud ! y un peso y, kg/unidad de longitud.
En x = 0, v = 0. También hallar la pérdida de energia cuando x = [y el
tiempo neecsario para que el Gltimo eslabén abandone la mesa.

4.26. Una cadena uniforme de masa y por unidad de longitud esti arrollada
sobre un saliente horizontal situado en la parte superior de un plano liso incli-
nado a un Angulo @ Una masa M estd fija en un tramo de la cadena y se
empuja del saliente con velocidad cero. Demostrar que la ecuacién diferencial
del movimiento es (M + px)(dv/dt) + pv® = (M + px)g sen g, donde x
es la longitud de la cadena a lo largo del plano.

4.27. En cada uno de los siguientes sistemas, las particulas tienen una masa m
y una velocidad v como se indica. Para cada sistema calcular las siguientes
«cantidades:

a)
b) Ho.

>

|

NN

{a) (b) (©

Fig. P-4.27

4.28. Una particula de masa m gira alrededor de un punto 4 sobre el plano
horizontal liso xy. La velocidad angular de la cuerda inextensible de masa
despreciable y de longitud 7, que la une con el punto 4, es o. Dar una respues-
ta a lo siguiente:

a) Con respecto al punto A4:
(1) ¢Cuél es la energia cinética de la particula?
(2) ¢Cuél es la magnitud de la cantidad de movimiento lineal?
(3) ¢Cuél es la magnitud de la cantidad de movimiento angular?
(4) ¢La cantidad de movimiento lineal es constante?
(5) ¢La cantidad de movimiento angular es constante?
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b) Con respecto al origen:
(1) ¢Cu4l es la energia cinética de la particula?
(2) ¢La cantidad de movimiento angular es constante?
(3) Si su respuesta en la parte (2) es 8i, ¢cudl es este valor cons-
tante?
(4) Si su respuesta en la parte (2) es No, dé los valores méximo y
minimo de Ia cantidad de movimiento angular.

Yo

Fig. P-4.28

4.29. Un péndulo simple se suelta desde el reposo en § = 30° y choca plis-

* ticamente (e = 0) con otro péndulo que estd suspendido verticalmente quieto.

Inmediatamente después del choque hallar paia el sistema lo siguiente:

a) E_
b) He.
¢) T.

d) T (la tensién en cada cable).

Hallar también la altura méxima & alcanzada por las particulas y las tensio-
nes 77 de los cables en esa posicién.

Fig. P-4.29
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4.30. Cada una de cuatro particulas de masa m estd unida a un aro de masa

despreciable que estd en libertad de moverse sobre el plano horizontal liso xy.
Para este sistema de particulas, hallar

a) Las coordenadas del punto del sistema que tiene aceleracién cero
en el instante en que se aplica F = F (sen ¢ 7 + cos g 7).
b) La posicién angular ¢ del aro como una funcién del txempo si

F se mantiene a un angulo fijo con el aro. Tomar ¢ = ¢ =
para ¢t = 0.
c) La trayectoria del centro de masa del sistema si F = F,i, + F5
es una fuerza constante. Para t = 0, 7, = _c = 0.
Yo, ¥

Xoy x

(b)t>0

Fig. P-4.30
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4.31. Dos particulas, cada una de masa m, se deslizan con una rapidez constante
v relativa al cono, a lo largo de dos generatrices de éste. Si se hace girar el cono
a una velocidad angular constante ok y solamente se considera la masa de las

particulas, hallar el momento Mk necesario para hacer girar el cono como una
funcién del tiempo. En ¢ = 0 las particulas parten desde el vértice.

Fig. P-4.31

4.32. Dos particulas de masa m, y m, estin unidas por una cuerda inexten-
sible de peso despreciable y de longitud I Las dos particulas se mueven bajo
la accién de la gravedad, en tal forma que la cuerda siempre est4 sometida
a una fuerza de tensién. Demostrar que la velocidad angular ¢ de la cuerda
es una constante y hallar la tensién en la cuerda como una funcién de m,, m,,
) Y o
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4.33. Una masa m se mueve sobre una trayectoria horizontal de radio 7y com

una rapidez vo. Mediante la fuerza F el radio de la trayectoria se reduce a .
Hallar:

a) La nueva velocidad de m.
b) El trabajo efectuado por F.

o e e

Fig. P-4.33

4.34. El sistema de cuatro particulas y varillas ligeras estd inicialmente en re-
poso en el plano horizontal xy y puede girar libremente alrededor de un pivo-
te en O. Las otras dos masas giran libremente en torno al eje z con velocidad
angular ok y llegan a caer en O.

a) Hallar la velocidad angular resultante de las barras cruzadas.
b) Calcular el porcentaje de pérdida de energia cinética.

2r 0O 2r

2r

Fig. P-4 34
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4.35. Cuatro masas m situadas en un dispositivo de barras en cruz de peso des-
preciable giran en un plano horizontal con velocidad angular ok alrededor de
un punto fijo 0. Una masa 2m con una velocidad ¥ = 2 7y tiene un choque
plastico con una de las masas m en la posicibn que se muestra. Para este sis-
tema de cinco particulas, calcular para el choque (¢ = 0), en la posicién in-
dicada, lo siguiente:

a.) AEQ.
b) AT.
c) Ap.

Fig. P-4.35

4.36. Resolver el problema 4.35 si el punto O no estd fijo y el movimiento
tiene lugar sobre un plano horizontal liso.
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4.37. Un tubo helicoidal de radio R estd sostenido de tal manera que puede
girar libremente alrededor del eje vertical z. Agua de densidad p fluye por el
tubo y sale con una velocidad v relativa al mismo. El tubo tiene un 4rea 4 de
seccién transversal y forma un 4ngulo constante ¢ con el plano horizontal. Ha-
Hlar la velocidad angular del tubo.

2

Fig. P-4.37

4.38. Dos particulas tienen las posiciones y velocidades que se indican. Para
este sistema hallar lo siguiente:

a) 7,
b) Ho.
¢) H,
d) T.

e) La energia cinética relativa al centro de masa.

#
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Fig. P-4.38

4.39. Tres particulas idénticas cada una de masa m estin unidas por barras
rigidas de peso despreciable y de longitud I Si la particula de la derecha tiene
una velocidad constante vy7, hallar:

a) 7
b) T.
c) p.
d) H,.

Fig. P-4.39

4.40. Hallar la energfa cinética del cable del problema 4.10 como una fun-
cién de 4.
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4.41. Una barra delgada de longitud ! y masa M adquiere una velocidad an-
gular wk. Hallar H, vy T integrando sobre toda la longitud de la barra.

Fig. P-4.4}

442. El aro que se muestra tiene una velocidad angular o, alrededor de su
propio eje y al mismo tiempo gira alrededor del eje y con velocidad angu-
lar @, Los ejes estin fijos al aro. Analizar el aro como un sistema de par-
ticulas y deducir una expresién para la energia cinética T' y la cantidad de
movimiento angular Hy del aro en términos de M, r, wy ¥ @g

¥y

Fig. P-4.42
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4.43. La barra delgada de masa M, longitud ! y centrada con un pasador en

el origen, gira alrededor del eje x con velocidad angular constante §. Al mismo

tiempo la barra gira en torno al eje Z, con velocidad angular constante . El
sistema xyz estd fijo a la barra y el eje x se mueve en el plano XY, Hallar
la componente del momento A,. Resolver el problema tratando la barra como
un sistema de particulas. Noétese que la velocidad angular de la barra es

o = 07 + ¢ sen g7 + ¢ cos Gk.

Zo

¥,

Fig. P-4.43

4.44. Un aro de masa total M y radic a tiene un pasador en un punto de su
circunferencia y se encuentra en un plano vertical. Cuando el aro se suelta des-

de el reposo, hallar . Tritese como un sistema de particulas.

y

w

Fig. P-4.44
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4.45. Dos particulas de masa m est4n unidas a un aro de masa despreciable.
Si el aro se mueve sin deslizamiento sobre el plano horizontal, hallar la acele-
racién del centro de masa cuando el aro se suelta desde el reposo en la posi-
cidn que se muestra. ;Cudl es el ‘coeficiente de rozamiento minimo necesario
para evitar el deslizamiento?

Fig. P-4.45

5

Dindmica de los

cuerpos rigidos

5.1 Introduccion. En el capitulo 4 se vieron los fundamentos para el
analisis dinamico de los sistemas de particulas. Ahora se aplicaran esos
fundamentos al estudio del movimiento general de un cuerpo rigido
como ejemplo especifico de un sistema de particulas, que estin rigi-
damente fijas una con relacién a otra. Tal cuerpo se puede observar
como una distribucién continua de materia que se subdivide en pe-
quefios elementos arbitrarios de volumen dr, que son las particulas del
sistema.

La posicién de un cuerpo rigido en completa libertad de moverse en
el espacio de tres dimensiones se puede definir univocamente mediante
seis coordenadas independientes. Coonsideremos el siguiente método para
fijar la posicién de un cuerpo rigido. Se localiza un punto del cuerpo
por sus tres coordenadas. En seguida, se da la direccién de una recta en
el cuerpo, que pasa por el punto, mediante sus tres cosenos directores.
Sin embargo, solamente dos de éstos son independientes. Finalmente, se
localiza la posicién de un plano en el cuerpo que contiene a la recta,
mediante un angulo que se mide desde un plano de referencia fijo. Asi
pues, estas seis cantidades sirven para fijar la posicién de cada particula
del cuerpo rigido. Por cada coordenada independiente que se requiere
para fijar la posicién de un sistema de particulas, diremos que el siste-
ma tiene un grado de libertad. Por lo tanto, un cuerpe rigido sin nin-
guna restriccién tiene seis grados de libertad.

El movimiento genera] de un cuerpo rigido queda definido por seis
ecuaciones diferenciales escalares (o dos vectoriales) que corresponden
a los seis grados de libertad, tres grados lineales y tres angulares (o de
rotacién). Sin embargo, por lo que toca a las ecuaciones lineales, ya he-
mos visto que el movimiento del centro de masa de cualquier sistema
de particulas incluyendo un cuerpo rigido es idéntico al de una sola

279
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particula con masa igual a la del cuerpo rigido y sujeta a las mismas
fuerzas externas. En forma de ecuacién podemos escribir

M7, = F. (5.1)

Las tres ecuaciones escalares (o una sola ecuacién vectorial) que
describen el movimiento angular de un cuerpo rigido necesitan ser dis-
cutidas y desarrolladas en detalle. Estas ecuaciones se obtienen de la con-
sideracién del momento de la cantidad de movimiento de un cuerpo
rigido.

5.2 El momento de la contidad de movimiento de wn cuerpo rigide.
En esta seccién calcularemos la cantidad de movimiento angular H para
un cuerpo rigido con respecto a un origen arbitrario 0, Para este sistema
de particulas los vectores de posicién p; son de magnitud constante.

Situaremos en O’ un sistema mévil de coordenadas xyz y para nues-
tras consideraciones, fijo en el cuerpo. Los ejes x, v, z y el cuerpo giran
con velocidad angular & = ws + w,] + w.k con relacién al sistema iner-
cial primario Xo¥.Z,.

El elemento de volumen dr de la i-ésima particula se localiza en el
sistema xyz mediante su vector de posicién

pi = 21 + 97 + zk.

" .
La ecuacién angular general para un sistema de particulas es

o Y d ) . o
e X MB + 372.—‘5‘ X migi = M. (5.2)

Fig. 5.1
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Si ahora exigimos que O’ satisfaga una de las condiciones (seccion
4.6) que hace que el primer término de] primer miembro de esta ecua-
cién sea cero, entonces la ecuacién 5.2 toma la forma

d - - d = s
WZ B X mis = o () = B (5.3)
i
En el caso de una distribucién continua de materia, m; se sustituye por
pdr = dm, p; = p, y la suma se transforma en una integral, Entonces
tenemos
fﬁ (X p) dm = H. (5.4)

Para un cuerpo rigido las distancias entre las particulas no cambian
y los vectores p son de magnitud constante. Entonces la velocidad de dm

relativa a O’ llega 2 ser p = & X p. La introduccién de esta suposicién
de cuerpo rigido, en la ecuacién 3.4, hace que se tenga

fA X (o % p)]dm = B (5.5)

E! triple producto vectorial que aparece en la integracion se puede des-
arrollar directamente por la regla del factor medio. Haciendo esto H’ se
puede escribir

Ll p)e— (-3 dm
= 16+ + ) o + 0] + o)
— (%05 + Yoy + 205) (%1 + 9] + 2k)]dm

Finalmente, las componentes cartesianas de H son
H! = w"‘f (y? + 22) dm-—myf xy dm — oz fﬁzx dm,
4 4

H :.:m—wfoxydm +WL (x2+z"’}dm~mzfAyzdm, (5.6)

¥y
H = —a, f zx dmmmyf yz dm -+ n)z«f (x* + y?) dm.
o o4 4 4

Las componentes de la velocidad angular quedan fuera de los signos de
integracién, puesto que son las mismas para todo elemento de masa del
cuerpo y por ende son constantes para las integraciones. Estas integrales
que aparecen en las ecuaciones 5.6 est4n definidas con respecto a los ejes
xyz, son constantes geométricas del cuerpo rigido determinadas solamen-
te por la forma del cuerpo y la distribucién de masa. 5i no hubiéramos



282 MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS

fijado rigidamente en el cuerpo el sistema mévil de coordenadas, estas
integrales no serian constantes excepto para el caso especial donde un
cuerpo gira alrededor de un eje de revolucién. Es posible tener un sistema
de coordenadas xyz girando con una velocidad angular diferente a la
del cuerpo rigido, pero en general es méis conveniente fijar el sistema
xyz en el cuerpo.

Introduciendo la siguiente notacién para las integrales que aparecen
en las ecuaciones 5.6, las componentes de la cantidad de movimiento se
pueden escribir en una forma méis concisa.

Haciendo

IA (¥* + 2%) dm = I, etc,,

f xydm = Iy, etc.
J 4
Las ecuaciones 5.6 toman la forma

7
Hx = Iz.'cmz - Lgyy — Iza,-“’z

H) = —Iyoe + Iy oy — Iy, (5.7)

H; = ’“’Izmw:c*"lyzﬂ)y -+ Iz:ﬂiz

Una disposicién de nueve términos tales como los que aparecen en

el segundo miembro de las ecuaciones 5.7 recibe el nombre de matriz o

tensor. El tensor particular que da H’ para un cuerpo rigido se llama

el tensor del momento de la cantidad de movimiento o simplemente ten-

sor de inercia. Los términos I,,, Iy, e I, se llaman momentos de inercia
y los términos Iny, Iy, e I, se llaman productos de inercia,

', Hy y H; explicitamente expuestos en las ecuaciones 5.7 son las

componentes escalares del vector momento angular H’; de ahi que

H = Hi + Hj + H'E. (5.8)

La ecuacién general para la rotacién de un cuerpo rigido (ecuacién

5.3) es

"’M‘fx%(ﬁf) :ﬁ;z+H"+H;E+H'ii+H'ﬁ+H' dk (5.9)

*dt  Tvdt T Uidr”
Recordando que

d__ . - T
T =0 X = o] — wyk,
dj - - -
?jZ:mX]"——’-'ka“—mzl,
de = - -
E—: o X k= Wyl — wg]
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y de la ecuacién 5.7

F7 e . »
H = I 20z — L pyldy — I 2n002,
H;

5 = doybg + Iyyisy — Iyis,

]

H : =l oy ‘“‘""Ig/z(;)u -+ I zz‘bz)

La ecuacién 5.9 toma la forma
M = (H,—oH + o H)i + (H,—u H, + o H.)]
+ (H,—oH, + o H)E  (5.10)
La ecuacién de movimiento del centro de masa es
F = M¥, = M(id + ¥ej + k), (5.11)

donde 7, es un vector de posicién que va del origen de un sistema iner-
cial primario al centro de masa de un cuerpo rigido.

La ecuacién 5.10 junto con la ecuacién 5.11 dan las seis ecuaciones
escalares que describen el movimiento de cualquier cuerpo rigido.

Es importante hacer notar que en la ecuacién 5.10, oz, oy, . estin
referidas al sistema mévil de coordenadas xyz y debe tomarse especial
cuidado al relacionar & con algunas direcciones fijas si las soluciones de
esta ecuacién han de dar 4ngulos, que definen la orientacién del cuerpo
rigido en el espacio.

Antes de poder aplicar eficazmente estas ecuaciones en el anilisis del
movimiento de un cuerpo rigido, serd necesario discutir brevemente la
determinacién de los momentos y productos de inercia.

5.3 Célculo de los momentos y productos de inercia. Los momentos
y productos de inercia de un cuerpo rigido deben ser conocidos antes que
pueda describirse el movimiento angular. Con referencia a la figura 5.2,

y

Cuerpo rigido

Fig. 5.2
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las siguientes integrales definen los momentos de inercia de un cuerpo
rigido con respecto a los tres ejes de coordenadas x, y, z:

Im = 4‘(‘«1. (y2 -+ Zg) dm,
1, = fA (22 + x2) dm, (5.12)

Lo = fﬁ (x* + 92) dm.

En cada integral el término contenido en los paréntesis representa el cua-
drado de la distancia perpendicular desde €l eje bajo consideracién al ele-
mento de masa. Esto es, (y* + 22) es el cuadrado de la distancia del
elemento de masa dm al eje x. En algunas ocasiones los momentos de
inercia se escriben en la forma I, = Mk etc., donde M es la masa
total del cuerpo y la cantidad k, se llama radio de gire del cuerpo con
respecto al eje x.

Los productos de inercia estan definidos por las siguientes integrales:

L, = f xydm = I,
4

1 = f yzdm = I, (5.13)
A

Jop = f e dm = I,
A

Los momentos de inercia siempre serdn positivos a causa de los cua-
drados de las distancias que contienen. Sin embargo, los productos de
inercia pueden ser positivos, negativos o cero. Esto se puede ver obser-
vando las integrales en las ecuaciones 5.13. En el caso de un cuerpo ri-
gido que tiene dos planos de simetria perpendiculares, los productos de
inercia seran cero si dos de los planos coordenados coinciden con los pla-
nos de simetria. Por ejemplo, en la figura 5.3 se ve que para el elemento
de masa dm situado en el punto x,, i, existe un elemento correspon-
diente de igual masa situado en x,, y,, donde x, = ~=x.. Por lo tanto,

x1y1 dm - xgyl dm o= 0

] Axy m

por idénticos argumentos se demostraré que I,, = I,, = 0.
Cuando se conocen los momentos y productos de inercia con relacién
a un sistema de ejes, rapidamente se pueden determinar con respecto a
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Fig. 5.3

e
otro sistema de ejes paralelos por medio de una férmula de traslacién.
Esta férmula se simplifica considerablemente, si uno de los ejes pasa por
el centro de masa. Por consiguiente, deduciremos la férmula de trasla-
cién para ejes paralelos uno de los cuales pasa por el centro de masa
del cuerpo. Si consideramos el momento de inercia del cuerpo rigido de
la figura 5.4, con respecto al eje y, tenemos

Iy = [ [(#e+ )+ (z + 2)]dm,
A
donde

Pec = Xol + yci + zck

o =x1+yj+ 7k

il

z

Fig. 5.4
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Ly=(x2+y8) [ dm+ [ (#2422 dm
L. | A

+ 2xcfo’dm + 22 fAz’dm.

Las dos wltimas integrales valen cero puesto que el origen del sistema de
coordenadas x Y 2 esta en el centro de masa del cuerpo rigido, esto es, y,
pasa por el centro de masa. Observamos que %2 + 22 es el cuadrado de
la distancia perpendicular p, del eje y al origen de los ejes x vz, De
ahi que la primera integral es simplemente

(%6 + ye2) f L dm = Mp;

La segunda integral es el momento de inercia con respecto al eje y,, es
decir,

fA (xlz + 2’2) = 'Ill’nf/v‘
De manera que
Iy =1,,, + Mp?. (5.14)

Debe recordarse que pueden hacerse traslaciones entre ejes que son
paralelos mediante la ecuacién 5.14 solamente si un eje pasa por el cen-
tro de masa del cuerpo; no obstante, se puede usar la férmula de tras-
lacién en dos pasos sucesivos para hacer el traslado de un eje a cualquier
eje paralelo, usando un eje paralelo a los dos que pasa por el centro de
masa como paso intermedio.

Una férmula similar se cumple para la traslacién de los productos
de inercia.

Ly = Iy, + Mxyy., (5.15)

donde #. y . son componentes de pe (ver la Fig. 5.4) y nuevamente los
ejes xcyozc son paralelos al sistema xyz y el origen C esti en el centro de
masa del cuerpo rigido.

El célculo real de los momentos y productos de inercia se puede lle-
var a cabo por dos métedos. Primero, utilizando las definiciones y efec-
tuando las integraciones necesarias, Segundo, dividiendo el cuerpo en
subsistemas, esto es, formas geométricas mas simples para las cuales se
conocen los momentos y los productos de inercia o se hallan en las tablas
(ver .apéndice A). Después, usando la férmula de traslacién y sumando
por separado los valores, se obtienen los resultados que se desean.

En forma de ecuacién

Ipe = Z (Tew.) i + ZMj (pa*) 4 (5.16)
i §
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Ly= ) (o) i + ) Mi(xe)5(3) 5 (5.17)
j i

donde la suma se extiende a todas las formas geométricas en que se ha
dividido el cuerpo rigido.

Ejemplo 5.1. Calcular el momento de inercia I,, y el producto de inercia I,
para un paralelepipedo rectangular. Por integracién directa tenemos

I, = fff (x2 + yz) dm:
= fo fo: p(y* + 9*) dxdy dz,
= f;pr(%s- + y2a> dy dz
3 f;p(fg’iﬂ-s”f)dz,

b
I =Pa—3€ (a* + b%).

Puesto que
p(ab(:) == M,
2 + b2
o (£42).

Fig. 5.5
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El producto de inercia es

I,ympf;f:;j:xydxdydz,
NS

c a2b2
=p | G

a®bic ab

Ejemplo 5.2. Consideremos ahora un cuerpo rigide donde se puede hallar el
momento de inercia sumando los momentos de inercia de las formas geomé-
tricas elementales que constituyen el cuerpo rigido. La rueda de la figura 5.6
consiste de una llanta delgada con diAmetro de 75 cm y peso de 12 kg, su espe-
sor es despreciable; un tambor cilindrico de 12.5 cm de didmetro y con peso
de 6 kg v cuatro rayos que pesan 3 kg cada uno. Para hallar [,, en esta rueda
es conveniente usar una tabla (como la tabla 5.1) donde se tabulan el mo-
mento de inercia Loy, y el término de traslacién Mp,* para cada elemento a
fin de facilitar los calculos.

i

En la descripcién del movimiento del cuerpo rigido las ecuaciones
angulares se simplifican enormemente si se elige un sistema de ejes (ejes
principales) para los cuales los productos de inercia son cero. Afortuna-
damente, siempre existe tal sistema de ejes. Un teorema muy importante
llamado el teorema de los ejes principales establece: En cualquier punto
de un cuerpo rigido es posible hallar un sistema de ejes rectangulares de
coordenadas tal que los productos de inercia sean cero y solamente exis-
tan los tres momentos de inercia. Estos valores de los momentos de iner-
cia se llaman “momentos principales de inercia” con relacién a los ejes

Fig. 5.6
75 ¢cm
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principales. Queda més alld de la finalidad de este libro demostrar este
teorema o presentar el método de hallar los ejes principales para un
cuerpo rigido arbitrario.>* Sin embargo, segiin se establecié previamen-
te, para cualquier cuerpo rigido que tiene dos planos de simetria perpen-
diculares, se puede determinar por observacién un sistema de ejes prin-
cipales, es decir, haciendo que dos de los planos de coordenadas coincidan
con los planos de simetria. El resto de este capitulo estd destinado al
movimiento de ciertos cuerpos rigidos que tienen dos planos de simetria
perpendiculares y, consecuentemente, los ejes principales se pueden elegir
por observacién,

5.4 Traslacién de un cuerpo rigido. El tipo més simple de movimiento
de un cuerpo rigido es en el que cada particula del cuerpo tiene el mis-

mo desplazamiento y por ende la misma velocidad y aceleracién, O de
otra manera, la traslacién es el movimiento para el que & = 0. Entonces

las ecuaciones de movimiento tienen esta forma sencilla
F = M(3d + ¥ + 2.k), (5.18)
Ky /2 (3 72 ' [
M = M7+ M7+ Mk = 0. (5.19)
En la ecuaci6n 5.18 los ejes coordenados generalmente se pueden ele-
gir de manera que una o dos de las componentes de la aceleracién sean
cero. La ecuacién 5.19 se debe tomar con respecto a un punto O’ situa-

do en tal forma que el término pe X MR de la ecuacién 4.30 sea cero.
El dnico punto que satisface este requisito es el centro de masa. Esta
ecuacién da la informacién sobre las fuerzas de reaccién necesarias para
mantener un cuerpo rigido en traslacién.

28
El término 5. X MR puede conservarse, entonces la ecuacién de mo-
mentos para la traslacién es

e X MR = M. (5.20)

La ventaja de usar esta ecuacién es que ahora se puede tomar como 0’
cualquier punto conveniente. De esta manera se pueden eliminar de nues-
tra consideraci6n las fuerzas concurrentes desconocidas, evitando las ecua-
ciones simultineas. En principio ninguna ventaja se gana si se conserva
este término.

* Housner and Hudson, Applied Mechanics, Dynamics, Van Nostrand, 1950,
pags. 154-159,

2 McCuskey, Introduction to Advanced Dynamics, Addison-Wesley, 1957, pags.
113-119,
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i 5

(a)

Fig. 5.7

Ejemplo 5.3. Determinar la fuerza P necesaria para mantener el cilindro en
una posicién fija con relacién a la cufia. El coeficiente de rozamiento entre el
cilindro y la cufia es f y entre la cufia y el plano horizontal es e

Las ecuaciones de movimiento para el cilindro son

Frk = 0,
O sea
F=0,
y - oo - aaue
N(senai + cose) — M.g7 = M.
Esto da
_ Mg
T cosa
v ,

X = gtange.
De la figura 5.7¢ podemos escribir
(P—pN1)i + (Ni— Mug— M) = (M + M) g tang a i,

de la cual

P = (My + M) (p + tang ) g.

Ejemplo 5.4. El 4ngulo uniforme de hierro ABC tiene una masa M. Estd ar-
ticulado en D y sostenido por un cable en E. Si el cable tiene una fuerza de
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Fig. 5.8

ruptura T, hallar la aceleracién minima @ = a,i + a,j necesaria para romper
el cable. Ver la Fig. 5.8.
El centro de masa se localiza con

i . -
- _5 (M/2) 600) + (M12) (6%5) _ 5, g7 e,

Te = ZMJ. ==

J

Para el movimiento del centro de masa tenemos

F = M7,
Dai + (Dy + T—Mg)j = M(ad + &),
Dz = Maz, (a)
D, + T—Mg = Ma,. (b)
La ecuacién angular
M.,=0
da
90Tk — 30D,k — 30D,k = 0. (¢)

Sustituyendo las ecuaciones @ y b en la ecuacién ¢, obtenemos
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4T
az“i'ay:—“‘-'-ﬂ-wg.

Ahora no es posible resolver a, y g, independientemente. Asi que supondremos
que @, = Aa, donde ) es un parAmetro escalar. Entonces

1 raT P
2 . a2 2 2 el .

Para hallar el valor de A que hard que la aceleracién sea minima, calculamos

d\ M

Resolviendo para ), se tiene

4 (@) = [_%ij ]2{{1 + M2(1 4 )] + [+ AT#(20)} = 0.

A= 1.

Entonces la aceleracién minima es

2T g -
4= {-==—21} (300 + 307).
@ ( W 2)( 1+ 307)
Ejemplo 5.5. Determinar todas las fuerzas desconocidas que actiian sobre la
barra lateral de una locomotora. El centro de masa de la barra estd situado
como se indica y ambos extremos estin unidos mediante pasadores lisos. Las
ruedas tienen una velocidad angular -—ek rad/seg y una aceleracién angular

—ak rad/seg/seg y ruedan sin deslizar. Ver figura 5.9.

La barra lateral tiene el movimiento de traslacién curvilinea. La acelera-
cién del pasador en 4 se puede determinar mediante la ecuacién de movimien-
to relativo.

(b)
Fig. 5.9



294 MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS

Fa=R+oXp+aox(@xp),

Pa = aii— ok X b(sen 07 + cos 0 7) —

ok X [—ok X b (sen 07 + cos 67)],

74 = (@b + b cos 6 — bo®sen 0)7 + (—bo sen 6 — ba? cos §)7.

Asf que la ecuacién lineal para la barra toma la forma
(As + Bp)t + (Ay + B,— Mg)7 = M[(ao + bé cos — bo? senfl )1
+ (—ba sen § — bw® cos 0 )]

Sustituyendo en la ecuacién de momentos (5.20), con respecto al punto 4

5
se tiene

6t X M[(ai + b cos § — bo? sen 0)7 + (—bis sen 0 — bo? cos 4)7]
= ¢1 X —Mgj + li X Byj.

Esta ecuacién da directamente B, como

B, = -Afl[i[g»mb(&)senﬁ + w?cos8)].

Ahora se puede resolver la ecuacién lineal para 4,

4, = y;[gmb(ésen ¢ + w®cosf)].

Todas las ecuaciones independientes de la dinimica del cuerpo rigide han
sido escritas. El problema estd indeterminado en las reacciones horizontales

A, vy B, A falta de otra informacién adicional sobre este problema podria
suponerse que 4, = B,.
Entonces

Ae = By = %{[mb + b(scosf— w®sen 6)].

5.5 Movimiento plano de un cuerpo rigido. En el movimiento plano
de un cuerpo rigido, cada elemento del cuerpo se mueve paralelamente
a algtn plano de referencia que est4 fijo en un sistema inercial primario.

Sin embargo, esta restriccién sobre el movimiento simplifica conside-
rablemente las ecuaciones generales de movimiento. Consideremos el
cuerpo rigido de la figura 5.10 que est restringido de tal manera que
todos sus elementos se mueven en un plano paralelo al plano X,Y,.

En un punto arbitrario O’ del cuerpo rigido fijamos un sistema mé-
vil de coordenadas xyz de manera que el plano xy sea paralelo al plano

XY, y el 4ngulo ¢ define el 4ngulo entre el eje x y la direccién fija del
Eje X(),
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Y,

Zo
Fig. 5.10

Antes de establecer las ecuaciones de movimiento para este caso espe-
¢ial, a partir de las ecuaciones generales (5.10, 5.11), se pueden hacer
las siguientes observaciones:

1. % = #a + ¥.j cuando Z, es cero para el movimiento en un plano
paralelo a X,Y,. Obviamente, ¥ y ¥, son las componentes de la acelera-
cién absoluta del centro de masa. Aqui, se escribié 7, en términos de los
vectores unitarios del sistema movil de coordenadas por conveniencia.

2. R = Xoio + ¥ ojo cuando Z, es cero para el movimiento en un
plano paralelo a X,Y,.

3. La velocidad angular del cuerpo rigido es 3 = ok = ¢k, debido
a que la cinematica requiere que el plano xy permanezca paralelo al
plano XY, y de ahi que el cuerpo solamente tiene una componente de
velocidad angular normal al plano xy.

De la ecuacién general de movimiento (5.11) las ecuaciones escalares
de movimiento para el centro de masa, en este caso especial, son

Fw = M-%c;
F, = My, (5.21)
F,.=0

y las ecuaciones angulares de movimiento (5.10) llegan a ser
My = —Iis + Iypos? = —Too + 1ug?,
My = iy — Ligws® = —Iyep — I06?, (5.22)
M, = Liy = Lo,
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Es importante recordar que los momentos M., M, y M, estin refe-
ridos al sistema mévil de coordenadas xyz. Si los ejes xyz no son ejes prin-
cipales, es decir, I, 5% 0 e I,: = 0, entonces los momentos con respecto
a los ejes x y y deben existir, asi que estaremos en el caso de un movi-
miento plano.

Si existen restricciones adicionales (por ejemplo, una rueda rodando
a lo largo del eje X, sin deslizar) las aceleraciones lineal y angular estaran
relacionadas, Estas relaciones se cbtienen de la ecuacién general de la
cinemitica de un cuerpo rigido

Fo=R+wXpetaX (@Xp). (5.23)
De manera que, la solucién de un problema de movimiento plano se ob-
tiene si se satisfacen simultdneamente las ecuaciones 5.21, 5.22 y 5.23.

Ejemplo 5.6. Un cilindro homogéneo de masa M y radio a rueda sin deslizar
hacia abajo de un plano inclinado. Hallar la velocidad angular del cilindro
después de haber efectuado dos revoluciones y el minimo coeficiente de roza-
miento y necesario para evitar el deslizamiento.

(&)
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Las ecuaciones lineales aplicadas al diagrama de cuerpo libre de la figura
5.11b, dan
F; + Mgsena = Mz, (a)

N-—Mgcosa = 0. (b)

Debido a que solamente el momento de inercia I, no vale cero, la dnica
ecuacién de momentos que tiene significado es la que se toma respecto al eje z
que pasa por C,

aFy = 3 Md's. (c)

Fn este punto tenemos cuatro incdgnitas, Fy N, ¥,y &, pero solamente
tres ecuaciones. Sin embargo, para una rueda que estd rodando sin deslizar con-
tamos con la relacién cinemaética

"T=,,- = 'I:Oko X 070,
Xo = —als. (d)
Resolviendo las ecuaciones g, b, ¢ y d, simultineamente, tenemos
' M
Fi=— —ig sen a,

N = Mg cosa,

. 2
Ko = 3 gsena,

2
6 = —— 3—5 sen a
El valor limite de p es
F; | __tanga
N 3
Para hallar la velocidad angular después de dos revoluciones usamos
_dods_vdo
®Tde dt T do ]
W —4 g
f ® m:::f — =2 sen a dp,
0 0
2 8n
% == ,_3.5 sen e,
— Vs ..
o =—4% [ﬁ sen a] ko.
3a

En vista de que el punto de contacto A tiene una aceleracién dirigida hacia el
centro geométrico de la rueda, que en este caso también es el centro de masa,
el punto 4 podria haberse utilizado como O’ (condicién 3 de la seccibn 4.6).
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Esta ecuacién elimina F; y da directamente ¢. Por tanto
3 2.
wMgaSﬂna = -2-Ma @,

2g

@ == === SeN .
3a

Ejemplo 5.7. El cilindro de masa m rueda sin deslizar sobre un prisma de
masa M. El coeficiente de rozamiento sobre el plano horizontal es cero. Hallar
la aceleracién del prisma y la fuerza normal entre m y M. Ver figura 5.12.
Para el prisma,
F = MR,
—N sena — Fjcos o = MXy.
Para el cilindro,

F = m¥,,

(®) (c)

Fig. 5.12
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Fji + Nj— mgj, = m[Xuis + ai] = m{Xui + ok X bJ]
O 5ea

Fg 4 Nj—mg(—senal + cosaj) = m[ij(COSai + senaj) — bat),

La ecuacién de cinemitica ya ha sido incorporada en la expresién para 7.
También,

M c == H 2
- - 1 2.7
__.b] X Fp = -é"mb“mk‘,
Las cuatro ecuaciones escalares que deben resolverse simultineamente para
las cuatro incégnitas N, x w Fr ¥y &, son
—Nsena— Frcosa = MXy,
F; + mgsena = m[Xy cos o — bé),
N —mgcosa = mXy sen a,
1 2
bFy = —:_; mb2o.
La solucién de estas ecuaciones da

¥ o mg sen 2a
T m( + 2sena) + 3M

__mgcosa(m + 3M)
T m(l + 2sen®a) + 3M
Nétese que si el numerador y ¢l denominador de la expresién para N se divi-

den entre M y se hace que M tienda al infinito, N se aproxima a mg cos a,
que es la expresién para N en el problema anterior.

Ejemplo 5.8. Un disco de masa despreciable rueda sin deslizar sobre un plano
inclinado. Dos particulas, cada una de masa m, como se puede ver estin uni-
das a la periferia del disco. Ambas estin situadas a una distancia b del plano
del disco, pero una a cada lado. Si el sistema estd restringido de tal manera
que el disco tiene movimiento plano, determinar los momentos que actdan so-

bre el disco. Cuando ¢ = 0, /(}}. =g = 0.
Con respecto al sistema de coordenadas xyz fijo en el disco, los momentos
y productos de inercia son

Iow = 2ma?, I, = 0;
Iy = 2mb%, I, = 2mab;
I, = 2ma®, I, =0.

Las ecuaciones de momentos (5.22) llegan a ser

M, = 2mabo?, (a)
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{b)
M, = —2mabé,, (b)
aF; = 2mao,. (¢)
Para la ecuacién lineal tenemos
F; 4 2mg sen @ =~—2maa,. (d)
Las ecuaciones ¢ y d dan
. _ __gsena _ __gsene __gsena ,
Grm iy we =gy b b=
Yo

Fig. 5.14
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Entonces
My = mbg sen

2 2 2
M, = w"jf’__gﬁg%{_gjﬂ == —2mbge sen a.

Estos momentos estin referidos al sistema de coordenadas xyz y por lo tan-
to gira con el disco. Los momentos de restriccién referidos al sistema X,¥oZ,
son

My, = My cos ¢ — Mysen ¢,
My, = Mysen ¢ -+ My cos ¢,

donde ¢ estd como antes.

Estos son los momentos que deben ser proporcionados por la inclinacién
(digamos un carril o una gufa) para hacer que el disco tenga movimiento pla-
no. Si estos momentos de restriccién no se proporcionan el disco se moverd
balanceindose quedando fuera del plano XY, esto es, m, ¥ o, nO seran cero y
el movimiento llega a ser mucho mas complejo.

Eje fijo de rotacién. Un caso especial de movimiento plano ocurre
cuando un cuerpo rigido estd obligado a girar alrededor de un eje de di-
reccién fija. Por conveniencia tomaremos el eje de rotacién coincidiendo
con el eje z y el eje x orientado de manera que pase por el centro de masa
del cuerpo rigido, tal como se muestra en la figura 5.14.

El centro de masa se mueve en una trayectoria circular alrededor del
eje z y por lo tanto su aceleracién estari dada por

;c == chwzzz ‘+" xc(;)zT
Las ecuaciones de movimiento para el centro de masa toman la forma

F@ = ———chwzz = »—-—chciﬁz,
(5.24)

Fy = Mz, = Mxop.

Admitiendo que la ecuacién de movimiento angular {5.10) previamente
deducida, también se cumple para un origen fijo en un sistema inercial
primario, las ecuaciones de momentos son

Mz = "“Izar‘bz -+ Iyz'ﬂ)zz = ’_'Izz'(ﬁ + Iyz‘].')z’,
My = —Iig— Lo = —I s — Ladp?, (5.25)
M, = L.y = L.

en este caso, tanto las fuerzas como los momentos estin referidos al siste~
ma moévil de coordenadas.

Ejemplo 5.9. Una barra delgada 4B de longitud I y masa M se hace girar al-
rededor de un eje vertical con una velocidad constante wk. Determinar todas las
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Fig. 5.15

(a) ()
fuerzas que actiian sobre la barra. El apoyo en 4 es un pasador liso, Ver figu-

ra 5.15.
Para el movimiento del centro de masa

F = M.f:c:

(Ay—T)F + (As— Mgk = M{u;/? X

I},Z X é (sen of + cos a}_)]} : (a)

:Ll unico producto de inercia no nulo es 1, Entonces las ecuaciones de momen-
0S son

Mz =1 z(l)z,
M, =0, (b)
M, = 0.

yC\

Fig. 5.16

noft

2 .%_
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Se puede determinar I, por integracién directa.

i
I, = fyz dm = f (rsen a) (r cosa) % dr = M—éf sen 2a.
0
Sustituyendo en la ecuacibén b, tenemos

2
_%ggsena 4+ Tlcosa m%{sen 20 0®.

FEsta ecuacién da

T == %g-tanga 4 %—gsenamz.

De la ecuacién a
Az = Mg
4 Ml M Ml
Ay =T ——senao® = ~——gtanga—«-—~senaw2.

2 2 6

Estas fuerzas giran con la barra.

Ejemplo 5.10. Un disco circular delgado de masa M y radio a estd fijo en su
centro de masa a un eje. Como se muestra, el disco estd inclinado respecto al
eje un angulo & Si el conjunto gira con una velocidad angular constante ok,
hallar las reacciones de los rodamientos sobre el eje. Ver figura 5.16.

Ya que —r—c = {,
F=o
Las ecuaciones de momentos.son
M, = qu‘ﬂz,
M, =0,
M, = 0.

El producto de inercia I, se puede determinar con mayor facilidad mediante
el uso del circulo de Mohr. En vista de que el disco es esencialmente una dis-

Iyz
\
Iy ~
/ B%/Ma2
. I
Fig. 5.17 ¥z
2o\ > 1.
y
Iy,
Izc |
l
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tribucién plana de material, se puede usar el circulo de Mohr para momentos
y productos de inercia de 4reas. ‘
Para los ejes principales %, y,, z,, tenemos

1
Iy,, =2 ZMa"',
1
Izc = '5 Maz,
Illozc = O'

Dibujando estos valores se obtiene el circulo de Mohr que se ve en la figura 5.17.
Recorriendo el circulo en el sentido de las manecillas del reloj desde el punto Iy,
Iygee un dngulo 2g, llegamos al punto cuya ordenada representa el producto de
inercia con respecto al eje y y al eje adelantado 90°. Este es el producto de iner-
cia buscado I, = /g Ma? sen 2q. Entonces

My = %Ma“2 sen 2a w?

Este par dinimico lo proporcionan las reacciones de los rodamientos en la direc-
cién y. Estas reacciones son |R;| = |Ry| = (Ma2/8L) sen 2¢ w? y actiian como
se muestra en la figura 5.18.

5.6 Movimiento de un trompo que gira. En esta seccién examinare-
mos algunas de las caracteristicas del movimiento de un cuerpo rigido si-
métrico tal como un trompo o un giréscopo que est4 girando alrededor de
un punto fijo en un sisterna inercial primario X,¥,Z,. Ver figura 5.19.

Supondremos que no hay pares debidos al rozamiento en la punta y
por lo tanto el Ginico momento que actiia sobre el sistema se debe a la
fuerza de gravedad que actia en el centro de masa del trompo.

Ademds, nos apartaremos de nuestra practica anterior de fijar el sis-
tema mévil de coordenadas xyz en el trompo y procederemos de la siguien-
te manera:

1. El eje z coincidira con el eje longitudinal del trompo.
2. El eje x siempre estar4 en el plano X,Y,.

Fig. 5.18
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Zo

/J’

Fig. 5.19

Y

3. El eje y completard la terna xyz.
4. E] trompo gira alrededor del eje z con rapidez angular Q con res-

pecto al sistema xyz.

El 4ngulo ¢ define el 4ngulo con que el eje longitudinal del trompo se
desvia de la vertical, mientras que el dngulo ¢ se mide positivo en el
sentido contrario a las manecillas del reloj y es el 4ngulo entre el eje X,
y el eje x en el plano X,Y,.

La velocidad angular de la terna xyz es

Bt = wgl -+ u),j + o)zl-c-.
La velocidad angular del cuerpo rigido es
@ = gt + oy] + (02 + Q)?C-

Tanto &; como @ se describen en términos del sistema mévil de coor-
denadas (xyz). Debido a que los planos coordenados xz y yz son planos
de simetria para el trompo, los productos de inercia son nulos y e] mo-
mento angular para el cuerpo es

H = Lod + Lyoy) + (o, + Q)Z,

donde el tnico indice de las I se refiere a un momento de inercia.
El origen de nuestro sistema mévil de coordenadas se fija en un sis-
tema inercial primario; de ahi que

H=M= mglsen 87, (5.26)
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donde M es el momento de todas las fuerzas externas con respecto al
origen O. '

Antes de derivar H con respecto al tiempo, se pueden hacer las si-
guientes observaciones:

1. I, = I, por la simetria del trompo.

2. I, e I, que son los momentos de inercia respecto a los ejes x y v,
no varian con el tiempo aunque el trompo gira en torno al eje 2, debido
a que el eje z es un eje de revolucién.

De lo anterior se sigue que

H = Ligi + Liyj + Lo, + Q)k

di dj dk
+ dovs o+ yoy -+ L(o: + Q) T (5.27)
Recordando que
& _ .
E—t— = w¢ X 1,
dy g
?j% =&t X ],
dk -
% = wz X k,

Entonces

H = Logt + Lyayj + L(6: + Q)F + o X H = mglsen 0. (5.28)

Efectuando las operaciones indicadas y escribiendo las ecuaciones esca-
lares, se obtiene

Lios — Lyoyws + Loy(o: + Q) = mglsen 8,
Loz, + I?/‘;’y"“' zw.z'(mz + Q) = O, (529)
— dpogwy - Iy‘ﬂo:wy -+ I:p(wz -+ Q) =0,

Si se hubiera seguido la prictica anterior de fijar completamente el
sistena de coordenadas xyz al cuerpo rigido, entonces se hubiera tenido

B¢ = Op = og + ogk + vk,
Las ecuaciones escalares (5.29) serfan entonces
I,,&)w — Iy())yﬂ)z -+ Iz(l)y(l)g = mgl sen 9,
Lo, + Iy(;)y — Logw, = 0, (529@)

1 gwgay + Iy“’x“ﬂy -+ Izﬂ.)z = 0,
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A las ecuaciones 5.29a con frecuencia se les llama ecuaciones de Fuler
para el movimiento del trompo. La diferencia basica entre las ecuacio-
nes 5.29 y 5.29a es simplemente que las primeras conservan la identidad
de la rapidez de rotacién del trompo alrededor del eje z como una can-
tidad separada.

Para discutir el movimiento del trompo en términos de las coordena-
das angulares § y ¢ se pueden expresar las componentes de &; en la si-
guiente forma:

u&:é,
m,,::é;sen(),
0z = ¢ cos 6.

Ahora las ecuaciones escalares (5.29) toman la forma

d
L

1,,-57 (ésen ) + Lo cosf — Li(gcosd + Q) =0,  (5.30)

(é) + Izc}) sen 19(55 cos § + Q) — ,,(}’)2 sen § cos 6 = mglsen d,

Izd% (96 cosf + Q) + Iyégé sen § — L,é’qi» sen § =0.

Admitiendo que I, = I, = I, la Oltima de las ecuaciones anteriores lle-
ga a ser

I, -% (¢cosd + Q) = 0. (5.31)

Por lo tanto

$cosf + Q = constante = K (5.32)

y la velocidad angular total del trompo en la direccién z permanece cons-
tante,
En seguida examinaremos las implicaciones de una condicién en que

la velocidad de rotacién @ en torno al eje 2z, y la rapidez de precesién ¢
sean ambas constantes.
De la ecuacién 5.32, si ¢ y Q son constantes, entonces

cos § = constante = cos §, (5.33)

y el trompo tiene una precesién alrededor del eje Z, con un 4ngulo cons-
tante de inclinacién fo. De la primera de las ecuaciones 5.30 se sigue
que para esta condicién

(I, —1,) cos o9? + L.Qp = mgl. (5.34)
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Resolviendo la ecuacién 5.34 para ¢, obtenemos

L0 = [1202 4 4mgl(I, — 1) cos 0,]"
¢ = 2(1,—1,) cos b, '

Observamos de la ecuacién 5.35 que en general hay dos valores para la
rapidez de precesién ¢. Estas se denominan precesién “rapida” y “lenta”.

Para cualquier movimiento real de este tipo ¢ debe ser un nimero
real. De ahi que la cantidad contenida en el paréntesis rectangular de la
ecuacién 5.35 debe ser mayor de cero y para un valor dado de 4,, la ra-
pidez de rotacién debe satisfacer la desigualdad

¥ + dmgi(I,— 1) cos 6, = 0. (5.36)

Si hacemos 6, = 7/2 en la ecuacién 5.34, entonces

(5.35)

IO¢ = mgl

y solamente una rapidez de precesién existe y es

mgl
Lo’

La ecuacién 5.37 también puede obtenerse simplemente examinando
la derivada del vector momento angular, que debe ser igual al momento
aplicado. En la figura 5.20 se muestra un giréscopo simple que ha sido
idealizado como un disco pesado montado én un eje ligero, apoyado en
el origen O. Debemos examinar la posibilidad de movimiento bajo las
condiciones § = constante = = /2. Para estas condiciones

é = (5.37)

o =0,
oy = ¢,
wy = 0,

La cantidad de movimiento angular llega a ser
H = 1,47 + LOF.

Estas componentes de la cantidad de movimiento angular se muestran
en la figura 5.20. El momento que actia sobre el giréscopo es mgli que,
como se muestra, esta a lo largo del eje x. Cuando 6 = constante = w/2
la Ginica componente del momento angular que cambia con el tiempo es
I, Qk. Ademas, la razén de cambio de la componente z del momento an-
gular debe ser igual en magnitud y direccién al momento. De ahi se
sigue que

A(L,Q)

lim =2 = g, (5.38)

At—0
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Zoy ¥y
. AL
=T
f=3 o -
LG —= N @
z = ad /// \
P mgly \
// e \
ALY~ \5'“’” \
~
Ad N\
\
\
Xo x
Fig. 5.20

Ademas, de la figura 3.20,
A(IQ) = LG Ad. (5.39)

De la sustitucién de A(1,Q) tomada de la 5.39, en la ecuacién 5.38, se de-
duce que

lim (éi;—) 1,0 = mgl

At—=0 \ ¢

O sea

_mgl
¢=79"
que es el mismo resultado que se obtuvo anteriormente.

Es interesante e importante hacer notar que el eje del girbscopo se
mueve en angulo recto con la direccién en que intuitivamente se espe-
raria que se moviera bajo el momento aplicado.

Si, por ejemplo, se tuviera una rueda de bicicleta girando alrededor
de un eje vertical como se muestra en la figura 5.21 y se aplicara un
momento alrededor del eje X,, la rueda empezaria a moverse con una
precesién respecto al eje Y.

Para este caso, la cantidad de movimiento angular total es I,Q dirigido
como se muestra en la figura 5.215. El momento del par C que esta diri-
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Zy
A(LQ)
N8
\
etag
P\
1\
I PV
— & ! =Y,
C
y {b)
Xo
Fig. 5.21

gido a lo largo del eje X, exige el cambio del vector momento angular
que se muestra, que solamente puede tenerse por una rotacién o prece-
sién alrededor del eje ¥,.

Sustituyendo mgl por C en la ecuacién 5.37, la velocidad de prece-
sién ¢ es
C

qS:—.:IzQ.

Ejemplo 5.11. Un pequefio aeroplano tiene una hélice de peso W = 6 kg,

radio de giro k, = 60 cm y gira con N = 2200 rpm en el sentido de las ma-

necillas del reloj cuando se mira desde la cabina, S; el aeroplano se desplaza

con una rapidez v = 150 km/h cuando da una vuelta hacia la izquierda, ha-

llar el momento giroscépico ejercido sobre el aeroplano y determinar la direc-

;ién eglogue tiende a moverse la nariz del aeroplano. El radio de la vuelta es
= m.

El momento necesario para que un Cuerpo que gira tenga movimiento de
precesién, estd dado por

M = L0g.
En términos de los datos del problema

W, v ({5\/2:N
== e e e
M g ks R 18) 60)’

6 150 /5 \ /27 x 2200
— 2 — —_— —_
M= g5 (06) (300) (18)( 60 ) = 7 kgm.

El vector cantidad de movimiento angular apunta hacia adelante y, cuando
el aeroplano. toma la vuelta, AH es hacia la izquierda. Por tanto el vector mo-
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mento también estd dirigido hacia la izquierda. Este es el momento que ejerce
el aeroplano sobre la hélice. La accién de la hélice sobre el aparato es opuesta
y en consecuencia éste tiende a levantar la nariz.

Ejemplo 5.12. Sobre una mesa giratoria horizontal, que puede dar vueltas libre-
mente alrededor de un eje vertical, se coloca un motor con dimensiones, peso y
posicién mostradas en la figura 5.22. La velocidad angular del motor con rela-
cién a la mesa giratoria es . Determinar la velocidad angular 5 de la mesa
giratoria que se necesita para reducir a cero la reaccién vertical en el roda-
miento del apoyo interior.

Las reacciones estiticas de los rodamientos, como se muestra en la figura
5.22b, es igual a W /2 cada una. Para reducir a cero la reaccién en el apoyo
interior se requiere el par FJj = (W/2)Ij. Entonces la rotacién de la mesa

giratoria debe ser § = —g7 de manera que AH tendr4 la misma direccién que
el par.
La magnitud de o se determina de
. M
0= ¢ = 79’
~ W2t g
- U (W/ig)rra Q'
y
3 g .
@ = —— 2]
Qr?

Fig. 5.22
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Fig. 5.23

7]

€l

Existird una fuerza F, adicional en el rodamiento que es la reaccién al em-
puje. Esta se puede calcular de la ecuacién lineal

F, = MZ,
, WRgl*
Fy = —MRo* = ——&

Ejemplo 5.13. Resolver el ejemplo 5.10 usando las ecuaciones de Euler. En
general estas ecuaciones toman la forma

M; = Ly + (Lzz— Iyy) wyors,
M; = Lypioy -+ (Iwa:““jzz)mzﬁ)a, (54‘0)
M; = Loploy + (Lyy — Lo ) w0y,

En las ecuaciones 5.40 los momentos de inercia son momentos principales de
inercia. Las componentes del momento y de Ia velocidad angular estin referi-

das a los ejes principales xyz fijos en el cuerpo, que en este caso se pueden
localizar por observacién. Estos se muestran en la figura 5.23.

Iz m’z‘Maz, a)z.::o;

1
Iy z—;Maz, Wy == o SeN )
1
Igz=~§-Ma2, wy == w COS «.
La ecuacién 5.40 llega a ser
1 ’ 1 1,
My = 5 Ma? — T Ma* | o®sen a cos a = ~§Ma2 sen? o o?,
My = 0,
M, = 0.

y se comprueba el resultado anterior. Aqui se obtiene una ventaja notable al
utilizar las ecuaciones de Euler y los ejes principales.
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£7 Ecuaciones generales de movimiento para un cuerpe rigide.
Como se discutié en la seccidén 5.1, se requieren seis coordenadas para
definir la posicién de un cuerpo rigido en el espacio, En principio, se
pueden obtener las seis coordenadas resolviendo las seis ecuaciones esca-
Jares de movimiento que se establecen de las dos ecuaciones vectoriales
fundamentales de movimiento.

MF, =F  (ecuaci6n de movimiento del centro de masa)

. P *
H = M  {ecuacién de movimiento de rotacibn).

Nuevamente debe hacerse hincapié de que en la primera de las ecua-
ciones anteriores ¥, es la aceleracién del centro de masa en un sistema
inercial primario, en tanto que en la segunda ecuacién el momento angu-
lar y los momentos se pueden expresar con relacién a un sistema de coor-
denadas unido al cuerpo rigido, cuyo origen satisface cualquiera de los
siguientes requisitos:

1. Esti fijo en un sistema inercial primario.

2. Tiene una aceleracién que pasa por el centro de masa del cuerpo
rigido.

3. Esta situado en el centro de masa del cuerpo rigido.

Generalmente es mas 0til fijar en el cuerpo rigido un sistema mévil de
coordenadas que satisfaga el criterio 3 anterior y asi se hari para la si-
guiente discusién.

Para facilidad del lector se reescribiran las seis ecuaciones escalares
de movimiento

F, = M,
F, = My, (5.41)
Fy = Mz,

y las ecuaciones angulares de movimiento
¢ (E1 . 4 7
M = (H —oH +oH),

MI
¥y

Ml

z

I

(H) — o H' + o H), (5.42)

i

(B, — o H, + o H.),
donde

H’ = Lcos — Loyoy — Lz,

H = —Iyo; + Iyoy— Ipo, (5.43)

¥

H; = *"‘I;m'wz"—lyzwz + Izzﬂ)z
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)i

«I a:m‘bz " I ﬁyl;-‘y b I za:‘bm
P}’; T e xyl:)z -+ Iyy(;)y — Iyz‘;)z (5'44)

¥ . . R
Hz = el yptoy — Tyoioy + Iuo,.

Si los ejes x, y, 2 son ejes principales del cuerpo rigido, entonces las ecua-
ciones 5.42 toman la forma

M, = Lpis + wypor Loy — 1),
M = Iyoy + 000 (Teo— I.a), (5.45)
M’ = Izz&)z + wmwy(va—— ,ﬁ;q}).

z
Las ecuaciones 5.45 se conocen como ecuaciones de Euler para el movi-
miento de un cuerpo rigido.

La solucién de las ecuaciones 5.45 darfan las velocidades angulares
del cuerpo rigido en relacién con el sistema mévil de coordenadas, pero
no serian de gran utilidad para localizar la posicién del cuerpo en el
espacio. Por esta razén, de alguna manera se deben relacionar las velo-
cidades angulares con 4ngulos entre los ejes méviles de coordenadas y
algunas direcciones fijas en el sistema inercial primario. Una técnica para

Zy 74

X, \
Linea de nodos—"

X,
Fig. 5.24
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relacionar de esta manera las velocidades angulares, ya se discuti6 en la
seccién 5.6 al tratar el movimiento de un trompo o un giréscopo.

Otra técnica mas general es mediante el uso de los angulos de Euler,
que ahora serén estudiados.

En la figura 5.24 se muestra un cuerpo rigido en el espacio. El vector
7. localiza el centro de masa C del cuerpo rigido en el sistema inercial
primario.

Los ejes del sistema de coordenadas X!Y’Z! con su origen en el
centro de masa se mueven con el cuerpo rigido, pero permanecen para-
lelos a los ejes XY oZ,. Los ejes xyz estin fijos en el centro de masa del
cuerpo rigido.

Ahora se definiran los tres dngulos de Euler: 6, ¢ vy ¢.

1. El 4ngulo 9§ es la inclinacion del eje z respecto del eje Z7

2. El angulo ¢ es el angulo entre la direccién fija del eje X7 y la
interseccién del plano xy con el plano X7Y’. Esta recta de interseccién
se conoce como la linea de nodos.

3.. El 4ngulo ¢ es el dngulo entre la linea de nodos y el eje .

Si se conocen las coordenadas X,Y,Z, del centro de masa del cuerpo
rigido y los tres 4ngulos de Euler, entonces queda definida la posicién
del cuerpo rigido en el espacio.

En la figura 5.24, se puede ver que las velocidades angulares é, q’) y
¢ tienen las siguientes caracteristicas geométricas:

1. 0 estd dirigida a lo largo de la linea de nodos.

2. ¢> estd dirigida a lo largo del eje Z,.

3. ¢ est4 dirigida a lo largo del eje 2.

Entonces se deduce que la velocidad angular o del cuerpo rigido esta
relacionada con los dngulos de Euler en la siguiente forma:

wg = écomp + &sen@sengb,
wy —0 sen ¥+ gb sen § cos y, (5.46)
wy = |,D + (chosO.

Siempre es posible orientar los ejes xyz a lo largo de los ejes princi-
pales del cuerpo rigido. Esta eleccién de ejes simplifica considerable-
mente las ecuaciones diferenciales resultantes; de ahi que, en general, se
empleardn las ecuaciones 5.45. Sustituyendo en las ecuaciones 5.45 las

relaciones 5.46, las escuaciones angulares de movimiento para el cuerpo
rigido llegan a ser

]

M = m% (9 cos ¢ + &sen&senv,b) + (Iyy—1,,) (—0 sen ¢
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+:}senﬂcosgb)(<}3cose +- ‘j;),

d . . ‘ -
M = ,,,,E-t-(wa seny -+ ¢psen b cosyy) + (Ipp—I,) (B cosd

+ q') sen 0 sen ) (¢ cos f -+ ‘}/), (5.47)

d - . . .
M, = zzzi—;(qbcos& + ¢) + (Tyy—Iss) (6 cos ¥+ ¢ sen 0 sen ¢)

X (—0seny + ¢ sen @ cos ¢).

Ejemplo 5.14. Como se muestra en la figura 5.25, un cilindro circular recto
de masa M estd sometido a una fuerza definida por el vector Fj aplicada en
su borde inferior. Determinar el desplazamiento del centro de gravedad y los

angulos de Euler como una funcién del tiempo, suponiendo las condiciones ini-
ciales siguientes: Para ¢ = 0,

Xo=Yo:=Zo==)i'o=Yo:=ZomO,
o= o = 0o = do = 1o = 0,
00¥00.

E{l Ia figura 5.25, los ejes xyz son los ejes principales del cuerpo rigido con
su origen en el centro de masa.

Las ecuaciones de Euler, para el movimiento angular, son

M. = Lpgiry + wyuor(Ioz— Iy) = Fl,

Zy

Zy

Xo

2 Fig. 5.25
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M; = Jyyioy + i’)zﬂ)@(lwmzzg) = 0, (a)
M; = Ig;d‘)z + (!)z{x)v(]yy”‘"lm) == 0.
De la simetria del cuerpo
Ipg = Iy = 1

y la tercera de las ecuaciones ¢ toma la forma

I 2oy = 0,
y por tanto
wy = constante.
Admitiendo que

Iy, = momento angular alrededor del eje z = H,

observamos que a causa de no producirse momentos alrededor de eje z, la
componente H,’ de la cantidad de movimiento angular se conserva.

De las ecuaciones 5.46

wy = ¢ + pcosf
y de las condiciones iniciales
Yo = ¢o = 0;
por lo tanto se deduce que
wy = 0.
De la segunda de las ecuaciones ¢ y teniendo en cuenta que o, = 0, se sigue
que

Tyiny = 0
0 sea
wy = constante

y la cantidad de movimiento angular alrededor del eje y se conserva.
De las ecuaciones 5.46

wy = —fseny + é&’sen 6 cosy
y de las condiciones iniciales en ¢t = 0
0o = ¢o = 0;
entonces
oy = 0.

De la primera de las ecuaciones (a) de la cantidad de movimiento angular,
tenemos ahora

Tosp = Fl = Ia,.
Por lo tanto

%_.:_I?t + Cy = écos"b + é)sen()senc[f,

donde
C, = constante de integracién
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Y o, ha sido sustituida por su equivalente tomada de la primera deé las ecua-
ciones 5.46

De las condiciones iniciales f;d = qﬁ';o = 0 para t = 0 se deduce que
C, =0y
R
Wy == 7t

Aho’ra se pueden escribir las velocidades angulares e, oy ¥ o, en términos de
los 4ngulos de Euler, esto es

Fl

wg = écosn// +<{§sen056n¢=-_—l~t,

wyz-—«ésengb-k;bsenﬁcoss{zxﬂ, (5)
mz:écosﬁ +1/l/m0.

Resolviendo las ecuaciones b para §, ¢ ¢, obtenemos

. Fl
=7 tcosy,

. Fl :

=Tl sny (¢)
. Fl

Y = ~—Wtsen P,

Las soluciones de las ecuaciones ¢ para §, ¢ ¥ ¢ son sumamente complejas
excepto por una construccién grafica.

Intuitivamente podriamos esperar que si inicialmente §, = Yo = gy = o

son iguales a cero y si o= Yo son también inicialmente cero entonces los
angulos ¢ y  y las correspondientes velocidades angulares permanecerin nulos.

Calcularemos las aceleraciones angulares en el instante ¢ = 0, De la prime-
ra de las ecuaciones ¢

0 = —1—? (cos ¢ — Yt sen ¢)
y para las condiciones iniciales en ¢ = 0
fo = —. (d)

Derivando la segunda y tercera de las ecuaciones b con respecto al tiempo,
obtenemos

oy = _.G‘S(-!ngl/wégb cos ¥ -+ Q;senﬁ cos ¢ -+
$(0 cosBCOSgb——{}sengZ/senO) =0,
&zz;j;cosﬁ——é;;&sené’-#;’;zo, (e)
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y al aplicarse las condiciones iniciales

00 = ¢0 = ¢0 = 0
halldndose las siguientes relaciones:

;}§0 sen 0y = 0,

(.'r;)g cos 00 -+ ;[;o = 0.

De la primera de las ecuaciones f

¢o =0
y, por lo tanto, de la segunda de las ecuaciones f
lpo = 0.
Consecuentemente, podriamos esperar que
==Y = Yo =
en todo tiempo. De la primera de las ecuaciones ¢ se deduce que
:  Fl
=—1
b 1
’ Fl
= = 1% + b,.
5 It + Oy
Para simplificar aiin mas nuestro ejemplo haremos g, = 0, entonces
Fl
0 = — 12
57 ()

En seguida, consideremos el movimiento del centro de masa del cuerpo ri-
gido. La ecuacién de movimiento es

F =Fcosf7 + Fsenf ky = M, (R

Sustituyendo la ecuacién g en la ecuacién ki y escribiendo las ecuaciones es-
calares, obtenemos

s F F
Y = — cos L t2,

M 21
F Fi ©
AR L
Z = 27 50 5 It .
Ahora, por integracién, podemos obtener las velocidades en la siguiente forma:
F Fl,
=) cos 2116 dt + Cy, '
)
F

. Fl
Z = Mf sen é—itzdt + C,.
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Las integrales no pueden efectuarse por métodos clementales; por consiguiente
se deben desarrollar cos (Fl/21 )&y sen (FI/2I)¢? en serie de Maclaurin e inte-

grar. Es importante recordar que esta solucién Gnicamente serd valida para,

pequefios valores de (FI/27)sz.
Entonces, haciendo g2 = Fl/21,

F atit a8 qt?giz
> B e S S e
0T A TR A e

. (k)
ﬂ 2 242 a iﬁ aloﬁ(j a14t14
7 A T TR T AR AR
Integrando las series dan
° F ait5 aStB alZzi3
"M{“ﬁﬁﬁ+@m“ﬂma+”}+ch |
¢

® 3 627 10411 14415 :

2= {5 e+ Gy (g o + G

De las condiciones iniciales, parat = 0,V = 20 = 0, se deduce que
C,=0C, =0,

Los desplazamientos ¥, y Z, se pueden obtener integrando las expresiones para

}"0 y ZO, y dan

F l2 a'-itG aStIO al:zilé
Yo = H{E“@w““ (90)41 (182761 +} + Gy
F a2t4 abt® 1012 a4yl ]
% = H{T“"(T;Ej‘é‘z *+ [132)51 T a0y +} i

De las condiciones iniciales en ¢ = 0, ¥, = Z, = 0 resulta que las constantes
de integracién C, y C, también son cero. Como se indicé previamente, se debe
tener cuidado al utilizar las ecuaciones para Y, y Z, ya que estan limitadas a
valores pequefios de (FI/21 )t* o bien deben usarse en el desarrollo un gran
nfimero de términos.

5.8 Formulacién del trabajo y la energia para sistemas de cuerpos
rigidos. Como se vio en el estudio de la dindmica de Ja particula, el
empleo de la ecuacién de energia simplifica el anélisis de muchos proble-
mas, y-hace posible una solucién donde las ecuaciones de movimiento
son demasiado complicadas para ser resueltas rapidamente o bien don-
de se desean las relaciones entre las fuerzas, los desplazamientos y las
velocidades. Por esta razén, es importante un anélisis de la ecuacién de
energia aplicada a sistemas de particulas y en especial a los cuerpos ri-
gidos. '

Por razones de claridad, principiaremos repitiendo una de las €xpo-
siciones anteriores de la seccién 3.9.
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El trabajo efectuado por las fuerzas que act@ian sobre una particula
con masa cuando ésta se mueve en el espacio del punto 1 al punto 2,
estd dado por

T2
Jf F; - dr, (5.48)
71
donde F; es la fuerza resultante que act(ia sobre la particula y d7; es el
vector desplazamiento de la particula cuando ésta se mueve de un punto
P a un punto vecino P, en el tiempo d¢ (ver Fig. 5.26).

Recordamos de la seccién 4.1 que en un sistema de particulas, la fuer-
za tesultante sobre la i-ésima particula generalmente ests formada por
los siguientes dos tipos:

1. Fuerzas externas, que se designan por Fj;.

2. Fuerzas internas, que se designan por F; (i 5% j).

De la segunda ley de Newton escribimos

Z mﬁi = Z Fﬂ -+ Z FU (l%]), (549)
H i i,j

Si multiplicamos escalarmente por la diferencia del desplazamiento dF;

de la particula i cada uno de los términos incluidos en las sumas, en-

tonces
D miidi = Y Fu-dii+ 9 Fyrdiy (i), (550)
i i ij

Fig. 5.26



322 MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS

En vista que d7; = ¥ dt, el primer miembro de la ecuacién 5.50 se pue-
de escribir :

d (1
= (5- Z mits ) dt = dT (5.51)
H

puesto que el término contenido en el paréntesis de la ecuacién 5.51 es
la energia cinética del sistema de particulas.

El segundo término de la ecuacién 5.50 es el incremento del trabajo
efectuado por las fuerzas externas y que designaremos por

AW, = Z Fii- dF;. (5.52)

El tercer término de la ecuacién 5.50 es el incremento del trabajo
efectuado por las fuerzas internas y que designaremos por

aW; = Zl’fﬁ “dFy (iA7). (5.53)

ij
Por lo tanto, la ecuacién 5.50 se puede escribir de nuevo asi:

dT = dW, + dW;. (5.54)

Si tanto las fuerzas internas como las externas son conservativas y de-
finimos las energias potenciales externa e interna respectivamente por:

dWe = —dV,,
dW; = —dV;,
entonces la ecuacién 5.54 se puede escribir
dT + dV, + dV; =0 (5.55)
o sea
T + Ve + V; = constante = E,. (5.56)

La ecuacién 5.56 simplemente establece que la suma de las energias ciné-
tica y potencial se conserva.

La ecuacién 5.53 se puede escribir en forma ligeramente diferente
para dar una concepcién mis clara del trabajo efectuado por las fuer-

zas internas en un sistema de particulas. Escribiendo algunos términos
de esta suma, tenemos

F12'd?1+-i21'd;2+ﬁ13'd71 +F31'd73+

De la tercera ley de Newton Fy, = —F,,; de ahi que la suma anterior
llega a ser

Fw‘ (dfl”—"d;:'z) "1"?13' (dﬂ““d;a) + ctts
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que puede escribirse

Fiood(7y—T7a) + Frg d(Fi—T7) + -+

Observamos que el vector 7, — 7, es un vector que va de la particula 2
a la particula 1 y que puede denotarse por ¥, — 7, == 7. En general
7y —— 75 = Fj. Ahora, la ecuacion 5.53 se puede escribir

S Fydn=g oy Fyedi (). (557)
i i

E] factor */, es necesario en el segundo miembro de esta ecuacién de-
bido a que el equivalente de cada término en la suma expresada por la
ecuacién 3.53, aparece dos veces en la suma indicada en el segundo
miembro de la ecuacién 5.57.

En el caso de un cuerpo rigido, 7; * ;3 = constante. Diferenciando
este producto 7j; * drj; = 0, lo que demuestra que d7;; es perpendicular
a 7j;. Ahora, 7j; es paralelo a F;; si otra vez suponemos que las F;; son
fuerzas centrales. Entonces se deduce que Fy; - d7j; = 0 y consecuente-
mente dW; = 0 para un cuerpo rigido. Para el cuerpo rigido, la ecua-
cibn 5.54 llega a ser

dT = dW, (5.58)
Se puede integrar la ecuacién 5.54 entre limites apropiados, como
sigue:
2 2 X
dT = dw dW;
nf 1 f i et j 1
© sea
To—T= (W, —W, )+ (W, —W,), (5.59)
donde T, — 7', es el cambio en la energia cinética del sistema cuando

se mueve de la posicién 1 a la posicién 2y (W, — W WY (W, —W,)
representan el trabajo efectuado por las fuerzas externas e internas res-
pectivamente, cuando las particulas se mueven de la posicién 1 a Ia po-
sicién 2.

Es importante hacer notar que el trabajo efectuado por las fuerzas
externas e internas para una particula especifica deben calcularse a lo
largo de la trayectoria que sigue la particula y después se extiende la
suma a todas las particulas. En general, las trayectorias seguidas por las
particulas individuales pueden ser completamente independientes, esto
es, no estar relacionadas entre si.

En el caso de un cuerpo rigido, ya hemos demostrado que las fuerzas
internas no efectian trabajo debido a que las particulas estin fijas unas
con respecto a otras. Por la misma razén el cdlculo de la energia cinética
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y del trabajo realizado por las fuerzas externas se simplifica en el caso
de un cuerpo rigido, ya que las velocidades y desplazamientos de cada
particula estdn ligados por las relaciones de cinemética deducidas ante-
riormente.

Energia cinética de un sistema de particulas y de un cuerpo rigido.
En esta seccién consideraremos la energia cinética de un sistema de par-
ticulas en forma mAs general que la desarrollada en la seccién 4.8, después
se considerard el caso particular de la energfa cinética de un cuerpo rigido.

Sea el sistema de particulas que se muestra en la figura 5.27. Los ejes
XoY,Z, estan fijos en un sistema inercial mientras que el sistema xyz
estd en libertad de moverse,

La velocidad de la i-ésima particula es

Ty = R + pi.

La energia cinética de la i-ésima particula es
1 L. 1 = EI
gm(fifi) = 5 mi(R +5) - (R + )

y, sumando, Ia energia cinética para un sistema de particulas es

= ”Zm%(R +51) - (R + ),

Zo

Xa

Fig. 5.27
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que puede escribirse

=‘§'Z’"*(R %) Zm,(p, 5 + Zm,(R ). (5.60)

i
Fl primer término del segundo mxembro de la ecuacién anterior se pue-
de reescribir

Zm(k‘ B) :“2“ M(R-R) = 5 MR,

donde M es la masa total del sistema. El segundo término de la ecua-
cién 5.60 es la energia cinética del movimiento relativo de las particulas
en el sistema moévil de coordenadas. El tercer término E mi (R * p3)
i
.= d . .
que se puede escribir R o E m;p;, vale cero bajo las siguientes dos
: i

condiciones:

1. El origen del sistema mévil de coordenadas estd situado en el cen-

tro de masa. Entonces E m;p; = 0, por la definicién de centro de
i
masa. .
2. El origen del sistema mévil de coordenadas tiene velocidad cero,

es decir, R = 0.
Si se satisface la condicidén 1, se deduce que

T = _MR2 me (Bs - p1), (5.61)

y si se satisface la condicién 2,

1 EX =
T=5 Z mi(bi e 3. (5.62)

i

En seguida consideremos el caso de un cuerpo rigido donde fijamos

el sistema de coordenadas xyz en el centro de masa del cuerpo. Para un
cuerpo rigido tenemos

Pi =& X pi;

por lo tanto, la ecuacién 5.61 se transforma en
=5 Mo + Z’W X i)+ (31) (5.63)

donde v, es la velocidad del centro de masa.
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En el triple producto escalar de la ecuacién 5.63 podemos intercam-
biar el punto vy la cruz ‘

T = %Mugz + ;23 Z pi X mipi. (5.64)

La cantidad Z };5 X m@;: es el momento de la cantidad de movimiento

del cuerpo rigido con relacién al sistema de coordenadas fijo en su cen-
tro de masa. De ahi que la ecuacién 5.64 llega a ser

S U B,
T = 5 Mo2 4 %w*Hc. (5.65)

Las componentes del momento angular H, (ecuaciones 5.7) se escriben
abajo de nuevo para facilidad del lector.

(-
H_,‘ - 1.4;@0}4: T A gyQy Iz@wz

H; £ ""Imywz' -+ Iyymy — Iyz(x)z) (5’66)
H’; e zwwwwzyzmy + L e

Si los ejes xyz coinciden con los ejes principales del cuerpo rigido las
ecuaciones 5.65 toman la forma

1 1
T = —2*Mvc2 -+ 5 (Tagws® + Ty 4+ Losw,?). (5.67)
Para el caso en que B = 0 (condicién 2 anterior), el primer término
de la ecuacién 5.61 vale cero y se deduce que
T = %I;- . (5.68)

Tres ejemplos de movimientos de cuerpos rigidos donde se pueden uti-
lizar Jas ecuaciones 5.68, son los siguientes:

1. El cuerpo rigido gira alrededor de un eje {por ejemplo, un eje fijo
de rotacién). El origen del sistema de coordenadas puede situarse en
cualquier parte del eje de rotacién.

2. Un punto del cuerpo rigido estd fijo en un sistema inercial pri-
mario. Por ejemplo, en un trompo que gira el punto en que se apoya el
trompo tiene velocidad cero y consecuentemente el origen del sistema
mévil de coordenadas se puede situar en ese punto de apoyo.

3. El centro instantineo de un cuerpo rigido tiene velocidad cero y
por consiguiente se puede usar como origen del sistema mévil de coorde-
fiedas. Aqui debe tenerse precaucién puesto que en general el centro ins-
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Fig. 5.28

Xo

tantaneo no tiene aceleraciéon cero, Por lo tanto, la energia cinética que
se calcula por la ecuacién 5.68 se cumple solamente en el instante de
tiempo en que el origen del sistema mévil de coordenadas tiene veloci-
dad cero. Un instante més tarde se debe determinar la nueva posicién
del centro instanténeo y las componentes de H’ se calculan con relacién
al nuevo origen.

Ejemplo 5.15. Un cono circular recto de masa M, radio R y altura & tiene
un movimiento giroscépico constante. Si su velocidad de giro es Q y su velo-

cidad de precesién q5, hallar la energia cinética del cono.
Con el origen O’ del sistema mévil de coordenadas situado en un punto
fijo, la energia cinética del cuerpo rigido estd dada por

T=%Z§~I7’.

Debido 2 que los ejes xyz son ejes principales, esta expresién toma la forma

T = %‘[Im‘!)@z -+ Iyy“’yz -+ Izzﬂ)zz]-

Las componentes de la velocidad angular del cono son
0p =0 =0,
wy = ¢ sen 0,
oy = + qS cos 6
y los momentos de inercia son
Lo = Ly = o M(R? + 4h7),

3
Igg =z "i—d MRz.
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La sustitucién da

...,l EM 2 2 g2 2 é_ 2 ¥ 2
T”Z[QOM(R + 4k,¢ sen 0+10 MR*(Q + ¢cosd)? |,

3M
=0 [

Ejemplo 5.16. Como se muestra, los extremos de una barra delgada de longi-
tud [y masa M estdn restringidos a moverse en las guias en un plano vertical,
La barra se suelta desde § = 0 con velocidad angular despreciable. Hallar la
velocidad y aceleracién angulares para cualquier posicién §. Ver la figura 5.29.

En ausencia de rozamiento, la Gnica fuerza que efectia trabajo es Mg. Para
cualquier 4ngulo f la fuerza de gravedad se mueve una distancia vertical (1/2)
(1 — cos ¢). Entonces

T == R? + 4h?) ¢ sen® § + 2R*(Q + ¢ cos ) 7].

We = AT,

1 1
Mg—z— (1 —cosf) = 5
donde I,, se calcula con respecio al centro de masa.

Se puede calcular la velocidad del centro de masa utilizando el centro ins-
tantaneo de la barra.

1
Mue? + ‘“2“ Izzmzz,

l
Ve = '2* @z
Entonces
Mgt (i—cost) = oM Lozt L1 ) Mpop = & ppo,s
£3 cost) =58 T T\ R G
3 s
oy = [ —lg (1—cosd) ]
Derivando, obtenemos
i(m 2 = 20,0, = 3¢ sen fo
di 2 20z i 23
. 3
Wy = 27' sen 6.
y
Centro instantaneo
~~~~~~ -+
Fig.. 5.29
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LA XO

(a) Posicion 1 . (b) Pasicién 2 .

Fig. 5.30

La energia cinética de la barra podria haber sido calculada utilizando el
centro instantineo como origen, ya que este punto esti en reposo.

Ejemplo 5.17. Un disco desbalanceado de masa M rueda sin d«?slizar desde
la posicién 1, partiendo con velocidad angular cero. El radio de giro, con res-
pecto al centro de masa situado en C, es k. Después que el disco h?. rqdado
un 4ngulo @ (posicién 2) hallar la fuerza normal que ejerce el plano inclinado
sobre el disco.

Del diagrama de cuerpo libre de la figura 5.30b, la ecuacién de movimiento
del centro de masa es

N]:Z) + Fjjio -+ Mg(—'— COSaﬁo -} Senayo) = M[a370 -+ f;)ko X Aa‘i -+ wko X

(wko X Adi)].
La ecuacién escalar en la direccién X, es

N — Mg cos & = M[—>Aaé sen §— dao® cos §]
QO sea
N = M[gcosa-—Aa(asend + o®cosf)] (a)

La aplicacién de la ecuacién angular, tomada con respecto al centro instanti-
neo, da

o x MR + H = 3P,
(aio + Aat) X Maw® i, + Mk + (aio + Aai)*Joko = (ai,
+ Aat) X Mg(— cos azy -+ sen afy).
—Aate®sen § 4+ [k + a* (1 + Acosd + AY) ]

= glhacosasen § + sen a(a + Aacosd)],

¥y
. ga[hcosasenf + sene(l + Acosf)] + Aa*w®send
w = B

ko? + a*(1 + Acosf + A%)

(6)
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Ahora, para determinar o, debemos usar la relacién de trabajo y energia
W, = AT. La finica fuerza que produce trabajo es la fuerza de gravedad Mpg.
El desplazamiento vertical de Mg se puede determinar por una ecuacién de
desplazamiento relativo. .

T=R+p;

AY = Fp 7y = (Ez + ;);) — (Ex + ;1) = [at, -+ abf,
+ Aa(cos 6 7y + sen 6 Jo) 1 —[ai, + Aaio),
A7 = —a(l—cos 0)% + a(f + Asen ).
Entonces
We = Mg(—cos 0y + senf 7,) - A7,
We = Mglhacos (1 —cos0) + asen (6 + A sen )1 (¢)

La energia cinética se puede calcular con respecto al centro instantineo.

ArzéMmg+fu+AwW+mww. (d)
Resolviendo las ecuaciones ¢ y d para o?, tenemos

. _ 28Aacos (1 —cosh) + asen (6 + Asen )] (e)
e = ke + a*(1 + AcosO + A7)

Finalmente, sustituyendo la ecuacién ¢ en la ecuacién b y después las ecua-
ciones e y b en la ecuacién g, se obtiene el resultado un poco més largo para N.

Para un conjunto dado de pardmetros es interesante calcular el 4ngulo § en
que el disco deshalanceado saltar4, esto es, el angulo @ para el que la fuerza
normal N es igual a cero. Esto se puede hacer ensayando algunos valores para
Ia solucién de la ecuacién @ con el primer miembro igual a cero.

5.9 Ecuaciones de impulso y cantidad de movimiento — Cuerpos rigi-
dos. Cuando se resuelven, en funcién de coordenadas convenientes, las
ecuaciones de movimiento que fueron desarrolladas en Ia seccién 5.2, se
obtiene una descripcién completa del movimiento de un cuerpo rigido.
Sin embargo, con demasiada frecuencia todas las ecuaciones llegan a ser
excesivamente complicadas, si no virtualmente imposibles de resolver.
También, en muchos casos no se requiere una descripcién completa del
movimiento. Por estas razones, es ventajoso explorar otras relaciones que
existen entre las variables que aparecen en los sistemas dindmicos,

La relacién entre la energia cinética de un cuerpo rigido y el trabajo
efectuado por las fuerzas aplicadas, que se desarrollé en la seccién ante-
rior, es un ejemplo de tal formulacién que produce resultados Gtiles aun-
que incompletos para la situacién mis general.

En esta seccién, desarrollaremos el concepto de impulso y cantidad
de movimiento para un cuerpo rigido para lograr otro conjunto de rela-
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ciones que son de utilidad en el anilisis del movimiento de un cuerpo

rigido. »
: La ecuacién de movimiento del centro de masa de un cuerpo rigi-
do es .,
F = My, = — (M7
E T de (M)
o bien

Fdt = d(M#,) = dp. (5.69)

Cuando el centro de masa se mueve de la posicién 1 a la posicién 2, la
ecuacién 5.69 se puede integrar entre limites apropiados para dar

2 . 2 e e e R -
fﬁmmjﬂwzﬁwﬁ=Mm~ﬂy (5.70)
t 1
En la ecuacién 5.70 se introducen lag siguientes definiciones:

2 __ . -
1. La integral }(‘ Fdt = impulso = 1.
. J 1

2. p = cantidad de movimiento lineal del cuerpo rigido.

3. ¥ = velocidad del centro de masa. .
La ecuacibén 5.70 es una ecuacién vectorial y de ahi que se puede escri-
bir en términos de sus componentes escalares, como sigue:

2
a[&ﬁ:memL
i
2
Uf&ﬁmeM%L (5.71)
1

2 .
fm¢=M@mm.
i

En forma similar podemos desarrollar otro conjunto de ecuaciones a
. » b4
partir de la ecuacién de movimiento angular (5.9) de la seccién 5.2, La
ecuacién de movimiento angular es :

M =— (H), (5.72)

donde &’ es la cantidad de movimiento angular del cuerpo rigido calcu-
lada con respecto a un sistema mévil de coordenadas unifio al cuerpo 'ri-
gido. El origen del sistema mévil de coordenadas estd sujeto a la restric-
tién establecida en la seccién 4.6.

De la ecuacién 5.72 se deduce que

2 s . e
f I dt = [ aEr) = m.— .. (5.73)
1 <1
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2 ‘
En la ecuacién 5.73, la integral f M’ dt es el momento del impul-
1

2
5o mientras que la integral f d(H’) es el cambio en la cantidad de
1

movimiento angular del cuerpo rigido, Tanto el momento como la can-
tidad de movimiento angular se toman con respecto al sistema mévil de
coordenadas. La ecuacién 5.73 es una ecuacién vectorial ; consecuente-
mente sus componentes escalares son

2
f My dt = Loy (00— 02,) — Loy (@g,— wy,) — Lz (05, — ws_),
1
: /
f lM'y dt = —Loy (05, —02,) +Lyy (00, y,) — Iya(s,— ws ), (5.74)

2
f M’z dt = —Ip (05, — 3,) — Lya(ay,~— wy,) + Lux (05y— wg,).
1

Las ecuaciones 5.71 y 5.74 relacionan las fuerzas y el tiempo con los
cambios en la velocidad del centro de masa y los cambios en la veloci-
dad angular de un cuerpo rigido.

En ciertos casos es conveniente expresar las velocidades angulares en
términos de los 4ngulos de Euler (ecuaciones 5.46) y de esta manera
determinar los cambios en estas componentes de la velocidad angular.

Ejemplo 5.18. Un disco cilindrico de masa M = 1 unidad técnica de masa y
de radio @ = 1 m est4 sobre un plano horizontal liso. La fuerza P se aplica en
un cable que pasa por la periferia del disco y varia con el tiempo de acuerdo

¢
- con la ecuacién P = > + 3 kg. Hallar Ia velocidad de un punto del cable

después que P ha actuado durante 4 seg. La velocidad inicial del centro de
masa es 27, m/seg y la velocidad angular inicial es cero.

Aplicando las ecuaciones lineal y angular de impulso y cantidad de movi-
miento, se tiene

2 . .
fl Fydt = M(Y,—V,),

Fig. 5.31
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Fig. 5.32
4 t R
{ (—-—+s)dt=<1)(n-5),

o \2
t2 4 .
2 - V,—2,
7 + 3t ]0 2

Y, = 18 m/seg;

2
f M’z dt = Izz ({»zz — a)zl),
1

Sl (5 +8) dt = 5 00T, —0)
0z, = 32 rad/seg.
Entonces la velocidad de un punto del cable es
74 = 187, + 32k, X % = 507, m/seg.

Ejemplo 5.19. Una bola de masa M, y didmetro d se arroja con una veloci-
dad vi contra una barra prismatica de masa M,, longitud { y altura d. La bola
choca contra la barra a una distancia I/4 de uno de sus extremos y se supone
que el choque es perfectamente plastico. Si el plano honz?ntal es liso, hallar
la velocidad angular de la barra después del choque. Ver figura 5.32.

Para la bola podemos escribir

— f Fodt = My (dp— #u) = My (i —v), (a)

f M-Cb dt = Izab(wwzb - wxlb)z + Iyyb(wyzb b “’ylb).].
+ ‘Izzzb(wzzb - wzlb) k. (b)

Ahora, ya que las Onicas fuerzas que actfian sobre la bola pasan por el centro
de masa, :
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fﬁcbdt =0

y la cantidad de movimiento angular de la bola se conserva.
Para la barra tenemos

f Fedt = Mol — i) = Mo (0, —0), (o)

j M, dt = f Fg,zi—-.lzdt = Ly (wo2r — w1r)

+ Iwn'(“’yzr - mylr)5 + Izzr(wzzr = mzwﬂ? (d}

Esta Gltima ecuacién supone que ningéin desplazamiento ocurre durante el
choque de manera que F, siempre serd normal a la barra. Nétese también la
conservacién del momento angular para los ejes x y .

La suma de las ecuaciones @ y ¢ conduce al principio de la conservacién
de la cantidad de movimiento lineal para el sistema.

0 = My(dp—v) + M, (%2p—0), {e)

Es importante tener presente que las componentes de la velocidad descono-
cida se refieren a las velocidades de los centros de masa.

Combinando las ecuaciones a y d para eliminar [ F, dt se llega al principio
de la conservacién del momento angular del sistema.

== ébe(J‘Cgbwm Z}) + Izzr(wzefwo)v (f)

Hasta aqui, tenemos las ecuaciones ¢ y f para hallar las incégnitas %,

%20 ¥ wyar No obstante, estas componentes de velocidad estdn cineméticamen-
te relacionadas por

s . I
Kopl == Xo,l -+ wzzrk X “""'4“,7:
. . l
= Zor + ozt (g)
Resolviendo las ecuaciones ¢, f y g simult4neamente, tenemos
& My
= TM, + M,
# 4M 114
T TMy - AM,
12M Y4

O = 107My + 4MY
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PROBLEMAS

5.1. Hallar el momento de inercia con respecto al didmetro de un cascarén es-
férico delgado de masa total M y radio a. Resolver el problema considerando
el cambio en el momento de inercia de una esfera sélida debido a un cambio
en el radio.

5.2. Hallar I, para el hemisferio del problema 4.8 si la base del hemisferio
estd en el plano xy. Utilizar el resultado del problema 5.1.

5.3. Escribir una expresién para el momento de inercia respecto al eje de revo-
Iucién de un sélido homogéneo que consiste de un cilindro y dos hemisferios.
Expresar el resultado en términos de la masa total M. La longitud de la porcién
cilindrica es tal que su masa es tres veces la de una esfera del mismo radio.

lon

|

¥

Fig. P-5.3

5.4. Deducir la ecuacién 5.15, que es la férmula de traslacién para los produc-
tos de inercia.

8.5, Hallar I,, para el sélido limitado por los planos coordenados v x/a + y/b
+ z/¢ = 1. La densidad del material es p.

5.6. Hallar el momento de inercia de un cono circular recto respecto a una
recta que pasa por su vértice y es paralela a la base. La masa total es M, la
altura £ y el radio de la base a. Resolver por integracién y comprobar el resul-
tado utilizando las tablas y la férmula de traslacién.

5.7. Hallar I, para la mitad del cono. La masa total es M.
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y
e
h A
g [
Ve
/
o
x 2
/ A A
/a -
[
Fig. P-5.7 Fig. P-5.8

5.8. Determinar el momento de inercia de un cubo con relacién al eje A-4.
El cubo tiene una masa M y la longitud de una arista es a. Resolver por inte-

gracién directa y comprobar el resultado utilizando tablas y la férmula de tras-
lacién.

5.9. Hallar el momento de inercia I, respecto a un eje z que pasa por ¢l pun-
to A del sistema que consiste del tambor sélido y dos barras. Cada barra pesa

1 kg y se puede considerar como siendo delgada. El tambor es un cilindro que
pesa 5 kg.

y
. 40 cm 40 cm 40 cm A
s
em 7N |

AN

Fig. P-5.9

5.10. Hallar todos los momentos y productos de inercia de la barra delgada
doblada en la forma que se muestra. La masa total es M. '
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o~

.
LY

e}

{ |
I 1 / ' i

2

Fig. P-5.10

5.1, a) Determinar todos los momentos y productos de inercia para el cubo
de arista ! respecto a los ejes centroidales paralelos a las aristas.
b) Repetir los célculos si se cortan de los vértices que estdn en los ex-
tremos de una diagonal, dos cubos de arista b, (2b << I).

5.12. Para el paralelepipedo rectangular que tiene un agujero cilindrico, hallar:

a) Fe
b) I,,.
W)
El material es homogéneo y tiene una densidad p.

/ 6 cm

6 cm

;3cm

3.13. Dibujar el circulo de Mohr para cada uno de los siguientes objetos y ha-
llar los momentos de inercia I, I, v el producto de inercia I,,.. Se puede con-

Fig. P-5.12
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siderar que la distribucién de masa est4 en el plano xy, ya que el espesor de cada
objeto es pequefic comparado con las otras dimensiones.

a) Un aro delgado de masa M y radio a.
b) Una varilla delgada de masa M y doblada en la forma que se muestra.
¢) Una placa rectangular de masa M.

(a)

- |
i
‘<~
Y\
4

R
i3
~

Nle

h

() (c)

Fig. P-5.13

5.14. El momento de inercia de un cuerpo con relacién a la recta [ es J— pdm,
4

donde p es la distancia perpendicular de dm a la recta. Si la direccidn de I esta
dada por el vector unitario 2, = cos ¢ 7 + cos 87 + cos y k, entonces I; =

f I7 % 2;]? dm. Demostrar que
< 4

Iy = Ipcos® a + Iyycos® B + I cos® y — 21, cos B cosy
— 2I; cos y cos @ — 21y cos a cos 8.

Esto es, si para un cuerpo se conocen los momentos y productos de inercia con
respecto a los ejes xyz, el momento de inercia con respecto a cualquier recta que
pasa por el origen se puede calcular mediante la férmula anterior.
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~dm

™

Fig. P-5.14 y P-5.15

5.15. De una manera similar a la del problema anterior 5.14, s¢ puede calcular

el producto de inercia con respecto d dos ejes cualesquiera mutuamente perpen-

diculares -que pasan por el origen. Si ¢, = cosei + cos f7+ cosyk y &, =

cos o/ T + cos B’ 7+ cos y/ k definen estos ejes, entonces I;,, = f (7-7y)
4

(7-2,,) dm. Deducir la férmula.

Iim = — cos a cos o Ipp—— cos B cosf’ Iy — cosy cosy Iy

+ (cos B cosy’ + cosycos B') Iy, +
(cosacosy’ + cosy cosa’) Iy + (cosacos B 4+ cos Bcos o) Iy,

5.16. Utilizar los resultados del problema 5.14 para hallar €l momento de iner-
cia de un cubo de masa M y lado g, respecto a:

a) La diagonal I, del cubo.
b) La diagonal /, de una cara.

Y

Ia -~

Fig. P-5.16
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5.17. Utilizar los resultados del problema 5.15 para hallar el producto de inercia
Iy para el cilindro del problema 5.100. :

3.18. El sistema que se muestra tiene masa M s ¥ desliza hacia abajo de un plan6
liso. La barra tiene masa My y longitud 'y est4 articulada por un pasador en B

¥ se apoya en el punto 4 de una superficie lisa. Hallar todas las fuerzas que
actan sobre la barra.

Fig. P-5.18 Fig. P-5.19

5.19. Una barra uniforme 4B pesa W kg. Est4 unida al bastidor mediante una
articulacién de pasador en A. ¢Qué aceleracién hacia la derecha debe tener el
bastidor para hacer que la reaccién sobre la barra en el punto R ¢ cero? ¢Cual
es la reaccién en el pasador cuando la reaccién en B es cero?

3.20. Hallar el conjunto de valores de x para los cuales la cufia de peso W ten-
drd movimiento de traslacién. El coeficiente de rozamiento cinético entre Ia
cufia y el plano es p.

[

Fig. P-5.20

5.21. Una barra recta uniforme de peso W y longitud I se coloca en una caja
(se muestra en seccién transversal) en la posicién que se muestra. Si se des.
precia el rozamiento, ¢qué aceleracién debe tener la caja si la barra permanece
en equilibrio con relacién a la caja? Si la barra pesa 5 kg, Ia caja pesa 10 kg,
& entre la barra y la caja es 0.2, y entre la caja y el piso es 0.4 y ¢ = 30°,
determinar los valores maximo y minimo de la fuerza horizontal P que permi-
tirdn que la barra permanezca en equilibrio respecto a la caja.
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50 kg
E—
T,
@ e 13
7 DT
Fig. P-5.21 Fig. P-5.22

5.22. Un cuerpo 4 pesa 19.6 kg y una barra OB pesa 9.8 kg. OB est4 }xnida a
A mediante un pasador liso. Por el efecto de la fuerza de 50 kg el conjunto se
mueve hacia la izquierda. Determinar el dngulo ¢ si éste permanece constante
durante el movimiento. El coeficiente de rozamiento entre 4 y la superficie ho-
rizontal es 0.2,

5.23. Cuando el carrito estd en reposo o se mueve con rapidez u{xiforme la ban:a
4B que pesa 10 kg y tiene una longitud de .2 m pende verticalmente hacia
abajo. Cuando al carrito se le da una aceleracién @ = 163 m/soegz, ia barra ad-
quiere una desviacién angular de la posicién vertical de § 2’10 . Hallar la cons-
tante k del resorte. Se supone que el resorte permanece horizontal,

Fig. P-5.23 Fig. P-5.24

5.24. El automévil de peso W baja una pendiente de §° cuando se ap}ican los
frenos. Si se frenan las cuatro ruedas, hallar la fuerza normal total N, bajo el par
de ruedas delanteras. El coeficiente de rozamiento cinético para las cuatro ruedas

es,;,.
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3.25. La puerta deslizante tiene un peso de 196 kg. Si P es de 20 kg, hallar la

aceleracién de la puerta y las reacciones en 4 y B. Se supone que los rodillos
son lisos y de masa despreciable. :

A B
. (O] -
© ©
F}.ZO m ! .20 m, 5
240 m ‘
e
|
2 m P
80 em
X .
Fig. P-5.25

Fig. P-5.26

5.26. Un aro delgado de masa M y radio a es arrastrado a lo largo de un plano
inclinado de tal manera que no tiene rotacién, Si e

1 coeficiente de rozamiento es
1, determinar la distancia h.

5.27. Un cilindro de peso W y radio r estd apoyado simétricamente en un plano

vertical por dos barras cuyo peso puede despreciarse. Para la posicién que se
muestra, hallar las fuerzas P necesarias para:

a) Levantar W con una aceleracién inicial a.
b) Bajar W con una aceleracién inicial a.

El rozamiento se desprecia.

Fig. P.5.27
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. ) ce-
528, Con relacién al problema 5.27 y la determmaczonlde I:-ls 1fuerz?isc ife’n;:cde
B ” ° s & @ e CO
i ba con una aceleracién inicial @, si

arias para hacer que W su al a, ‘ °
: zamiﬁnto entre las barras y W es p. :Cudl es la restriccién sobre o para qu
ro!
esto sea posible?

520, Un poste uniforme descansa sobre el borde frontal de un carro que ascien-

i i : é 4 he incli-

de por una pendiente con aceleracién uniforme a,. {A’que angulo 9’ dell)e "

arl;e el poste a fin de que pueda mantener su posicion con relacién al carro?
no

Fig. P-5.29 Fig. P-5.30

. a
5.30. Una cufia ideal lisa se utiliza para levantar un peso.W. Halla; lz; fuc‘iJl -
P necesaria para levantar el peso con una aceleracién a si el peso de la

es O y se desprecia todo rozamiento.

5.31. Resolver el problema 5.30 si el coeficiente de rozamiento entre W y la
pared es p.

5.32. Una barra que pesa 3 kg/m est'éx doblada en 4ngulo recto con segmgntﬁ
de 78 cm y 39 cm de longitud. Adquiere la posicién que se muestraDcuarx “)ar
bastidor F al que estd articulada en A se ace.l?ra horizontalmente. Determin:
esta aceleracién y las componentes de la reaccién en 4.

Fig. P-5.32



344 MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS

5.33. Una placa rectangular de masa M y sostenida por dos cables de longitud I
se suelta desde el reposo en ¢ = 30°. Hallar; '

a) Las tensiones en los cables inmeditamente después que se suelta.
b) Las tensiones de los cable cuando & = 90°,

Fig. P-5.33

3.34. Una ventana est4 sostenida por dos cuerdas que pasan sobre poleas situa-
das en el marco de la ventana y en cuyo extremo hay contrapesos cada uno
iguales a la mitad del peso de la ventana. Si se rompe una de las cuerdas y la
ventana cae con una aceleracién g, hallar el coeficiente de rozamiento entre

la ventana y el marco. Se supone que la ventana ests ajustada perfectamente al
marco. La altura de la ventana es & y su anchura b.

5.35. Como se muestra, un cilindro de masa M y radio @ se apoya contra una
pared vertical y un plano inclinado. Una fuerza horizontal P acta sobre un ca-
ble enrollado alrededor del cilindro. Si el coeficiente de rozamiento es y entre
ambas superficies, hallar la fuerza P necesaria para dar al cilindro una acelera-

cién angular ¢. Se supone que # es suficientemente pequefio de modo que el
cilindro permanece en contacto con las dos superficies.

¥y
\u
AN
x¢ B/ x
5 J
Fig. P-5.35 Fig. P-5.36

5.36. La placa cuadrada uniforme pesa 39.2 kg y 2 = 3V2 m. Si la placa
gira alrededor de un eje horizontal en 0. Hallar las componentes de la reaccién

en Oy el momento del par C cuando 5 = —5F rad/seg y &» = —10k rad/seg?.
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5.37. Un angulo de hierro pesa 20 kg y gira en un plano verticala alrededor de
un eje horizontal que pasa por O. En la posicién que se muestra tiene una velo-
cidad angular de 4 rad/seg en el sentido de las manecillas del reloj. Hallar la
veaccién del rodamiento sobre el angulo.

D)

1.20 m

y )

1.20 m \J

Fig. P-5.37 Fig. P-5.38

) lta desde la posicién mostra-
5.38, Una puerta de trampa pesa 19.6 kg, se sue i
da y cae haI::ia abajo. Hallar la reaccién inicial en el soporte O si a la puerta
se da una velocidad angular inicial de 1 rad/seg.

5.39. Una barra de longitud [ y masa M descansa sobre un plano hoxi{zont};i
liso y est4 obligada a moverse con sus extremos en contacto con un aro liso.
aro esti fijo al plano. Como se ve, una fuerza P actlia y siempre permﬁgﬁcc
normal a la barra, Hallar la velocidad angular de la barra después de er
recorrido completamente el aro partiendo desde el reposo.

Fig. P-5.39

v
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5.40. Un péndulo fisico o compuesto se ve suspendido de O por un pasador
liso. El péndulo tiene una masa M y un radio de giro con respecto a O de k,.
Una fuerza horizontal P actéia a través de un punto Q en tal forma que la reac-
cién horizontal en O es igual a cero. Hallar d. El punto Q se llama centro de

percusién del cuerpo respecto al punto 0. También demostrar que O es el centro
de percusién con relacién a (.

T

Fig. P-5.40

5.41. Un disco circular delgado de masa M y radio ¢ gira alrededor de su eje
de revolucién con una velocidad angular «. Después el disco se lleva a un planc
horizontal con su eje de rotacién vertical. El coeficiente de rozamiento entre el
plano y el disco es u. Se supone que el sistema de fuerzas entre el disco y el
plano estd uniformemente distribuido. Hallar el tiempo necesario para que
el disco llegue al reposo.
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5.42. Hallar‘ la aceleracién angular de la polea y la tensién en cada cuerda. Se
considera que la polea doble estd formada por un solo cilindro y que se despre-
cia el rozamiento en el eje.

V7777222277222

Ry
,ri 4m -
e
A
7
Wa Wll D
Fig. P-5.42 Fig. P-5.43

5.43. El sistema de barra y polea lisas tiene una velocidad angular en el senti-
do de las manecillas del reloj de 0.5 rad/seg en la posicién que se indica. El
peso de la barra es de 98 kg y el peso de la polea es despreciable. Hallar la
reaccién en el pasador C y la aceleracién del peso D. D pesa 29.4 kg.

5.44, La viga simplemente apoyada que se muestra pesa W kg/unidad de lon-
gitud. Tratese como una barra larga delgada. La viga estd cargada con una
fuerza concentrada P y el momento de un par concentrado Pl Si repentina-
mente se suprime el apoyo izquierdo, hallar el valor instantineo de la reaccién
derecha. ;Cual es la razén de la reaccién estitica en B a la reaccién dinamica?

P
1 l A
}
- Pl %
A B
Fig. P-5.44

5.45. Una barra delgada de masa M y longitud [ esta articulada con un pasa-
dor en un extremo. La barra se suelta desde el reposo en una posicién horizon-
tal. En el instante en que se suelta hallar la posicién y el valor del momento
flexionante méaximo en la barra. ‘
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35.46. Una rueda deshalanceada 4 pesa 19.6 kg y tiene un radio de giro con re-
lacién al eje horizontal de rotacién que pasa por O de 12 cm. El blogue B pesa
14.7 kg y estd unido a 4 mediante una cuerda inextensible que pasa en D sobre
un tambor liso de masa despreciable y se enrolla alrededor de A. El momento
del par M aplicado a 4 es de 12 kg-m contraric a las manecillas del reloj.
Cuando 4 estd en la posicién indicada tiene una velocidad angular de 6 rad/seg
en el sentido de las manecillas del reloj. Determinar las componentes normal y
tangencial de la reaccién en O sobre el cuerpo 4. Se desprecia el rozamiento en
el rodamiento situado en O.

36 cm

Fig. P-5.46

5.47. Una plataforma horizontal gira alrededor de un eje vertical que pasa por

O, parte desde el reposo con una aceleracién angular contaste gk rad/seg? Una
barra delgada AB de peso W y longitud I descansa sobre la plataforma y estd
fija en 4 por medio de un pasador vertical. Si el coeficiente de rozamiento
entre la plataforma y la barra es p, hallar el tiempo necesario para que la barra
deslice. Se supone que existe un contacto uniforme entre la barra y la platafor-

ma. ¢Para qué aceleracién angular inicial minima la barra deslizard inmediata-
mente?

Fig. P-5.47 Fig. P-5.48
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5.48 Una barra delgada de masa M y longitud I se sostiene verticalmente y
después se suelta. Si la barra desliza sobre el plano horizt?ntal cuando forma
un 4ngulo @ con la vertical, hallar el coeficiente de rozamiento entre la barra

y el plano.

5.49. El dngulo de hierro ABC de masa total M esti unido a una mesa girato-
ria con un pasador liso en €'y un rodillo en 4 que proporciona apoyo en la
direccién x. Cuando la mesa gira con una velocidad angular constante wk alre-
dedor de un eje vertical que pasa por O, determinar la fuerza a):nal, la fuerza_ de
corte y el momento flexionante en la seccién a-a sobre la longitud AB debidos
al movimiento.

Fig. P-5.49

5.50. Una barra delgada de masa M descansa sobre una mesa cuadrada‘ provis-
ta de un borde vertical. Si se hace girar la mesa alrededor de un eje vertical pa-
sando por O con una velocidad angular o, determinar las reaccionffs del borde
sobre la barra en los tres puntos de contacto. Despréciese el rozamiento.

| 2a |

Fig. P-5.50
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5.51. Si la mesa del problema 5.50 tiene una aceleracién angular ¢ contraria
a las manccillas del reloj y empieza a moverse desde el reposo, determinar las
reacciones del borde de la mesa sobre la barra en el instante inicial.

5.52. Una mesa giratoria horizontal se acelera desde el reposo con una acele-

racién angular constante & en torno a Q. Un palo de masa M estd unido a la
mesa por un pasador en 4 y un cable en B. Hallar el tiempo necesario para que
el cable se rompa si la resistencia a la ruptura del cable es T,. Despréciese todo
rozamiento.

Fig. P-5.52

5.33. Se supone que en el problema 5.27 cada barra tiene un peso , hallar las
fuerzas P necesarias para para levantar W con una aceleracién inicial a.
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5.54. Una barra de masa A y longitud / estd rigidamente unida a un ;’mgulo a
en la flecha AB que gira alrededor de un eje vertical. Si la flecha glra con

velocidad angular constante wk, determinar:
a) La fuerza axial, la fuerza de corte y ¢l momento flexionante sobre fa

barra en el punto de unién.
b) Las reacciones en las chumaceras 4 y B.

y
Z
B i A 1 i
- | ]
A B C
b (41
2
S
a

——%% Ofle x

A %

Fig. P-5.54 Fig. P-5.55

5.55. La barra en T que se muestra gira alrededor de un eje vertical que pasa
por O. Las barras tienen un peso p kg/unidad de longitud. Dibujar los diagra-
mas de corte y de momento dindmicos para el segmento BC.

a) Si las barras giran con una velocidad angular constante k.
b) En el instante en que las barras parten del reposo con una aceleracién

angular k.

5.56. Para la barra en T del problema 5.55 escribir una expresién para la fuer-
za axial en el segmento OB en funcién de y, que e¢s la distancia a lo largo de
OB medida desde O.

a) Si las barras giran con velocidad angular constante k.
b) En el instante en que las barras parten del reposo con una aceleracién
angular gk.
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5.57. Una esfera de masa M y radio a descansa sobre el borde de un saliente
horizontal. Si principia a rodar sobre el borde con una velocidad angular inicial
pequefia que puede despreciarse.y el rozamiento entre el saliente v la esfera es
suficiente para evitar el deslizamiento, determinar el 4ngulo ¢ en que la esfera
abandonara el borde. ;Cual es la velocidad angular cuando lo abandona?

Fig. P-5.57

5.58. Tres pesos concentrados de 9.8 kg estin unidos a una flecha de 1.50 m
de longitud mediante barras de 30 cm de largo. Las barras son perpendiculares
a la flecha. El motor ejerce en la banda, por medio de la polea de 18 ¢m de
radio, las tensiones que se indican. En la posicién representada en la figura, ha-
llar las reacciones en los rodamientos 4 y B. Considérese solamente la masa de
los pesos concentrados y despréciese el rozamiento.

Fig. P-5.58
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5.59. Un angulo uniforme de hierro ABC pesa 75 kg y estd apoyado sobre
una mesa giratoria que gira alrededor de un eje vertical z con una velocidad
angular de 10k rad/seg. El apoyo en 4 es un pasador liso vy en B un rodille
proporciona una restriccién solamente en la direccién vertical. Hallar todas las
fuerzas que actiian sobre el angulo durante el movimiento.

Cﬁ?‘

Fig. P-5.59

5.60. Resolver el problema 5.59, hallando todas las fuerzas que actiian sobre el
dngulo cuando la mesa giratoria parte del reposo con una aceleracién angular
de 20k rad/seg?.

5.61. Dos barras delgadas cada una de longitud ! y peso W estan articuladas
como se muestra. Estan en libertad de girar en el plano vertical alrededor de un
eje en O. Si las dos barras se sueltan simultdneamente desde el reposo en la
posicién horizontal, hallar la aceleracién angular inicial de cada barra y la
reaccién del rodamiento en O,

7
Q

A
@ ©)

./

Fig. P-5.61

5.62. Una barra de longitud [ y masa M descansa sobre un plano liso horizon-
tal. Se aplica una fuerza P en uno de los extremos y normal a la barra. En este
instante hallar:

a) La aceleracién angular de la barra.
b) La aceleracién del otro extremo de la barra.
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563. La esfera s6lida homogénea pesa W kg y rueda sin deslizar. Hallar la
distancia # para la cual la fuerza de rozamiento seri cero para cualquier fuerza
horizontal P.

Fig. P-5.63

5.64. Una esfera sélida homogénea rueda sin deslizar en un canal en V bajo
la accién de la gravedad. Hallar la aceleracién del centro de masa y el coefi-
ciente de rozamiento minimo necesario para evitar el deslizamiento.

Seccibn A-A

Fig. P-5.64
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5.65. Una esfera de peso W y radio r rueda en un plano vertical sin desliza-
miento sobre una superficie curva de radio R. Cuando el centro de la esfera tie-
ne una rapidez V, hallar la reaccién normal de la superficie sobre la esfera.

Fig. P-5.65

5.66. Una barra de 10 kg se utiliza para remolcar un rodillo cilindrico de
125 kg. Hallar la aceleracién del centro del rodillo bajo la accién de la fuerza
P horizontal y constante. El rozamiento es suficiente para evitar el deslizamiento.
:Qué 4ngulo debe formar la barra con la horiontal?

g
L a2
2 ZEZZ'ZEW’%QWA

Fig. P-5.66 Fig. P-5.67

5.67. Una barra delgada de masa M y longitud / estd unida mediante un pasa-
dor a un carro de masa 3M y cuelga verticalmente como se muestra. Hallar la
aceleracién del extremo inferior de la barra cuando el sistema parte del reposo
bajo la accién de la fuerza P. Despréciese el rozamiento.
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5.68. Hallar la aceleracién angular de la polea compuesta que tiene un peso
W, v un radic de giro con respecto a O de k,. :

prrzzzz2223

Fig. P-5.68 Fig. P-5.69

5.69. Una viga de acero uniforme de longitud 2/ se levanta con una gria a una
rapidez uniforme v, en el momento en que el cable en B se rompe. Los cables
AD y BD estin fijos en el gancho de la gria D y cada uno tiene longitud a.
Hallar la aceleracién del extremo 4 inmediatamente después que el cable se
rompe, se supone que D coniinia su movimiento vertical uniforme.

5.'70. Un semicilindro pesa W kg y se suelta desde el reposo en la posicién in-
dicada. Calcular la aceleracién inicial del bloque, también de peso W kg, si el
rozamiento se desprecia.

Fig. P-5.70
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571, Un carro pequefio pesa 20 kg y la barra, que estid unida a €] pesa 10 kg,
el conjunto estd en reposo sobre un planoc liso en la posicién que se muestra. Si
se permite que la barra caiga al mismo tiempo\que se aplica la fuerza P =
30 kg, hallar la aceleracién angular inicial de la l}arra y el valor instantineo de
Ja reaccién del pasador en B sobre la barra. ¢Qué Valor de P hars que la ace-
leracién angular de la barra sea igual a cero? N

Fig. P-5.71 Fig. P-5.72

5.72. Hallar la minima fuerza P que hard que el cilindro de masa M deslice.
El coeficiente de rozamiento es p.

5.73. La barra AB de 8 kg desliza en un plano vertical a lo largo de guias.
Cuando la barra estd en la posicién horizontal, la velocidad angular es de
5 rad/seg en el sentido contrario a las manecillas del reloj. Hallar las reaccio-
nes en A y B sobre los bloques de masa despreciable.

Fig. P-5.73 Fig. P-5.74

5.74. Un cilindro desbalanceado con su centro de masa a una distancia b de
su centro geométrico rueda sin deslizar sobre un plano horizontal. El centro del
cilindro se mueve con una velocidad constante v hacia la derecha. Si el cilindro
tiene una masa M, radio a y radio de giro k, con respecto a un eje horizontal
que pasa por C, hallar la fuerza normal que ejerce el plano sobre el cilindro
como una funcién del 4ngulo . ¢Cuil es el valor minimo del coeficiente de ro-
zamiento necesario para evitar el deslizamiento?
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5.75. Hallar el momento del par que se requiére en el problema 5.74 para dar
al cilindro deshalanceado el movimiento prescrito. '

5.76. El extremo inferior de una escalera se mueve hacia la derecha con una
velocidad constante v, La escalera tiene un peso W y una longitud /. Hallar las
reacciones en 4 y B sobre la escalera cuando § = 45°. El punto B est4 obliga-

do a permanecer en todo instante en contacto con la pared y el rozamiento se
desprecia.

Fig. P-5.76 Fig. P-5.77

5.77. Una rueda desbalanceada pesa 196 kg y tiene un radio de giro de 33
cm con respecto a un eje horizontal que pasa por el centro de masa C. La rue-
da est4 rodando y deslizando sobre el plano horizontal. Cuando est4 en la posi-
cién que se muestra, la velocidad de O es de 30 cm/seg hacia la derecha y la
velocidad angular es de 2 rad/seg en el sentido de las manecillas del reloj. El

coeficiente de rozamiento entre Ia rueda y la superficie horizontal es 0.30. Hallar
la aceleracién angular de la rueda.

5.78. La barra de masa M desliza desde el reposo en § = 0. El coeficiente de
rozamiento en cada superficie es 4 y es lo suficientemente pequefio para permi-
tir el movimiento bajo la accién de la gravedad. Suponiendo que la barra sola-
mente estd en contacto en sus extremos con las superficies en que se apoya, ha-
llar la aceleracién angular inicial de la barra.

Fig. P-5.78
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5.79. Durante un temblor de tierra se imprime una aceleraci()x.; horizontal a
en la base de una chimenea alta de ladrillo. Se supone que la chx‘menea es una
columna larga v delgada de peso W, longitud ! y en libertad de girar alrededor
de su base. Hallar:

a) La fuerza horizontal aplicada en la base.
b) La aceleracién del centro de masa.
¢) La aceleracién angular de la chimenea.

5.80. Una barra delgada de peso W y longitud I est4 colocada en una posicién
inclinada con su extremo superior apoyado en una pared vertical lisa y su ex-
tremo inferior sobre una superficie horizontal lisa. La barra forma un 4ngulo ¢
con la horizontal. En el instante en que se suelta la barra hallar:

a) La aceleracién angular de la barra.
b) La reaccién del piso.
¢) La reaccién de la pared.

5.81. Un hemisferio esti colocado en la forma que se muestra y después se suel-
ta. Hallar la aceleracién angular inicial y la fuerza normal que ejerce el plano
horizontal. El peso del hemisferio es W y su radio es a. Se supone que no hay
deslizamiento.

Fig. P-5.81

5.82. Resolver el problema 5.81 si la superficie horizontal es lisa.

5.83. Una barra delgada de peso W y longitud ! se apoya sobre un semici-
lindro fijo. ¢Cuél es la aceleracién angular inicial de la barra.cuando se suelta
desde el reposo en la posicién indicada? Se desprecia el rozamiento.

Fig. P-5.83
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5.84. Dos barras delgadas cada una de longitud I y peso W estan articuladas

por uno de sus extremos y colocadas en un plano horizontal liso. Si se permite

que caigan desde el reposo en un plano vertical, hallar su aceleracién angular
inicial.

Fig. P-5.84

3.85. Para la chimenea del problema 5.79, hallar la posicién y el valor del
momento flexionante méximo que se produce en su longitud.

35.86. Dos barras delgadas idénticas estdn articuladas y suspendidas de un rodi-
llo de masa despreciable, que se halla sobre una superficie horizontal lisa como
se muestra. Cada barra tiene una longitud  y una masa M. Si se aplica al rodi-
llo una fuerza horizontal P, hallar 1a aceleracién angular inicial de cada barra.

A P

(O

Fig. P-5.86 Fig. P-5.87
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5.87. Un cilindro que pesa 14.8 kg tiene un radio de 30 cm estd apoyado si-
métricamente en un plano vertical mediante dos barras delgadas cada una de’
longitud 1.80 m y de peso 7.4 kg. Las barras estin articuladas en sus puntos
medios. Si el cable, que sostiene al sistema en equilibrio, se rompe, hallar la
aceleracién inicial del centro del cilindro. Se desprecia todo rozamiento en el
sistema.

5.88. Una rueda de bicicleta estd montada sobre un eje especial que puede ser
sostenido con las manos por medic de dos manubrios que, como se muestra,
tienen una separacién entre sus centros de 18 cm. 5i el peso de la rueda es de
5 kg y su radio de giro es de 30 cm, ;qué fuerzas iguales y opuestas F deben
aplicarse con las manos en los centros de los manubrios para crear una rapidez
de precesién de 1% rad/seg cuando la rueda esti girando a —3007 rpm? Indi-
car los vectores correspondientes.

F
0w/ .

s
r \|\18cm
U

Fig. P-5.88

"

5.89. El turbocompresor de un avién a chorro gira en tal direccién que su
vector momento angular estd dirigido hacia la cola del avién. Cuando el aero-
planc inicia un picado, el piloto siente una tendencia del aparto (debida al
efecto giroscopico) a:

a) ¢Desviarse la nariz hacia la izquierda?

b} ¢Desviarse la nariz hacia la derecha?

¢) ¢Desviarse la nariz hacia arriba?

d) ¢Desviarse la nariz hacia abajo?

e) ¢Girar en sentido contrario a las manecillas del reloj?
f) ¢Girar en sentido de las manecillas del reloj?

5.90. Un cono circular recto estd apoyado por su vértice en un rodamiento es-
férico liso. §i §, = 30° y © = 1000 rps, hallar las dos velocidades angulares de
precesién posibles 9{;1 y ¢;2. El cono pesa 100 g, su altura es de 18 cm y el radio
de la base 3 cm. También hallar el niimero minimo Q de revoluciones por mi-
nuto necesarias para el movimiento giroscépico.
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5.91. Un giréscopo de juguete se hace girar a una rapidez de 100 vueltas por
segundo. Después se coloca (en montaje liso apropiado) de modo que el ex-
tremo inferior del eje de giro coincide con el pivote de un mastil especial. El
eje de giro inicialmente forma un 4ngulo de 30° con el eje z y la rotacién
es en el sentido que se indica. ¢Cual es la magnitud y direccibn, instanténeas
del vector de precesi6n? Describir cualitativa y cuantitativamente el movimien-
to del giréscopo. Los datos de éste son: peso 228 g; radio de giro respecto al
eje de rotacién 1.25 cm; el centro de masa esthd sobre el eje de giro a 5 cm
del pivote.

\(— Rotaci6n
z :

Fig. P-5.91

592. El disco A tiene una rapidez de rotacién de 1200k rpm. La rapidez de
precesién del disco y del peso B es 17 rad/seg. 4 pesa 50 kg y B pesa 100 kg.
Hallar la distancia x. La barra que une 4 y B es de peso despreciable.
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5.93. Una turbina de vapor de un barco estd montada con su eje paralelo a la
flecha de la hélice. La turbina pesa 1480 kg, gira a 1800 rpm, y estd montada
en rodamientos separados 1.22 m. Si tiene un radio de giro, respecto a su eje
de rotacién, de 91.5 cm, calcular las reacciones de los rodamientos por el efecto
giroscépico, cuando el barco da una vuelta de 610 m de radio a 0.52 m/seg.

5.94. A fin de efectuar un trabajo de reparacién, un obrero debe mover su méa-
quina portatil de soldadura al arco. En vez de desconectar el arco de la fuente
de alimentacién, decide mover la unidad de soldar mientras esti girando a una
rapidez de 2000 rpm en el sentido contrario a las manecillas del reloj cuando
se ve desde la parte trasera. Si el obrero puede mover la unidad a razén de
60 cm/seg sobre una curva y hacia la derecha, determinar las reacciones scbre
las cuatro ruedas. La méiquina de soldar tiene un peso total de 300 kg, la arma-
dura pesa 75 kg y el radio de giro respecto al eje centroidal de rotacién de la
armadura es de 25 cm. El radio de curvatura de Ia trayectoria que sigue la sol-
dadora es de 3 m y el cable de conexién permanece horizontal.

Fig. P-5.94
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5.95. La armadura de un motor gira con la velocidad angular que se indica
y estA montada sobre el lado norte de un tren. Los rodamientos 4'y B estan
sobre los lados oeste y este del tren respectivamente. Cuando el tren se mueve
con una rapidez constante v, determinar el radio de curvatura de una curva
horizontal que reducird a cerc la componente vertical de la reaccién del roda-
miento en 4. La armadura tiene un peso W y un radio de giro k respecto al
eje AB. ¢En qué direccién dard vuelta el tren, este u oeste?

Fig. P-5.95

5.96. Se va a estabilizar un automoévil para contrarrestar la tendencia a la vol-
cadura cuando recorre una curva. Determinar la direccién necesaria de la rota-
cién y la rapidez de giro Q del efecto giroscépico. El eje del movimiento giros-
c6pico es paralelo a los ejes del carro. Aplicar los siguientes datos:

Peso del automoévil = W,

Altura del centro de masa
del automévil respecto a
la carretera

Radio de la curva

Angulo del peralte

Rapidez

Masa giroscépica

Momento de inercia giros-
cbpico respecto al eje de
rotacién

SRF

I T
8=

.

I

i
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5.97. Un disco de 61 cm de didmetro y que pesa 196 kg rueda sobre un carril
circular sin deslizar que tiene un radio de 3.05 m. Una barra paralela al plano
xz tiene un extremo unido al centro del disco y el otro extremo se une al eje y
por medio de un rodamiento. La barra solamente puede ejercer una fuerza
axial sobre el disco. El centro del disco tiene una rapidez de 6.1 m/seg. Hallar
todas las fuerzas que actiian sobre el disco.

y
diametro de 61 cm
Barra
: %
radio de 3.05 m
2z
Fig. P-5.97

5.98. Hallar las componentes M,, M,, M, del momento para la barra que se
describe en el problema 4.41, tratindola como un cuerpo rigido y utilizando las
ecuaciones de Euler.

5.99. Hallar las componentes M,, M,, M, del momento para el aro del pro-
blema 4.42. Trétese el aro como un cuerpo rigido y utilicense las ecuaciones de
Euler.

5.100. Un cilindro sélido, circular, recto, de peso W, estd rigidamente unido
a una flecha que gira montada en rodamientos 4 y B. Calcular las reacciones
dindmicas de los rodamientos si W = 161 kg, § = 45°, L = 30 cm, 7 = 15 cm
¥y » = rad/seg. Utilizar los ejes principales.

|

|
-
7]

Fig. P-5.100
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5.101.‘ Una esfera homogénea de peso W ¥ radio a tiene un cable enrollado en
una circunferencia. Un extremo del cable esti fijo en 4 y se deja que la esfera
caiga desde el reposo. Hallar la velocidad del centro de masa después de que
ha caido una distancia 4. ¢Cuil s la tensién en el cable?

b §

N

\_

Fig. P-5.101

3.102. Resolver el problema 5.39 por medio de la ecuacién de trabajo y energfa.

3.103. Calcular la pérdida de energia en el problema del

5.104. Una barr? delgada AB parte desde el reposo y desliza sin rozamiento
en un plano vertical sobre una trayectoria circular. Hallar la aceleracién de su

punto medio en la posicién que se muestra y la velocidad y aceleracién angu-
lares de la barra cuando llega a la posicién horizontal. ‘

ejemplo 5.19.

Fig. P-5.104
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5.105. El centro de la rueda desbalanceada tiene una V(?locidad' de 1.22 m/.seg
hacia la izquierda. La rueda pesa 98 kg y tiene un r.adlo df’ giro con relacién
a un eje que pasa por C de 30 cm. Si la rueda gira sin deslizar, hallar su velo-
cidad angular después de una rotacién de #/2 rad.

Fig. P-5.105

5.106. Hallar la energia cinética de la barra del problema 4.41 tratindola como
cuerpo rigido.

5.107. Hallar la energia cinética del cilindro del problema 5.100.

5.108. Un auto que pesa 483 kg estd montado sobre cuatro ruedas que son
discos cilindricos. Cada rueda pesa 80 kg y tienen un didmetro de 1.20 m. Si el
carro viaja en un carril horizontal recto con una velocidad de 6 m/seg, ¢qué
fuerza constante paralela al carril se requiere en los frenos para detener el auto
en una distancia de 30 m? Se supone que no hay deslizamiento.

5.109. La polea y el tambor de peso W, ruedan sin deslizar' sobre un plano
horizontal. La polea tiene un radio de giro con respecto a un eje horizonta} que
pasa por O de ko. Después que el peso W ha caido una distancia k a partir del
reposo, ¢cudl es la velocidad angular de W,?

Fig. P-5.109
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5.110. Una barra homogénea gira alrededor de O. El otro extremo esti unido
a un resorte que tiene un médulo de 50 kg/m y una longitud, cuando no estd
alargado, de 1.50 m. Si la barra est4 en reposo en la posicién vertical, determi-
nar su velocidad cuando alcanza la posicién horizontal. La barra pesa 75 kg.

w,
1.50 m Yy, Wy

[ 3.60 m l

Fig. P-5.110

3.111. Una barra delgada de longitud ! y peso W cae desde el reposo en la
posicién que se muestra. Ambas superficies de contacto son lisas. Hallar Ia ve-
locidad del centro de masa de la barra justamente antes de chocar con la pared
vertical.

77

S

N

7

7

F

9. P-5.111
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5.112. Una rueda desbalanceada pesa 200 kg, tiene un radio de giro respecto
a un eje horizontal que pasa por € de 45 cm y rueda sin deslizar sobre un pla-
no horizontal. El resorte tiene una constante de 70 kg/m y puede someterse
a tensién o compresién. En la posicién que se muestra la velocidad de O es de
3.60 m/seg hacia la izquierda, § = 0 y el resorte estd comprimido 30 cm. El
momento del par € estd en kg-m cuando § estd en radianes. Hallar la velocidad
angular de la rueda después que O se ha desplazado 27 m hacia la izquierda.

Fig. P-5.112

5.113. La barra de 10 kg OA4 estd articulada en O v al centro de un cilindro
de 25 kg. 5i Ia barra tiene una velocidad angular de 2 rad/seg en el sentido de
las manecillas del reloj, estando en la posicién horizontal, hallar su velocidad
angular cuando pasa por la posicién vertical. El cilindro rueda sin deslizar.

Fig. P-5.113
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5.114. Un bote lleno de pintura, de radio 7, rueda sin deslizar hacia abajo de
un plano inclinado que forma un 4ngulo & con la horizontal. Tratese el bote

como un cascarén cilindrico de peso W, més dos discos delgados de peso total’

Wg. La pintura tiene un peso W,. Se desprecia el rozamiento que puede existir
entre el bote y la pintura. Si el bote se suelta desde el reposo, hallar la veloci-
dad del centro de masa después que ha rodado una distancia s a lo largo del
plano.

5.115. Un cuerpo 4 desciende con una velocidad de 2 m/seg cuando se aplica
un momento constante en sentido contrario a las manecillas del reloj de 20 m/kg
a la polea cilindrica sélida que pesa 10 kg y tiene un radio de giro de 40 cm.
Hallar la méxima distancia a que caerd 4 después de hacerse aplicado esa
accién de freno. El cuerpo 4 pesa 30 kg.

/ﬁ)/\

AN
03<\ ///
@ "

Fig. P-5.115 Fig. P-5.116

5.116. Las barras que se muestran pesan 15 kg/m. Si el extremo inferior de la
barra vertical se desplaza ligeramente hacia la derecha con velocidad cero,
hallar:

a) La velecidad angular de 4B cuando las dos barras est4n en linea
recta.

b) La energfa cinética de 4B cuando est4 en la posicién vertical.

Despreciar el rozamiento,
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5.117. Una esfera de radio ¢ y masa M se mueve sobre una superficie cilin-
drica entre 4 y B. Hallar la velocidad y aceleracién de su centro C, cuando
estd en la posicién mdas baja, si:

a) La esfera no desliza,
b) El coeficiente de rozamiento entre la esfera y la superficie cilindrica
es cero.

Fig. P-5.117

5.118. Dos barras uniformes 4C y BC de igual peso W e igual longitud ! estdn
unidas por medio de un pasador en C y apoyadas sobre un plano horizontal liso
como se indica. Si las barras caen desde el reposo en su plano vertical, hallar la
velocidad v con que chocara el pasador ¢ contra el plano.

Fig. P-5.118 Fig. P-5.119

5.119. Un cascarén hemisférico de masa M y radio r oscila de un lado a otro,
sin deslizamiento, sobre una superficie horizontal. ¢Cuél es la maxima velocidad
del centro de masa si el cascarén se suelta desde el reposo con § = §,?
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5120, La rueda desbalanceada 4 pesa 98 kg y tiene un radio de giro con rela-
cién a un eje que pasa por O de V2 m. Se desprecia la masa de la barra OB,
el peso del bloque es de 98 kg y el coeficiente de rozamiento entre B y el plano
es igual a 1/7. 5i la rueda tiene una velocidad angular de 8 rad/seg en el sen-
tido de las manecillas del reloj cuando est4 en la posicién que se muestra, deter-
minar la velocidad angular de la rueda A4 después de haber girado un 4ngulo
de 180°. La rueda gira sin deslizar.

4-didmetro de
60 m

9B

Fig. P-5.120

5.121, Hallar la velocidad del bloque del problema 5.70 después que el semi-
cilindro ha girado un 4ngulo de /4 rad.

5.122. Como se mwuestra en la figura, un cilindro circular homogéneo ests sus-
pendido a manera de yo-yo. ¢Cuél es la velocidad de su centro 2 seg después
de haberse soltado? ;Cuél es la tensién en la cuerda?

_—

5 kg

Fig. P-5.122 Fig. P-5.123

5.123. Determinar la velocidad v del peso de 5 kg, 4 seg después de haberse
soltado desde el reposo. El tambor pesa 20 kg, el radio de giro respecto a O es
de 40 cm y el rozamiento en O se desprecia.
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5.124. Determinar el trabajo efectuado por la fuerza P y el momento del par C
después de haberse aplicado durante T seg. El disco tiene una masa M y un
radio 7. Parte desde el reposo y rueda sin deslizar.

Fig. P-5.124

5.125. Un cilindro sélido homogéneo pesa 300 kg y esth girando a 60" rad/seg
en el sentido de las manecillas del reloj alrededor de un eje horizontal fijo que
pasa por O. El coeficiente de rozamiento cinético entre los frenos y el cilindro
es 0.20. Si la tensién en el resorte es de 150 kg cuando se aplican repentina-
mente los frenos, hallar el tiempo necesario para detener la rotacién del cilin-
dro. Se desprecia el espesor de los miembros verticales.

T

1.20m

L | e AN

L] ]

Fig. P-5.125
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5:1265 El cuerpo que se muestra pesa 108 kg v rueda sin deslizar, Fl radio de
giro con respecto a C es de 75 cm. La fuerza P = 10; se expresa en kg cuando
¢ sle d(z;, gndse;gundos, g)eterminar el intervalo de tiempo necesario paré que la
velocidad del centro de masa cambie de 5 m/seg hacia la ¢ =

a 10 m/seg hacia la izquierda. /i hacia la derecha en £ = 0

P=10tkg

60 cm

75 kg

Fig. P-5.126 Fig. P-5.127

5.127. La rueda que se muestra en la figura pesa 80 kg y rueda sin deslizar a
lq’largo del 'planoqhorizontal. El radio de giro de la masa de la rueda, con rela-
cién a un eje horizontal que pasa por C, es de 24 cm. La fuerza cozxstante c‘le
75 kg se aplica a una cuerda arollada en el tambor. La velocidad inicial de C

es de 1.5 m/seg hacia la derecha. Determi i '
e Sziones 2o erminar el desplazamiento de C durante

5128. La rueda que se muestra estd gi i

' 4 girando con una velocidad angul 4
rad/seg ,cuar'ldo‘se aplica el freno 4. La fuerza P aumenta de 0 a iogl:lga;ndf;e seg
y después d}smxnuye gradualmente hasta cero, tal como se indica en el diagra-
ma fuerza-tiempo. Hallar la velocidad angular de la rueda después de 10 seg

El peso de la rueda es de 160 k i i
: g, su radio es de 45 3 i
miento entre la rueda y el freno ’es 0.4. L R

90 cm P P (kg)
A

|
|
l
i
5 10
Tiempo (seg)

Fig. P-5.128
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5.129. Para el sistema descrito en el problema 5.114, hallar el tiempo necesario
para que el bote de pintura ruede una distancia s a lo largo del plano, partien-

do desde el reposo.

5.130. Una pequefia esfera rigida tiene una masa M y un radio a. Inicialmente
la esfera esta girando alrededor de un eje que pasa por su centro con una velo-
cidad angular . El eje de rotacibén se inclina un 4ngulo « de la vertical, Des-
pués la esfera se lleva a un plano que tiene un coeficiente de rozamiento g y se
suelta. Para el movimiento que sigue, ballar:

a) El tiempo necesario para que la velocidad angular llegue a ser cons-
tante.

b) El valor de esta velocidad angular constante.

¢) La distancia recorrida por el centro de 1a esfera antes que la veloci-
dad angular sea constante.

5,131, Dos poleas idénticas estin girando libremente sobre un eje comiin con
velocidades angulares de 30 y 60 rpm y en sentidos opuestos. Repentinamente
las poleas se unen por medio de un embrague.

a) ¢Cual serd la velocidad angular final del sistema?
b) Determinar la pérdida de energia cinética.

5.132. Un disco horizontal estd en libertad de girar en torno a un eje vertical
que pasa por su centro. Su momento de inercia respecto a este eje de rotacitn
es Jo. Un hombre de peso W camina en una trayectoria circular de radio v
alrededor del centro del disco con una rapidez constante v relativa al disco. Si
el disco estd imicialmente en reposo, ¢cudl serd su velocidad angular después
que el hombre empieza a caminar?

5.133. Un hombre estd situado sobre una mesa giratoria, que esta en libertad
de girar alrededor de un €je vertical, y sostiene en sus manos una rueda de bici-
cleta que esté girando. El hombre, la mesa giratoria y la rueda de bicicleta tie-
nen un peso total de 92 kg y un radic de giro respecto al eje vertical de
20.3 cm. La lanta de la rueda de bicicleta pesa 2.3 kg, tiene un radio de 33 cm
y puede considerarse como un aro delgado. Inicialmente el hombre no esté
girando y la rueda tiene una rotacién de 200 rpm con su eje en posicién vertical.
Después el hombre varia el plano de la rueda hasta llevarla a un plano verti-
cal con una rapidez uniforme y en un intervalo de tiempo de 2 seg. Determinar
la velocidad angular del hombre al final de dicho intervalo.
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5.134. Un bloque de masa M y dimensiones que se indica choca con una velo-
cidad v contra un bloque fijo en forma de V. Después del choque, el bloque gira
alregedor de la arista del bloque fijo. Se supone que el peso del bloque es pe-
quefio comparado con las otras fuerzas que actfian durante el choque y puede
despreciarse durante este intervalo de tiempo corto. Se desprecia todo roza-
miento en el plano horizontal,

a) I}Ilallar la velocidad angular del bloque inmediatamente después del
choque.

b) ¢Cull es el coeficiente de rozamiento minimo necesario entre los dos
bloques a fin de que el bloque pueda voltearse?

c) ¢Para qué valores de la velocidad v el bloque girar4 en torno a la
arista del bloque fijo?

Fig. P-5.134

6

Dindmica de los
sistemas vibratorios

6.1 Introduccién, Casi todos los ingenieros se encuentran con el anélisis
de problemas de vibracién. Al ingeniero mecanico le interesan las vibra-
ciones en la maquinaria, al ingeniero civil en Jas estructuras y al ingeniero
en electrénica en los circuitos, Primeramente, se estudiard el tema utili-
zando como modelo un sistema mecanico, debido a que Jos aspectos fisicos
de este tipo de sistema son mads conocidos por el estudiante.

A groso modo se puede definir una vibracién como el movimiento que
se repite periédicamente con el tiempo. Si a un sistema que esti en equi-
librio estable se le da un pequefio desplazamiento inicial y/o una veloci-
dad, vibrara alrededor de su posicién de equilibrio estable. Definimos la
posicién de equilibrio estable como la posicién asociada con.una energia
potencial minima.

En general, las vibraciones mecénicas se pueden clasificar en libres y
forzadas.

Se produce una vibracién libre cuando un sistema elastico se desplaza
de su posicién de equilibrio. Las fuerzas elasticas en el sistema no son
mayores que en el equilibrio estable y se produce un movimiento pe-
riédico.

Las vibraciones forzadas ocurren cuando un sistema se desplaza de su
posicién de equilibrio estable por medioc de una fuerza que en muchas
situaciones reales puede variar periédicamente con el tiempo.

6.2 Vibracién libre no ameortiguada de un sistema con un solo grado
de libertad. Como primer ejemplo de sisterna vibratorio consideremos
una masa m suspendida verticalmente por un solo resorte, como se ve en
la figura 6.1. El movimiento de la masa se restringe a desplazamientos
verticales mediante las guias lisas; en este caso se requiere solamente una
coordenada x para especificar completamente la posicién de la masa en
cualquier instante. Se dice que el sistema tiene un solo grado de librtad.

377
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N
=
= ]
% Longitud libre
=_ v
;—% b5 = deflexion Fig. 6.1
Posicion de = estatica
equilibrio = -
x

El niéimero de grados de libertad de un sistema es igual al nimero de
coordenadas independientes que se requicren para especificar su configu-
racidn en cualquier instante.

El resorte que soporta la masa se considera de masa despreciable y
ejerce una fuerza proporcional a su cambio de longitud y que se mide a
partir de la Jongitud libre o sin alargamiento del resorte. Ver la figura 6.2.

Es conveniente medir el despalzamiento de 1a masa m desde la posicién
de equilibrio estable, pero esta condicién no es necesaria.

Observemos el diagrama de cuerpo libre de la masa que se muestra
en la figura 6.3 cuando est4 en la posicién x. Escribiendo la segunda ley
de movimiento de Newton como una escuacién escalar en x, obtenemos:

mE = —k(8ss + x) + W (6.1)

Nétese que la fuerza del resorte es negativa cuando esta fuerza esta diri-
gida hacia la parte negativa de x y también que

k8 =W.

Por lo tanto, la ecuacién 6.1 se puede escribir

kkg/cm

F (fuerza del resorte)
kg

Fig. 6.2

s

Ax cm
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— §,
Fuerza '8 st y

del resorte= ———r— Posici6n de equilibrio
PP Posicién q

X

Fig. 6.3

i+ Eaoo, (6.2)
m

que es la ecuacién diferencial de movimiento.
La solucién de esta ecuacién es
x = Asen Vk/m¢ + Bcos Vk/mt, (6.3)

que se puede comprobar al sustituirla en al ecuacién 6.2.
La velocidad x se obtiene derivando y es

% = AN k/m cos VE/m t —B \ k/msen Yk/m t. (6.4)

Nétese que la ecuacién 6.3 tiene dos constantes arbitrarias de integracién,

debido a que se trata de una ecuacién diferencial lineal de segundo orden.

Las constantes 4 y B se pueden determinar de las condiciones iniciales

de movimiento, Especifiquemos el desplazamiento y la velocidad iniciales
en ¢t = 0.

Cuando ¢t = 0,
X = Xo,

X = Xo.
Aplicando la primera de estas condiciones en la ecuacién 6.3, hallamos
B == Xg.
de la segunda condicién en la ecuacién 6.4
Xo
Vk/m’

Por lo tanto, la solucién completa es

%= ~i—sen Vk/m t + %o cos Vk/m t. (6.5)
VEk/m
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Generalmente, para facilitar la escritura y debido a que Y k/m tiene uni-
dades de radianes por segundo, hacemos la sustitucién

Vik/m = w,.

Consecuentemente la ecuacién 6.5 generalmente se expresa en la forma:

X = ,f,;", Sen eyt -+ Xg COS wyt. (6.6)
i
Una grafica de esta ecuacién se muestra en la figura 6.4. Las curvas seno
y coseno se dibujan por separado y después se suman para formar la curva
de trazos.

Definimos el desplazamiento méximo de la masa desde su posicién de
equilibrio como la amplitud. Podemos determinar cuando se produce ésta,
asi como su magnitud, si admitimos que los valores maximo o minimo de
la posicién se tienen cuando % es cero. De ahi que

dx .
i % = 0 = % COS wpl — Xomy, SEN oyt
de la cual
%o
tan: =
g on Xoton
¥y
ko/wn
sen oyl = —— .
T [(R0*/@n?) + 2,772
COS wut %o

T [ on?) + %27

w WpT = 2T )
%, desplazamiento] | g
=Ly AN
\\ \ z
3 L
\
. \ ,I \f/
Amplitud \ / B
7 3 = @s SEN GInt
\ ] \
\ ¥ \ :
\ ! K on
\ / \
\ ! \
A / \\
\\ / A
\ / | £ COS Wy t
ll
VI
Fig. 6.4
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Fig. 6.5

Sustituyendo estos valores para el sen o4t y el cos w.t en la ecuacién 6.6,
obtenemos la amplitud:
. i,? Yy
Xmax, = amplitud = | = + x,* | . (6.7)
Wy
Ademés, observamos que xpgx. ocurre cada vez que tang wyt = &o/xgwy. El
intervalo de tiempo entre las posiciones de méxima amplitud se llama el
periodo 7.
Por lo tanto el periodo es
' 2 .
T=— (6.8)

Wy

La frecuencia f, normalmente dada en ciclos por segundo, es

f=o =2 VT, (6.9)

w

Nétese que la frecuencia es independiente de las condiciones iniciales y
por consiguiente es una caracteristica invariante del sistema. Usualmente
se le llama frecuencia natural f,.

De la ecuacién 6.5, es evidente que una vez que se pone a vibrar el sis-
tema, no se detendrd jamdés. Esto no es un resultado inesperado puesto
que admitimos que la fuerza del resorte es conservativa, consecuentemente
la energia total del sistema debe conservarse.

La ecuacién 6.3 se puede expresar convenientemente por medio de
una pareja de vectores rotatorios perpendiculares, considerando sus pro-
yecciones sobre un solo eje, como se muestra en la figura 6.6. Se ve que
la suma de las proyecciones de los vectores sobre el eje x es

x = A sen ot + B cos wyt. (6.3)
Ademas, podemos escribir

% = Rsen (wnt + ¢), (6.10)

R=VA + B

donde

qS = arc tang —
A :
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Fig. 6.6

El movimiento que se puede describir por medio de la longitud de la pro-
yeccién sobre un eje fijo de un vector, que gira con una rapidez angular
constante, cominmente se llama movimiento armdnico simple.

Ejemplo 6.1. Consideremos el sistema que se ilustra en la figura 6.7. El disco 4
estd sostenido por la barra B que, como se indica, estd fija en un extremo. El
par T necesario para torcer la barra un 4ngulo § se supone que es directamente
proporcional al 4ngulo de torsién o en forma de ecuacién

T = ké, (6.11)

donde & es el médulo de torsién y § el &ngulo de torsién en radianes.
En la figura 6.7 se supone que el cuerpo rigido 4 est4 obligado a girar de

manera que la tnica componente de velocidad angular es w,k. El cuerpo rigido
es un disco circular homogéneo; de ahi que I,, = I, = 0.

Aplicando la expresién M = H al sistema de la figura 6.7, se deduce que
M, = 1,0, (6.12)

El momento del par expresado por la ecuacién 6.11 es el momento del par de
restitucién que ejerce la barra sobre el cuerpo 4. En vista que el par de resti-

Fig. 6.7
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tucién tiene sentido opuesto al desplazamiento angular, podemos escribir

—kf = Iz0s (6.13)
Admitiendo que o, = 9, esta ecuacién se puede escribir en la forma
9+ (—k-) 6 = 0. (6.14)
Izz

Es evidente que la ecuacién de movimiento es andloga a la del sistema resorte-
masa que se ha descrito. Asi que

6 = -e-f-sen wgl + 8, COS wyt, (6.15)

Wy

donde
on =N k[l

8, = velocidad angular inicial en radianes por segundo,
§, = desplazamiento angular incial en radianes.

6.3 Métodeo de energia aplicado a sistemas vibratories. Las ecuaciones
de movimiento de cualquier sistema dinimico se pueden obtener de la
relacién de trabajo y energia

dT = dW
Donde las fuerzas son conservativas, como en el caso del sistema sencillo
resorte-masa; recordamos que dW = —dV y de ahi que
dT +dV =0
o sea
T + V = constante = E, (6.16)

El desarrollo de las ecuaciones de movimiento para cualquier sistema
dinémico, a partir de la relacién de trabajo y energia, fue originalmente
presentado por Lagrange en su Mécanique Analytique (1788). El des-
arrollo formal de las célebres ecuaciones la~rangianas de movimiento
queda més alld de la mira de este libro. Para este desarrollo, el lector
puede tomar como referencia la nota al pie de esta pagina.?

Para un sistema vibratorio con un solo grado de libertad, se puede ob-
tener la ecuacién diferencial de movimiento directamente de la ecuacién
de energia del sistema. Cuando la energia cinética T y la energia poten-
cial V se expresan en términos de la coordenada de posicién y la derivada
con respecto al tiempo de esta coordenada, al derivarse la ecuacién 6.16

1 Synge and Griffith, Principles of Mechanics, 3* edicién, McGraw-Hill, 1959,
pag. 411,



384 MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS

con respecto al tiempo, se obtiene la ecuacién de movimiento. En forma
de ecuacién, ‘

dr - dV

Ejemplo 6.2. Para ilustrar el método, examinemos nuevamente el sistema simple
que se muestra en la figura 6.1.
La energia cinética es

T =z ll'gmjfz.

La energia potencial del resorte es el 4rea sombreada bajo la curva fuerza-des-
plazamiento (ver la figura 6.2).

Ve ="ak[(x + 841)% — 847,
Vo = Yokx® + kx 8,4,

La energia potencial del peso (tomando la posicién de equilibrio como refe-
rencia) es

Vo= -—4Wx .1 8,”.

Por lo tanto la energia total es

Yoma® + Ykx? = constante.

Derivando esta expresién con respecto al tiempo,
mi¥ + kxx = 0,

o bien, puesto que # generalmente no es cero,
W

¥4+ —x=0
m

que estd de acuerdo con la ecuacién 6.2.

Ejemplo 6.3. El disco semicircular de radio r y masa m oscila alrededor del
pivote liso en O. Escribir la ecuacién de movimiento para pequefias amplitudes
de vibracién. Ver la figura 6.8,

Las energias son

T = Y, 1,0
V = — Wr, cos 8,

ferencia

Fig. 6.8
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donde
I, = Y,mr?,
=t
¢ 3"

Para este sistema-
T + V = constante.
Sustituyendo, obtenemos
mr? 4y
3 w® —mg 3, cos @ = constante.
Para dngulos pequefios cos § == 1 — (§%/2).
Por lo tanto,

mr? 2 4r 62 4r
5 w® 4 mg 3. = mg 3 = constante,

Derivando con respecto al tiempo,

2 4
ﬁ%axb + mg~;-:90~—0 = 0.
Puesto que, ¢ = 8 Yo = 0, podemos escribir de nuevo la ecuacibn.
Entonces,
y 8
§+20=0
3ar

es la ecuacién de movimiento.

6.4 La vibracién libre amertiguada de un sistema con un solo grade
de libertad. El oscilador mecinico lineal que se discutié en la seccién
anterior es un sistema conservativo y tebricamente una vez que se pone
en movimiento continuaré oscilando indefinidamente. Por supuesto, préc-
ticamente esto no ocurre debido a que se encuentran presentes fuerzas no
conservativas en todos los sistemas comunes. Estas fuerzas disipan energia
del sistema y reducen con el tiempo la amplitud del movimiento. Las
fuerzas de esta clase se denominan fuerzas de amortiguamiento.

Tipos de fuerza de amortiguamiento. El amortiguamiento estd aso-
ciado con la disipacién de energia. Hay varios tipos diferentes de fuerzas
de amortiguamiento, de los cuales discutiremos aqui cuatro.

Amoriiguamiento viscoso. Los cuerpos que se mueven con velocidad
moderada a través de un fldido, encuentran amortiguamiento viscoso.
Este tipo de amortiguamiento conduce a una fuerza resistiva proporcio-
nal a la velocidad:

F = —cv, (6.18)

donde ¢ es una constante de proporcionalidad y v la velocidad. El amor-
tiguamiento proporcional a la velocidad también se encuentra en el des-
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lizamiento sobre superficies lubricadas, amortiguadores hidraulicos y me-
canicos, partes moéviles de instrumentos sumergidas en aceite y ciertos
aparatos eléctricos donde la fuerza de amortiguamiento es proporcional
a la rapidez de corte del campo magnético.

Amortiguamiento turbulento. Si la rapidez con que se mueve un
cuerpo en un fliido es alta, entonces la fuerza resistiva es aproximada-
mente proporcional a la segunda potencia de la velocidad:

F = —bv?, (6.19)

donde b es una constante de proporcionalidad y v la velocidad.

Amortiguamiento culombiano. El amortiguamiento culombiano tie-
ne lugar en el deslizamiento de una superficie seca sobre otra. La fuerza
de rozamiento de Coulomb es aproximadamente constante y depende de
la naturaleza de las superficies deslizantes y la presién normal entre ellas,
como lo expresa la ecuacién del rozamiento cinético.

F = uN, (6.20)

donde u es el coeficiente de rozamiento cinético y N la fuerza normal.
Siendo independiente de la velocidad, este tipo de rozamiento general-
mente predomina en la vibracién libre amortiguada durante las etapas
finales del movimiento, cuando otros tipos de amortiguamiento llegan a
ser despreciables.

Amortiguamiento sélido. El amortiguamiento sélido, frecuentemente
llamado amortiguamiento estructural, se debe al rozamiento interno del
mismo material. Los experimentos indican que el amortiguamiento sélido
difiere del amortiguamiento viscoso en que es independiente de la fre-
cuencia y proporcional al esfuerzo méximo del ciclo de vibracién, Por
ejemplo, cuando objetos sélidos son golpeados violentamente se excitan
muchas frecuencias, sin embargo el sonido desaparece gradualmente sin
un cambio apreciable en el tono, lo que indica que todos los modos se
amortiguan igualmente. El esfuerzo y la deformacién son proporcionales
en el intervalo eldstico, puede decirse de otra manera que el amortigua-
miento s6lido es proporcional a la deflexién.

\[\\x\ - R
= ¢ g
= _ Posicion de

equilibrio

”"T Fig. 6.9
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Ahora agregaremos al sistema resorte-masa que se discutié antes un
amortiguador viscoso tal como se muestra en la figura 6.9. Un amorti-
guador viscoso ejerce sobre la masa una fuerza opuesta a la direccién de
la velocidad y se puede expresar por la ecuacién

Fy = —c#, (6.21)

donde ¢ es el coeficiente de amortiguamiento viscoso y # es la velocidad
de la masa. Si otra vez x mide el desplazamiento desde la posicién de
equilibrio, la ecuacién de movimiento llega a ser

mi = ~—kx — cx (6.22)

Esto se puede reescribir como

PR S (6.23)
m m
Una solucién de la forma
x = Aes

satisfard la ecuacion diferencial, donde s es una constante que-debe calcu-
larse. Sustituyendo x y sus derivadas en la ecuacién 6.23 y diviendo entre
Aest, obtenemos la siguiente ecuacién en s:

AR (6.24)
m m

Observamos que hay dos valores de s que satisfaran la ecuacién. Los dos
valores de s son las raices de la ecuacién 6.24. Aplicando la férmula co-
nocida de las ecuaciones de segundo grado, obtenemos

s1= —c/2m + Y (c/2m)*—k]m, (6.25)
5: = —¢/2m —V (c/2m)*—k/m.
La solucién general puede escribirse como
x = Aet + Best,

donde s5; y s, estin dadas por las ecuaciones 6.25 y 4 y B son constantes
arbitrarias que se determinan de las condiciones iniciales o de frontera
de cualquier problema dado. ,

De las ecuaciones 6.25, se ven tres situaciones posibles que dependen
de cémo estan relacionadas las magnitudes de las constantes fisicas ¢, £,
m. Los tres casos son los siguientes:

Caso I,
(_) > L (sobreamortiguamiento) ,
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Sobreamortiguamiento

Amortiguamiento critico Fig. 6.10

Caso 11,
2
(_2.%) = ;”51 (amortiguamiento critico), (6.26)
Caso I1I,
¢\ _k . 5 s
o) < (amortiguamiento ligero)

El caso sobreamortiguado. Si (¢/2m)? > k/m la raiz cuadrada es
un nimero real. No obstante, debido a que tenemos un nimero negativo
¢/2m fuera del radical y el valor de la raiz es menor que ¢/ 2m se deduce
que s; ¥ 5 serdn nimeros negativos,

Por lo tanto, la solucién en x serd la suma de dos curvas exponencia-
les negativas.

x = Aet 4 Bes#, (6.27)

donde s y 5, son niimeros reales negativos dados por las ecuaciones 6.25.
Una grafica de la ecuacién 6.27 se muestra en la figura 6.10, donde se
observa que el movimiento no es una vibracién, sino que x decrece con el
tiempo y tiende a cero cuando ¢ ~> o0. Este tipo de movimiento frecuen-
temente se le llama movimiento aperiédico y podria burdamente caracte-
rizarse por un amortiguador para el cierre de una puerta.

El caso criticamente amortiguado. Para este caso observamos que
cuando (¢/2m)? = k/m el valor del radical vale cero y 5, = 5, =
—c¢/2m. En este caso, la solucién de la ecuacién diferencial es

% = e~(e2m)t(4 4 Bt). (6.28)

Este movimiento también es aperiédico y no se produce ninguna oscila-
cién. El desplazamiento tiende a cero cuando ¢ — «. Una gréfica repre-
sentativa del amortiguamiento critico también se muestra en la figura 6.10
para el mismo desplazamiento inicial,

El caso ligeramente amortiguade. Para el amortiguamiento ligero
(¢/2m)? < k/m y el valor del subradical es negativo y las ecuaciones 6.25
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pueden escribirse de nuevo como sigue:

51 = —¢/2m + iV k/m— (¢/2m)?,

(6.29)

5g = g [2m — i\ k/m — (2/cm)?,
i=Y—1

Sustituyendo s; v 55, de las ecuaciones 6.29, en la solucién, obtenemos

x = Ae—(c/2m)igiat | Bg{e/2m)tg—igt (6.30)
donde se ha hecho la sustitucién

q="Y kjfm— (¢c/2m)?
La ecuacién 6.30 se puede escribir
x = g e/2m)t( feint 4 Be—iat), (6.31)

Si ¢l y ¢~i1¢ se desarrollan en serie de Maclaurin y se comparan con un
desarrollo en serie de sen gt y cos gt, se halla

donde

¢i#t = cos gt + isen gt,
(6.32)

e = cos gt — i sen gt.
Haciendo estas sustituciones se obtiene como solucién para x la siguiente:
x = ¢ (e/2m)i( 4 1 B cos gt + (A — B)isen gt, (6.33)

e introduciendo nuevas constantes de integracidén
x = e~ (2m)t(C, cosqt + Cgsenqt), (6.34)

donde C, y C, se determinan de las condiciones iniciales de cada proble-
ma especifico. Nétese que la ecuacién 6.34 puede escribirse de nuevo,
como se hizo previamente en el caso no amortiguado, en la siguiente
forma:

x = ;“57; CiZ + G sen (gt + ¢), (6.35)
donde ¢ se define por la relacién
G,
tang ¢ = C. (6.36)

La grafica de la ecuacién 6.35 estd en la figura 6.11 y se ve que es una
funcién arménica, cuya amplitud estd modulada por el término exponen-
cia] negativo, El periodo o tiempo requerido para un ciclo estd dado
aproximadamente por

(6.37)

< |y
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qr =27
e
Ay N e—(c/2m)t
Ao TR
j\\ég{;’\\“’“ :
_

Fig. 6.11

y la frecuencia en ciclos por segundo es

=1 (6.38)

donde g se definié anteriormente como:
g = VE/m— (c/2m)".

Haremos dos observaciones de interés en la ecuacién de la frecuencia:

1. Es independiente de las condiciones iniciales y de ahi que es un
invariante para cualquier sistema particular.

2. Es menor que la frecuencia natural para el mismo sistema sin
amortiguamiento.
Si comparamos la relacién de cualesquiera dos amplitudes sucesivas, po-
demos escribir

Ay e (2mY G2 + C%sen (qt + )]

lat P T I Mk . (6.39
AT S Y G 1 G sen (¢ + 20/q) 4 91 )
Admitiendo que
0 \—
sen (gt + ¢) = senl:q(t + iq.’f) + <f>],

se deduce que

A, o(c/2m)e

4, = Fm Ty = € (640)

Si se toman logaritmos naturales en cada miembro de la ecuacidn 6.40,
obtenemos

4" _ g logaritmi
A e = ecremento logaritmico. (6.41)
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Al logaritmo de la relacién de dos amplitudes sucesivas se le da el nom-
bre de decremento logaritmico. Los valores experimentales de ¢ para un
sistema dado se pueden determinar a partir de la ecuacién 6.41, compa-
rando la relacién de dos amplitudes sucesivas,

Pérdida de energio por cicle. El decremento logaritmico se puede
utilizar para estimar la pérdida de energia por ciclo. Cuando la masa esta
en la amplitud 4,, la energia cinética es cero y la energia potencial estd
dada por

kA.?
F =55

Después de un ciclo, cuando la amplitud es 4,, entonces la energia estd
dada por

kA.?
E2 = ‘—2‘2"" .
El cambio en la energia se expresa como
AE = E;—E; = g« (422 — 4:%). (6.42)
La ecuacién 6.42 se puede escribir de nuevo como sigue:
ko, (47 .
AE = m§A2 <A22_ 1) . (6.43)
Admitiendo que 4./4: es igual a ¢*"/™4, entonces se deduce que
AE = ’_“[22 A, (ePem/ma — 1), (6.44)
Desarrollando ¢* en serie de Maclaurin, obtenemos
2 3
e*=1+x+%+%+...
Si ¢ es pequeila, bastardn dos términos de la serie y la ecuacién 6.44 llega
a ser
AE = K g0 (ffl’\) yE (‘—1) _ (6.45)
2 mq mq

6.5 Vibracion forzada — Sistema con un solo grado de libertad. En
nuestras consideraciones sobre las oscilaciones de un sistema con un solo
grado de libertad y con amortiguamiento “viscoso, encontramos que la
energia era disipada por el amortiguador y la amplitud de la vibracién
disminuia con el tiempo. Sin embargo, si proporcionamos una fuente de
energia externa, podemos mantener las oscilaciones con una amplitud
constante,
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Consideremos el sistema amortiguado simple y una fuerza arménica
F = F, sen of actuando sobre la masa.
De la figura 6.12a se puede escribir la ecuacién de movimiento:
m¥ == —kx — cx + F, sen of, (6.46)

Ecuacién que se puede escribir en la forma

m¥ + ¢x + kx = F,sen ot (6.47)

En vista de que se trata de una ecuacién diferencial lineal de segundo
orden, se puede considerar la selucién general como la suma de las si-
guientes dos partes:

1. La solucién complementaria o transitoria, que se obtuvo en la sec-
ci6n 6.4 para la oscilacién libre de un sistema amortiguado con un solo
grado de libertad y que fue & = Ge™ 4 He™,

2. La solucién particular o estado permanente, que consideraremos en
detalle. ‘

La solucién particular se puede tomar en la siguiente forma:

xp = A sen ol -+ B cos of, (6.48)

donde 4 y B son coeficientes que van a determinarse. Si se sustituye 6.48
en la ecuacién diferencial 6.47, obtenemos

m (—Ao® sen of — Bo® cos ot) + ¢( 4o cos of — Bw sen of)

+ k(A sen ot + Bcos ot) = Fosen of.  (6.49)

Igualando por separado los coeficientes de los términos que contienen el
seno y el coseno, se forman las siguientes dos ecuaciones.

A(k——-mLoz) -+ B(-—-—- cw) = Fy,
(6.50)
A(co) + B(k-—mo?) = 0.

Fig. 6.12

Fosenwt F,senwt

{a) (b
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Ahora se pueden determinar 4 y B resolviendo las ecuaciones simultaneas
y se obtiene

4 Folk—ma?)
= Tk — 2y2 . (¢ 2’
(k—ma®)* 4 (cu) (6.51)
B = '-“—F()Cw

(k—mo)? + (co)?

Ahora representamos x, por una pareja de vectores giratorios como se
ve en la figura 6.13. Nétese que B es negativa y, consecuentemente, se.df-
buja atrasada 90° respecto de 4. La ecuacibn para X se puede escribir
de nuevo como

%p = Rsen (of —¢), (6.52)
donde
R = (42 + B%)* (6.53)
y . '
ol - ﬁ. (6.54)

Se ve que la fuerza F también puede mostrarse en la misma grafica y es
la proyeccién de F, sobre el eje vertical. El desplazamiento queda repre-
sentado por el vector giratorio R que est4 atrasado respecto de la fuerza
un angulo ¢.

Si resolvemos para R, que representa la amplitud de la oscilacién for-
zada en términos de las constantes del sistema, obtenemos

Fy

e . 6.55
R [(k”mwz)z+ (vm)z}% ( )
Resolviendo para tang ¢, se tiene
B cw
T e o S e 6.56
tang ¢ 4 k—me? ( )

La solucién general para x donde el amortiguamiento es menor que el
critico estid dada por



394 MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS

Fysen (ot —¢) :
[(k—mo®)? + (co)®]"

transitoria - complementaria

x = ¢ (e/2m)¢ () sen gt + C;cos qt) +

.

(6.57)

Para propésitos practicos, la solucién transitoria se hace cero en un cierto
tiempo finito. Considerando solamente la solucién particular dada por la
ecuacién 6.52, regresaremos a la ecuacién diferencial 6.47. La ecuacién
6.47 es una ecuacién de fuerzas que expresaremos ahora como un conjunto
de vectores giratorios. Primero pasaremos todos los términos del primer
miembro al segundo:

0 = F, sen ot — mx — ¢x — kx. (6.58)

Derivando la ecuacién 6.52, obtenemos

x = oR cos (wt e (j))

’ ¥ = —o’R sen (of — ).

Entonces los términos de la ecuacién 6.58 se pucden escfibir
—m& = Rmo?®sen (of — ¢) (fuerza de inercia),
—cx = —Rco cos (ot — ¢)  (fuerza de amortiguamiento)
—kx = —Rk sen (ot — ¢) (fuerza del resorte).

Todas las fuerzas que existen en la ecuacién 6.58 se representan en la
figura 6.14 por un conjunto de vectores de giratorios, Debido a que la
ecuacién 6.58 debe satisfacerse para todos los valores de ot, se pueden
considerar las fuerzas de la figura 6.14 como un sistema de fuerzas con-
currentes en equilibrio girando con velocidad angular constante . Enton-

Fuerza

Bk Fo
REsen({wt = ¢) ; . senwt
w 0 J

Y ¥
90° ¢

Rmw2sen(wt = ¢)

Rewcos (ot — ) | @t
Rmw?2 — Y
~
> >
direccion™ F

— " Rew

Fig. 6.14
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(a)

Fig. 6.15

ces se puede dibujar un poligono de fuerzas que debe cerrarse, como se
ve en la figura 6.15a.

Si combinamos los términos colineales Rk y Rmo® como se muestra en la
figura 6.13b, se ve que

F,
[(k—ma®)? + (cw)?]"

R = (6.59)

cw
tang ¢ = prm— (6.60)

mo

que concuerda con la solucién anterior.
De los diagramas vectoriales se pueden sacar las siguientes conclu-
siones:

1. El desplazamiento esti atrasado de la fuerza un angulo ¢ (Fig.
6.14).

2). Si el término Rme® es pequefio comparado con Rk, el angulo ¢
es pequefio (es decir se aproxima a cero) (Fig. 6.15a).

3. Si el término Rme? es grande comparado con RE, el angulo ¢ es
grande (es decir se aproxima a 180°) (Fig. 6.15a).

4. El 4ngulo ¢ estd limitado a los valores comprendidos entre 0° y
180° porque la componente de F, normal a la direccién R debe ser igual
a Reco (la fuerza de amortiguamiento) pero de sentido opuesto (Fig.
6.14).

Regresando a la ecuacién 6.59 y dividiendo el numerador y el deno-
minador entre & obtenemos
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Definiremos las siguientes cantidades:

F . .
8 = 755 = alargamiento del resorte bajo una fuerza estitica Fy,

k .
oy = I el cuadrado de la frecuencia natural del sisterna no amortigua-

do y recordando que

¢ == constante de amortiguamiento critico para la oscilacién libre =
2meg,.

se deduce que

R 1

3 {0 — (@ eI F T [2(c/22) (afn) P17 (6:61)
De igual manera, para tang ¢ obtenemos

El término R/8 se define como factor de amplificacién. Las ecuacio-
nes 6.61 y 6.62 muestran que R/3 y ¢ son funciones de w/w, y la razén
de amortiguamiento ¢/c,.

Las ecuaciones 6.61 y 6.62 se representan graficamente en las figuras
6.16 y 6.17.

30 I
& =00
gl 20 o~ l
:E \
3 c
f‘:‘“‘—_’ 5’;=0.25
g
©
C o

3 10 7, =050
8
&
[

0

0 10 20 30 4.0 50
Relacién de frecuencia =

Fig. 6.16
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30 %’/ 7‘@: =0
o /]
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Relacion de frecuencia 4,

Fig. 6.17

Observamos que para valores pequefios de ¢/¢. las méximas amplitu-
des ocurren en valores cercanos a o/w, = 1.0. Ademds, el 4ngulo de fase
cambia rdpidamente cuando o/w, se aproxima a L.

Una informacién adicional se puede obtener examinando el diagrama
vectorial de la figura 6.14 para los siguientes casos:

Caso 1, 2L£10,
Wy

Caso 2, 2= 1.0,
Wn

Caso 3, <> 1.0.
Wy

Para el Caso 1 donde o/w, <€ 1.0, los términos Rme?® y ¢w son peque-
fios, como se ve en la figura 6.18. Por lo tanto ¢ es pequefio y la fuerza
del resorte y la fuerza perturbadora practicamente estdn en oposicién.
Esta observacién se comprueba por medio de la ecuacién 6.62.

Para el Caso 2 donde w/w, = 1.0, tenemos el sistema oscilando en su
frecuencia natural.

De la ecuacién 6.62, se ve que tang ¢ = oo o sea ¢ = 90°. Por lo tan-
to, como lo muestra la figura 6.19, tenemos la fuerza perturbadora sobre-
poniéndose a la fuerza de amortiguamiento cancelando su efecto neto y
el sistema oscila con una amplitud R = F,/cw, que estd dado por la ecua-
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r Fuerza
Rb Fig. 6.18
Fy
wt
b
Rmw?
Rew
b Fuerza
Rk Fo
¢ = 90° Fig. 6.19
Rew Rmw?

cién 6.59 como si no estuvieran presentes la fuerza de amortiguamiento
y la perturbadora,

Para el Caso 3 donde w/wn, > 1.0 el término Rme? llega a ser mucho
mas grande que Rk. Por lo tanto, a fin de que se satisfaga la ecuacién
6.58, F, debe tener una componente en la misma direccién que Rk. Con-
secuentemente, el angulo de fase es mayor de 90° como se ve en la figu-
ra 6.20,

Un caso especial que debe considerarse ocurre cuando no existe amor-
tiguamiento o sea ¢/¢. = 0. La ecuacién 6.61 se reduce a

R 1
e T (6.63)

Tl

F, Fuerza

L

RE ¢

Fig. 6.20

<

Rmw?
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y la ecuacién 6.62 se reduce a
tangg =0 y ¢ = 0°, 180°. (6.64)

Observamos que cuando o = oy, R/8 = 0. Cuando o/w, < 1, R/8 es
positiva, ¢ = 0° y el movimiento estd en fase con la fuerza. Cuando o/w,
> 1, R/8 es negativa (la curva de R/8 contra o/w, es discontinua en
ofwy, = 1), ¢ = 180° y el movimiento estd atrasado respecto de la fuer-
za en 180°.

Resonancia. Se define la resonancia como el caso donde o = o,. Es
importante reconocer que esto produce amplitudes infinitas para sistemnas
sin amortiguamiento. Sin embargo, si existe amortiguamiento, las ampli-
tudes maximas ocurren para valores de o/w, < 1.0, de modo que sola-
mente en el caso no amortiguado hay resonancia y las amplitudes maxi-
mas ocurren para el mismo valor de w/w,. Si se deriva la ecuacién 6.61
con respecto a o/w, para determinar en qué valor de o/v, es méxima

R /38, se obtiene
lu; c\2 | .
—m_:[l —2 <~) j} (6.65)
(o7 Ce

que es ¢l valor de la relacién de frecuencia donde ocurren las amplitudes
maximas.

6.6 Fuerza transmitida y aislamiento. En ciertos casos précticos intere-
sa disminuir la fuerza que se transmite al soporte del amortiguador y el
resorte cuando la masa m esta sujeta a una fuerza perturbadora arménica.

De la figura 6.14, se ve que la méxima fuerza transmitida al soporte
es la suma vectorial de la fuerza del resorte Rk y la fuerza amortiguadora
Rco. Definiendo la amplitud de la fuerza transmitida por Fy,, se deduce
que

. . k4 (c0)? va
” A 2 2, 27, — J
Fi, = Rl + ¢ = F, [(k oL (M)J (6.66)

Si definimos la transmisibilidad 7', como la relacién F,/F,, entonces

T, = [ : k__k:n;)(f‘jr) 2(60))2}% (667)

Recordando que

k
wp? = —
m

Ce = 2map,
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entonces la ecuacién 6.67 toma la forma
[ L+ (222)
Ty =1 Cetm (6.68)
2772 2 :
1— ‘i) ] 9l e
LL (’-"n t 2 Ce Wy
En la figura 6.21, se encuentra la grafica de la transmisibilidad contra

o/oq. Después de un examen de la figura, se pueden hacer varias obser-
vaciones:

1. La razén de amortiguamiento ¢/c, muestra que la transmisibilidad
T, = 1.0 para valores de o/o, = Y 2.

2. Cuando o/w, = Y 2, T, = 1.0 para todos los valores de ¢/¢.. Esto
se puede comprobar sustituyendo directamente en la ecuacién 6.68,

3. Para valores de o/w, < Y 2 el aumento de amortiguamiento dis-
minuye la fuerza transmitida, mientras que para valores de w/o, > V 2
el aumento de amortiguamiento aumenta la fuerza transmitida,

4. Independientemente del amortiguamiento existente, o/, > V 2,
a fin de que la fuerza transmitida sea menor que la fuerza perturbadora.
Esto implica que un resorte blando (médulo pequefic) que conduzca a

valores bajos de o, €s necesario para aislar la fuerza perturbadora del
soporte.

3.0
5% = 0.0
& 20
3
=
B
)
=
2
s 1.0
oo
\
.-.*"'-‘h——._
— |
'—N_-"—————:
0 N
0 10 V72 20 3.0 40 5.0

Relacién de frecuencia u%

Fig. 6.21
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Se tiene un caso especial cuando ¢/c. = 0. La ecuacién 6.68 se trans-
forma en

y P S (6.69)

Para este case Ty = oo cuando o/w, —> 1.0 6 sea cuando ocurre la reso-
nancia. Ademas, T, es positiva cuando w/w, < 1.0 y negativa cuando
o/won > 1.0. Esto implica que la fuerza transmitida estd en fase con la
fuerza del soporte, cuando el sistema opera a frecuencias abajo de la reso-
nancia y a 180° fuera de fase cuando el sistema opera por encima de la
resonancia.

Para aplicar el analisis a un sistema mas real consideremos una pieza
giratoria de un equipo, donde el rotor estd desbalanceado de modo que el
eje de rotacién no coincide con el centro de masa del rotor. Esta situa-
cibn es comiin ya que es dificil producir un rotor que esté perfectamente
balanceado. Supondremos ademaés que el rotor est colocado en el bastidor
de una méquina restringida a un movimiento vertical, como se ve en la
figura 6.22. En esta figura se aplica la siguiente notacion:

m1 = masa del bastidor de la maquina
m, = masa del rotor,

¢ = posicién del centro de masa del rotor medida desde el eje de ro-

tacion,

x1 = desplazamiento de la masa m; de la posicién de equilibrio,

k = constante del resorte,

¢ = constante de amortiguamiento,
¥, = desplazamiento de la masa m, de la posicién de equilibrio,
rapidez angular del rotor, que se supone constante.

[

L]

De la geometria de la figura 6.22
Xo == X1 + €senet
¥

¥y = ¥, — eo® sen of.

Fig. 6.22
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De la segunda ley de Newton, la fuerza F, que la masa principal debe
ejercer sobre el rotor es ‘

Fy = my (%1 — e0? sen o).

Df.: l:{ tercera ley de Newton, la fuerza que ejerce el rotor sobre la masa
principal es —F,. La ecuacién de movimiento para la masa principal, que
también debe incluir la fuerza del resorte y la fuerza de amortiguamiento,
€s

myx, = —kxy — ci1 — ms (X1 — ew? sen mt) ,

que puede escribirse como

(ma + my) & + cx1 + kxy = myew® sen of. (6.70)

Nétese que la ecuacién 6.70 es andloga a la ecuacién 6.47. De ahf que po-
demos utilizar los resultados del anAlisis anterior, sustituyendo directa-

mente (my + m,) = m y mueo? = F, en las ecuaciones desarrolladas en
la discusién anterior.

6.7 Instrumento de medida de la vibracién. En ingenieria frecuente-
mente interesa determinar la magnitud del desplazamiento y la acelera-
cién de un sistema vibratorio. Desarrollaremos los conceptos basicos del
disefio de tales instrumentos sin una discusién detallada de la instrumen-
tacién complicada, que frecuentemente se emplea en la realidad para regis-
trar estas mediciones,

Como se muestra en la figura 6.23, una base est4 vibrando con movi-
miento arménico simple

xp = A sen wt.

Nuestra aparato de medicién consiste de un bastidor que contiene un sis-
tema de amortiguador y resorte y algunos medios para registrar el despla-
zamiento x; de la masa con relacién al bastidor. En su forma, més rudi-
mentaria podria utilizar una cartula indicadora donde se observaria la
oscilacién de la aguja que mediria x;. El desplazamiento absoluto de la
masa m es

Xm = X; -+ Xp

7

Z

%
g
Z
.
7
,,
’
.
7
Z

i Fig. 6.23

Z
7
i 7
//'///////////Af////j

VAVA\/ ? xp = Asenwt
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y por consiguiente

ktm = X + Xp = X; — Ao® sen of.

La ecuacién de movimiento de la masa m es
m(¥; — Ao® sen wt) = — kx; — ¢

o bien

mix; + cx; + kx; = mAe? sen of. (6.71)
Por analogia con la ecuacién 6.47, podemos usar la solucién representada
por la ecuacién 6.57, sustituyendo x por x; y F, por mAe®. Para todos los
propésitos practicos la parte transitoria de la solucién serd cero en un
cierto tiempo finito, de ahi que podemos escribir

mdo® sen (ot — ¢)
[(k—mo®)? + (co)t]*
Supondremos que nos interesa determinar la amplitud 4 de la vibracién
de la base, asi como su aceleracién maxima Ao®, registrando la amplitud
4; del movimiento en estado permanente de la masa con relacidn al bas-
tidor, De la ecuacién 6.72 se deduce que

mde®
[(k —— mm?‘) 74 (L‘a)) 2]“[2

Resolviendo la ecuacién 6.73 para la amplitud 4 de la vibracién de la
base, hallamos

(6.72)

Xy ==

4; = (6.73)

k—mo*)? + (co) 2]1/’

A - Ai[( . (6.74)

iw

Con w,” = k/m y ¢, = 2muw,, la ecuacién 6.74 se puede escribir

3 o2 \2 271
Ai[<1~~——2~> + (2 cs) ]
A= o Ceom/ - (6.75)

Wy

Si w/w, se hace lo suficientemente grande mediante el uso de una com-
binacién apropiada de resorte y masa del instrumento de medicién, en-
tonces

A= Aq'.

y la amplitud relativa 4; llega a ser una buena medida de la amplitud
real de la vibracién de la base. Tal dispositivo de medida de amplitud se
conoce como vibrémetro y debido a que o, debe ser pequefia (relativa-
mente hablando) se debe utilizar un resorte blando.

Si w/wa es pequefia en un disefic apropiado, entonces la cantidad

[(1——-&;2/(»%2)2 + (2 clee o)/mn)zf/zi_—‘—‘é 1.0 y Ao® = Ai0,°.
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La cantidad A«? es la aceleracién méaxima de la base; asi que, conociendo
la frecuencia natural e, del instrumento, se puede determinar la acelera-

cién multiplicando la amplitud observada 4; por la constante w,® El *

amortiguamiento en el instrumento es util y con él se elimina el movi-
miento transitorio. En el caso del acelerémetro se alcanza una precision
en el instrumento en un rango de frecuencias més amplio, segiin se mues-
tar en la Tabla 6.1,

271 2 \2 27 Ve
o {0 1— Y 4 (14 J’f.)
Wy mnz (.07,,2 Wy

0 1.00 1.00
0.25 0.94 1.00
0.50 0.75 1.02
0.75 0.44 1.14
1.00 0 1.40

donde los valores de la cantidad [(1 — 0?/0,%)? 4 (2¢/ccw/wy)?]" sin
amortiguamiento se comparan con la relacién de amortiguamiento 6pti-
mo ¢/c. = 0.70.

6.8 Sistemas lineales con varios grados de libertad. Los principios ge-
nerales de las vibraciones libres de un sistema oscilatorio lineal de varios
grados de libertad, se demostrardn examinando un sistema especifico con
2 grados de libertad. Por ejemplo, consideremos el sistema resorte-masa
de la figura 6.24 donde las masas estdn restringidas al movimiento ver-
tical.

Fig. 6 24
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Con %, y x, como desplazamientos de las masas m; y m,, medidos
desde la posicién de equilibrio, respectivamente, las ecuaciones de movi-
miento para m, y m, llegan a ser

my&y = —kyxs — ko (%1 — %2),
Maky = +ka(x1—%2),
que pueden escribirse de nuevo como

myXy + (k1 b ko) xy — koxy = 0,

(6.76)
mzaég""'kle -+ k2x2 = O.
Abora proponemos un sistema de soluciones de la forma
Xy == A1 sen wt,
(6.77)

xp = A, sen wt,

que admitimos como posible solucién puesto que solamente aparecen en
las ecuaciones diferenciales los desplazamientos y sus segundas derivadas
con respecto al tiempo,
Sustituyendo las ecuaciones 6.77 en las ecuaciones 6.76, se obtienen
las siguientes ecuaciones:
[—midio® + (k1 + ko) 41— kodz]sen ot = 0,

(6.78)
[mm2A2m2 —— k2A1 4= szz] sen ol = 0.

Dividiendo estas ecuaciones entre sen of y ordenando los términos, se

sigue que
Al(kl -+ kz-——m1m2) }- Ag("—‘kZ) =y O,

(6.79)
Ay (—ks) + Az(ky— m20?) = 0.
Resolviendo 4, por determinantes,
l 0 —k
J— o2
A=y k20 ﬁfzmlm:nmm T % . (6.80)
—kz ky — mow?

El determinante D, es cero; consecuentemente D debe ser nulo si la am-
plitud 4, es diferente de cero para que el movimiento ocurra. Haciendo
el determinante D igual a cero, se obtiene la ecuacién para la frecuencia

(ky — my0®) (ky + ko —mpo®) — ki =0,
que puede escribirse en la forma

mimz-w"——[mlkz - mvz(kl -+ k2)]0.\2 -+ klkz = 0. (6.81)
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La ecuacién 6.81 es cuadratica en ?; asi que

. __ miks + ma(ki + ks) ‘- {[mﬂkz -+ mz(iﬁ -+ kz):]2 . kqks }1/2

e oo
2mqmy 2myms MMy

(6.82)

Los dos valores de «® de la ecuacién 6.82 se conocen como frecuencias

principales, se denotan por o:? y w,® y el orden, para los propésitos de la
discusién, es tal que o,? =X 0,2,
Es evidente que las soluciones de la forma

X1 = All s€n w1t,
(6.83)
Xaq == A21 sen wyf,
o bien

K12

1
i

= Ay, sen wst,
(6.84)
Kg2 = Az s€0 w21,
satisfacen las ecuaciones diferenciales 6.76; A;; designa la amplitud de la
masa 1 asociada con la frecuencia j. Ademés, las soluciones de la forma

Xy = Xyy b X,
(6.85)
X2 == Xo3 + Xgg,
satisfardn la ecuacién diferencial.
S5i se hubiera investigado una solucién de la forma

x; = By cos ai,
%y = B, cosof

se habria obtenido la misma ecuacién de frecuencia y el resto de los argu-
mentos anteriores habria sido idéntico. Por lo tanto, la sclucién completa
para el sistermna es,

%y = Aqy senogd + Ayp sen wyt + By cos wqf - By cOS wst,
(6.86)
%o = Az sen ogt + Agp sen wgt 4 By cos wit + Bag €OS wat.

La solucién general para los desplazamientos de cualquiera de las masas
resultd ser la suma de los movimientos arménicos a las frecuencias prin-
cipales, pero el desplazamiento resultante no es arménico simple.

Un examen de la ecuacién 6.86 muestra que son necesarias ocho cons-
tantes de integracién, mientras que, en general, solamente se conocen cua-
tro condiciones iniciales: los desplazamientos y velocidades iniciales para
cada una de las masas. Las otras cuatro condiciones sobre las constantes
de integracién se establecen por cualquiera de las ecuaciones 6.79, que es-
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pecifica, para cualquier valor de o, la correspondiente relacién de las
amplitudes 4,/4.. Por ejemplo, en forma de ecuacién, se deduce de la
segunda de las ecuaciones 6.79 que

i P S S ot S (6.87)

Lia__ iz Je Mgty (6.88)

Para el sistema de la figura 6.24, hacemos k; = k; = ky my = 2m,
= m. Entonces, de la ecuacién 6.82

k
o? = —(2— V2,
k
wg? = — (2 + W)
m
De las ecuaciones 6.87 y 6.88
Ay Bu _}:_
Az B, V 2
y
Ay Bu_ L

Si el sistema se pone en movimiento de modo queen ¢ = 0

x10 - 1, .32'10 = 0’
X20 = 1, }‘;’20 = O,
entonces
A11 = Aiz = A21 = Azz =0
Yy
1
Bu = [ — V—é-,
1
By = —sx
12 1+ V 5

2
B, —_V2_

By = —== .
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Entonces los desplazamientos estdn dados por

Xy = B11 Cos mlt B Blz COos (x)zt,

KXo == Bz]_ CO8 wyf -+ B22 COS wyl,

El oscilador general lineal no amortiguade de n grados de libertad.
Por una analogia directa la ecuacién para la frecuencia de un sistema de
n grados de libertad serd de n-ésimo orden en o, de la cual se pueden
determinar n frecuencias principales.

Las ecuaciones de movimiento serdn

n i
X = 2 Ayjsen wjt + E Byj cos ojt,

i=1 i=1

Xg = Z Azj sen ot + Z B, cos wjt, (6.89)

i=1 i=1
n n '
Xp == Z Ayjsen ot + 2 B,; cos wjt.
=1 i=1
Las ecuaciones de movimiento contendran 4n constantes de integra-
cién, que se determinaridn de 2n condiciones iniciales y de 2n ecuaciones
adicionales, que relacionan las amplitudes 4,; para cada v; y las ampli-

tudes B,; para cada o; por el uso de cualquiera de las n ecuaciones seme-
jantes a las ecuaciones 6.79 de esta seccibn.

6.9 Sistema forzado con dos grados de libertad. Agregaremos ahora
una fuerza arménica a la masa m; del sistema anterior, como se puede
ver en la figura 6.25. Ahora las ecuaciones de movimiento son
ma¥; + (kl + kz)xl——kzxz = F, sen o,
(6.90)

MoXg — kgx]_ -+ kzXz = O.

Solamente nos interesar la solucién particular, la cual supondremos que
es

x1 = A, sen of,
(6.91)
x2 = A, sen of.

Sustituyendo las ecuaciones 6.91 en las ecuaciones 6.90, dividiendo entre
sen ot y ordenando términos, tenemos
Az (kl -+ kz""‘ m1w2) -+ Az(——kz) = Fo,

(6.92)
Ai(—k2) + A2(kz —ms0®) = 0.
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Fig. 6.25

Resolviendo estas ecuaciones para 4; y A, que son las amplitudes para
el estado permanente, por medio de determinantes, obtenemos

F, —k;
A = 0 kg"-‘mgmz _21_
-l k1+ kg—"‘mlu)z "—‘kz '——D
e kz kz - ‘mzmz
y (6.93)
‘ ky + ky—mie® F, i
—k, 0| D,
4, = o) =7 -

En los pasos que condujeron a la ecuacién 6.82 vimos que D = 0

cuando » es igual a una de las frecuencias principales. Asi que, puesto
que ni Dy ni D, son iguales a cero para un valor finito de Fo, es evidente
que resultardn amplitudes infinitas para las masas m, y m, cuando la fre-
cuencia de la fuerza impulsora coincida con una de las frecuencias prin-
cipales del sistema. Esta afirmacién es generalmente cierta para un siste-
ma similar con n grados de libertad.

Un examen mas cuidadoso de la primera de las ecuaciones 6.93 indi-
carh que 4, = 0 cuando D; = 0. El requisito de que D; = 0 se encuen-
tra cuando

Fo(ky— ma0?) =0
0 sea (6.94)
ke

mgo
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Por lo tanto, es posible introducir m, y k. de modo que m, continuara
estando en reposo bajo la influencia de la fuerza perturbadora.
Para este caso, de la segunda de las ecuaciones 6.93,

F,
Tk
Ahora, la cantidad 4.k, es la fuerza que ejerce el resorte k, sobre la masa
my y se ve que exactamente neutraliza el efecto de F, que se requiere
para que 4, sea cero. Tal eleccién de masa m, y resorte k, se conoce
como amortiguador de vibraciones y es un medio de eliminar las vibra-
ciones en muchas aplicaciones practicas.

Ay = 6 Agky = —F,, (6.95)
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PROBLEMAS

6.1. Un instrumento que pesa 2 kg estd sostenido por cuatro apoyos de hule
cada uno de los cuales sufre una deformacién de 0.5 cm por kilogramo de car-
ga. ¢Cudl serd la frecuencia natural del instrumento?

6.2. Hallar la constante k de un resorte sencillo que tenga las mismas caracte-
risticas que:

a) Dos resortes en serie.
b) Dos resortes en paralelo.

N
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kS < <

= s =
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1 s 3
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1 B w
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(a) (b)

Fig. P-6.2

6.3. Un motor de peso desconocido descansa sobre una plataforma acojinada
de constante de resorte desconocida. ;Cuél es la frecuencia natural del sistema
si el motor comprime Ia plataforma 0.5 cm?

6.4. Un sistema simple no amortiguado de masa y resorte tiene una constante

k = x/2 kg/cm, una masa m = 1/27 kg-seg?/cm y se observa que tiene un
desplazamiento de 5 cm de la posicién de equilibrio cuando ¢ = 1 seg y una
velocidad de 6.28 cm/seg en ¢t = 2 seg. Hallar el desplazamiento como una

funcioén del tiempo.
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S " . tndulo
fodo de las oscilaciones pequefias para el sistema de péndu
6.5. Escribir la ecuacién de movimiento angular para un péndulo simple y ha- 6.7. Hallar el periodo

’ e o ’ , . se muestra.
llar el perfodo para las oscilaciones pequefias, ¢Cudl seria'la longitud I para un que :
periodo de 1 seg? ‘

Fig. P-6.5

6.6. ¢Cual de los sistemas que se muestran tiene el perfodo més largo si k, =
5 kg/em, k, = 8 kg/cm y k, = 10 kg/cm?

N
N
N

Fig. P-6.7
3 S = < < <
< < 2 2 = =
2 L = >k zk . < zk
k2 25 ks = "1 33 S ks : Fyl
S 3 s i y a constante
3 3‘ E 3 5 = 6.8. Determinar la fuerza en cadat resorte debida a la fuerza F y
i 3 3 S = > de resorte equivalente para cada sistema.
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Fig. P-6.8
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6.9. :Cual es la frecuencia natural del sistema que se muestra? La articulacién
en O es lisa y puede despreciarse la masa de la barra.

z,

0 T‘

SN

Fig. P-6.9 Fig. P-6.10

6.10. Un corcho flota con una altura de inmersién media igual a h y la 4rea
de la seccién transversal del corcho en la superficie del agua es constante e igual
a A. El corcho se desplaza ligeramente hacia abajo de su posicién de flotamien-
to y después se suelta. Se desprecia el rozamiento y la inercia del agua que pue-
da ponerse en movimiento. El agua tiene un peso especifico v. Determinar el
periodo de la oscilacién.

6.11. Una cuerda el4stica ligera se alarga 2 cm por cada kilogramo de tensién.
El extremo superior estd fijo y en el extremo inferior se coloca un peso de 2 kg
el cual se deja caer desde el reposo cuando la cuerda est4 vertical y recta pero
no estirada. ¢Cual es el desplazamiento méaximo del peso y su periodo de osci-
lacién?

6.12. Una bala que tiene una masa m y una velocidad v penetra en un bloque
de masa M que estd inicialmente en reposo. Suponiendo que M no se mueve
hasta después del impacto y que la superficie horizontal es lisa, hallar el movi-
miento subsecuente de M; esto es, hallar x como una funcién del tiempo.

Fig. P-6.12
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6.13. Hallar el periodo de la vibracién para pequefias amplitudes del desplaza-
miento en el sistema de péndulo simple que se muestra.

%
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! kg
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Fig. P-6.13

6.14. Al extremo superior de un péndulo simple de longitud ! y masa m se da
una aceleracién vertical uniforme a. ¢Cu4l es el perfodo del péndulo para pe-
quefias oscilaciones?

6.15. Dos resortes idénticos tienen constantes de 0.04 kg/cm. Si se colocan en
sus extremos inferiores pesos de 2.45 kg v 9.8 kg y se dejan caer simultineamente
desde la posicién en que los resortes no estin alargados, hallar el tiempo que
transcurrird antes de que ambos pesos estén otra vez en sus posiciones iniciales
en el mismo instante.

6.16. Una barra uniforme de longitud ! y peso W descansa scbre dos rodillos
horizontales que giran en sentido opuesto con rapidez angular constante o. El
coeficiente de rozamiento cinético entre la barra y los rodillos es y. Si la barra
se desplaza ligeramente de la posicién central y después se suelta, hallar el pe-
riodo del movimiento resultante.

(2 2)
et

Fig. P-6.16
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6.17. Un bola esférica de 61 cm de radio flota en el agua con la mitad sumer-

gida. Si se baja la bola ligeramente y después se suelta, hallar el periodo de
oscilacién.

6.18. Un tubo de vidrio sostenido en un plano vertical se llena parcialmente
con un flaido de peso especifico y. En uno de los lados del tubo el flaido se
hace bajar una distancia x y después se suelta. ;Cuil es la frecuencia de la osci-
lacién resultante del flaido? El 4rea de la seccién transversal del tubo es 4 y la
longitud de la columna de fltido es I.

Fig. P-6.18

6.19. Un bloque de masa m desliza sin rozamiento sobre una varilla que esté
colocada en una mesa giratoria horizontal. El bloque est4 sostenido por dos re-
sortes, cada uno de constante k. 5i la mesa gira alrededor de un eje vertical que
pasa por O con una velocidad angular constante , hallar la frecuencia natural
de m con relacién a la mesa.

Fig. P-6.19
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6.20. Una cuerda eléstica esti estirada y tensa entre dos soportes y tiene en su
punto medio una masa M colocada sobre un plano liso horizontal. Si se da a
la cuerda un desplazamiento normal y después se suelta, hallar la ecuacién exac-
ta del movimiento de M. Si el desplazamiento es pequefio, simplificar la ecua-
ci6n de movimiento y determinar su periodo. El cable tiene una tensién inicial
T y una constante k para la longitud /.

|

1§

B N

2727777

Fig. P-6.20

6.21. Una pieza de cierta miquina pesa I kg y su centro de masa se localiza
por medio del vector de posicién g, m desde el punto O. Cuando la pieza se
suspende desde el punto O y se le permite oscilar dngulos pequefios el periode
que se observa es r seg. Hallar el radio de giro centroidal k.

6.22. Un bloque sélidc homogéneo pesa W kg v el 4rea de su seccién trans-

versal es A m?, esti suspendido de un resorte de constante k kg/m. El bloque
estd sumergido en un liquido con una densidad de p kg/m®. Determinar la fre-

cuencia natural y el periode del movimiento que resultaria si el bloque se despla-

zara ligeramente de su posicién de equilibrio. Despréciese todo rozamiento.

N\
—A\ \/\r§
bl

E

Fig. P-6.22
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6.23. Determinar, para oscilaciones pequefias, la frecuencia natural del siste-

ma. Se desprecia la masa de la barra rigida que puede girar libremente alrede-
dor de O.

|
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Fig. P-6.23

6.24. La esfera sélida homogénea de 25 kg estd soldada, en la forma que se
indica, a una varilla circular s6lida. Un momeuto de 30 cm-kg hace que la va-
rilla se tuerza 1°. Determinar la frecuencia de las vibraciones torsionales de la
esfera, la inercia de la varilla se desprecia.

o ,

60 cm

30 cm

Fig. P-6.24
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6.25. La masa que se muestra estd restringida a moverse en una gufa vertical.
Hallar la. frecuencia natural para pequefios desplazamientos x desde la posicién
de equilibrio.

2k S
“. Ky
2 S
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o W\ &
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wo |l
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Fig. P-6.25

6.26. La masa m = 0.1 unidades técnicas de masa se suelta desde la posicién
que estd 2 9 cm abajo de su posicién de equilibrio con velocidad cero. Si la
polea es de masa despreciable y la constante del resorte & = 2 kg/cm, hallar
la velocidad de m después de 0.1 seg de haberse soltado.

g
%

Fig. P-6.26

6.27. Un péndulo consiste de dos masas m, y m, colocadas en los extremos de
una varilla de peso despreciable y de longitud I. ;A qué distancia de la masa
més pequefia’ (m,) debe situarse el punto de suspensién a fin de obtener la
méixima frecuencia de oscilacién?
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6.28. Una particula de masa m se mueve sin rozamiento en el plano vertical xy
sobre la curva y = ax? Hallar la ecuacién de movimiento de m primeramente
escribiendo la ecuacién de la conservacién de la energia. Simplificar la ecua-
cién de movimiento y hallar la frecuencia natural para desplazamientos peque-
fios de la posicién de equilibrio.

6.29. Para desplazamientos pequefios de la posicién de equilibrio, escribir la
ecuacién diferencial de movimiento para el tablén homogéneo de peso W. ¢Cuél
es ¢l periodo de vibracién?

.
oC @ I
3" D R
Fig. P-6.29

6.30. El anillo de radio 7 y espesor despreciable oscila con una pequefia am-
plitud alrededor del pivote O. Determinar el perfodo del movimiento.

0

e

Fig. P-6.30
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6.31. El péndulo de una méquina de Charpy se utiliza para determinar la resis-
tencia al choque de los materiales, Pesa 25 kg y la distancia del eje de rotacién
en O a su centro de gravedad, que se determina por balanceo, es de 1 m. Cuan-
do se permite que oscile alrededor de su eje de rotacién se observa que el pén-
dulo efectfia 30 oscilaciones completas en 60 seg. Hallar el momento de inercia
I del péndulo.

Fig. P-6.31

6.32. Determinar el perfodo del sistema para oscilaciones pequefias. El radio
de giro del disco con respecto al pasador en O es de 18 cm.

k

]

MMM

Fig. P-6.32
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6.33. Una barra de longitud / y peso W desliza sin rozamiento en un plano
vertical sobre la superficie cilindrica que se muestra. Si la barra se desplaza
ligeramente de su posicién de equilibrio, hallar el periodo de las oscilaciones
resultantes. )

Fig. P-6.33

6.34. El cilindro B tiene una seccibn transversal con 4rea de 900 cm? y pesa
50 kg. El bloque 4 pesa 5 kg. La polea C tiene un momento de inercia respecto

a O de 2 kg-seg?m. Para pequefias amplitudes de vibracién, hallar el periodo
de la vibracién libre.

Fig. P-6.34
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6.35. Un cascarén hemisférico de peso W y radio r oscila sin deslizamiento so-
bre un plano horizontal. ¢Cuil es el perfodo de oscilacién para pequefios des-
plazamientos de la posicién de equilibrio?

6.36. Un disco de peso W y radio de giro k, respecto a un eje horizontal que
pasa por su centro rueda sin deslizar sobre el plano horizontal. Si el disco se
desplaza de su posicién de equilibrio, hallar la frecuencia natural de la vi-
bracitn.

Fig. P-6.36

6.37. La polea doble tiene un momento de inercia o respecto a su eje de rota-
cién que pasa por O. Escribir la ecuacién diferencial de movimiento para el
sistema y determinar el periodo de la vibracitn.
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Fig. P-6.37
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6:38. Un cilindro de peso W y radio a rueda sin deslizar sobre una superficie
cilindrica de radio R. Determinar la frecuencia natural para desplazamientos

pequefios § de la posicién de equilibrio. Nétese que § no es la velocidad angu-
lar del cilindro.

Fig. P-6.38

6.39. Una barra delgada de peso W y longitud ! est4 sostenida simétricamente
mediante dos cuerdas de longitud % y separadas una distancia 2a4. Si la barra
se hace girar un angulo pequefio alrededor de un eje centroidal vertical y des-
pués se suelta, hallar el periodo del movimiento.

% V277

/

| 2a

Fig. P-6.39
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6.40. Un cilindro de peso W rueda sin deslizar sobre un prisma también de
peso W. Despreciando el rozamiento de la superficie horizontal, hallar la fre-
cuencia natural del movimiento oscilatorio.

Fig. P-6.40

6.41. Escribir la ecuacién de movimiento para pequefios desplazamientos del
sistema que se muestra, La barra tiene una masa 3. ¢Cull es la frecuencia
del movimiento?

0
=k t==le
1 1 = L
2 ] 2
I WA WA

Fig. P-6.41

6.42. Un bloque pequefie de peso W descansa sobre un plano rugoso con un
coeficiente de rozamiento y. Cuando # == 0 tanto la fuerza del resorte como la
fuerza de rozamiento son cero. El blogue se desplaza hacia la derecha de x = 0
una distancia x, y se suelta del reposo. Suponiendo que la fuerza del resorte es
suficientemente grande para vencer a la fuerza de rozamiento, hallar para el
movimiento subsecuente:

a) La posicién de W como una funcién del tiempo durante el intervalo
en que se estd moviendo hacia la izquierda.

b) La posicién limite de W a la izquierda.

c) El tiempo en que se verifica el primer medio ciclo del movimiento.

Fig. P-6.42
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6.43. ¢Cuil es la relacién del perfodo de un sistema resorte-masa sin amorti-
guamiento a un sistema de constante amortiguamiento ¢ = 13 ¢,?

6.44. Escribir la ecuacién diferencial de movimiento para el sistema que se
muestra. Determinar la frecuencia natural de las oscilaciones amortiguadas.
¢Cuél es el coeficiente de amortiguamiento para el amortigunamiento critico?

V223

L
L

Fig. P-6.44

6.45. Demostrar que el decremento logaritmico se puede escribir In (4,/4,) =

(fiw'C/%) /1 —(¢/c.)?]"s. donde ¢, es el valor de ¢ para el amortiguamiento
critico.

6.46. Un sistema resorte-masa de masa m y constante k con amortiguamiento
viscoso tiene una amplitud inicial Ao y una amplitud 4, después de n ciclos.
Hallar una expresién aproximada para el coeficiente de amortiguamiento.

6.47. Determinar la relacién de amplitudes sucesivas separadas un periodo. El
plano horizontal estd cubierto con una pelicula de aceite que tiene un coefi-
ciente de amortiguamiento viscoso ¢ = 0.4kg-seg/m.

k=40 kg/m
g { W= kg
7 77

Fig. P-6.47

6.48. Demostrar que el decremento logaritmico se puede escribir (1/n) In
(do/A,) = ca/mq. Ay es la amplitud inicial y 4, es la amplitud después
de n ciclos. Si se observa que un peso de 2 kg suspendido de un resorte tiene
un perfodo de 3/, seg y el amortiguamiento reduce la amplitud a la mitad en
10 ciclos, ¢cual es el coeficiente de amortiguamiento?
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6.49. Un sistema resorte-masa con amortiguamiento critico viscoso tiene las
condiciones iniciales ¥ = x, y * = #,. Hallar el desplazamiento de m como
una funcién del tiempo. ;Es posible que x cambie de signo? Si x, == 0, scudl
es el miximo desplazamiento alcanzado por m?

6.50. Un disco delgado de radio R se utiliza en oscilaciones torsionales para
determinar la viscosidad de los liquidos. El periodo de oscilacién medido en el
aire es 7, y en el liquido 7,. El momento de inercia respecto al eje de la varilla
que lo soporta es I. La fuerza de rozamiento del liquido que actha sobre un
elemento de la superficie del disco es el producto del coeficiente de viscosidad
s €l &rea del elemento y la velocidad del elemento. Despreciar cualesquiera
fuerzas de rozamiento en el aire y deducir una expresién para el coeficiente de

la viscosidad,

AN

Fig. P-6.50

6.51. Un sistema resorte-masa tiene aplicada una fuerza F; sen of y existe un
coeficiente de amortiguamiento igual a 1/, ¢,. ¢Cudl ser4 la frecuencia aplicada
a la que ocurriri la amplitud méxima? ;Cuil es la amplitud méxima?

6.52. El piso de un edificio vibra con una amplitud de 0.015 cm y con una fre-
cuencia de 10 rad/seg. Se desea aislar un instrumento sensible por medio de
cuatro resortes iguales. La maxima amplitud de vibracién permisible para el
instrumento es 0.0003 cm. Hallar la constante necesaria para cada resorte. El
instrumento pesa 196 kg.
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6.53. El sistema resorte-masa que se muestra est4 en reposo en su posicién
de equilibrio cuando ¢ = 0. En este instante se aplica a la masa una fuerza
F de magnitud constante. Hallar el desplazamiento x como una funcién del
tiempo.

Wittt
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F

Fig. P-6.53

6.54. Un sistema resorte-masa con amortiguamiento igual a Y4 ¢, se somete a
la accién de una fuerza periédica Fo sen t. Determinar:

a) El intervalo de los cocientes de frecuencias, para el que el factor de
amplificacién es menor de 1.0.

b) El intervalo de los cocientes de frecuencias, para el que el factor de
amplificacién excede de 1.5.

6.55. Un sistema resorte-masa no amortiguado est4 sometido a la fuerza F = ¢t
kg. Resolver la ecuacién diferencial de movimiento para x como una funcién
el tiempo. Para las condiciones iniciales tomar x, = %, = 0.

DINAMICA DE LOS SISTEMAS VIBRATORIOS 429

6.56. Una masa m estid montada sobre la base 4 por medio de una varilla elas-
tica. Manteniendo A fija, con una fuerza F se desplaza horizontalmente la masa
una distancia §. Si 4 tiene el movimiento x, = A sen of, hallar la amplitud x
de la vibracién de la masa.

Fig. P-6.56

6.57. Un remolque de una sola rueda viaja sobre un camino desigual cuyo per-
fil se representa en la figura. La superficie del camino. se puede considerar
aproximada a una curva cosenoidal de amplitud § y longitud de 9nda l. El re-
molque tiene una rapidez horizontal constante ». Hallar la amplitud de la vi-
bracién forzada. ;A qué rapidez ocurrira la resonancia si ¢ = 0? Nétese que la
fuerza del resorte y la fuerza de amortiguamiento dependen de la coordenada

relativa (z—y).

v z
—_—
y =.
=
k<
= ¢
y

Fig. P-6.57
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6.58. El remolque del problema 6.57 pesa 350 kg y viaja a una rapidez de 20
km/h. La curva cosenoidal tiene una longitud de onda de 90 cm y una ampli-
tud de 3.75 cm. Una carga de 100 kg har4 que el remolque se asiente 0.6 cm.
Si no se proporciona amortiguamiento, gcual seri la amplitud de la vibracién
del remolque?

6.39. Un bloque deslizante que sostiene un péndulo simple tiene un movimien-
to x; = 4 sen ot. Hallar la amplitud del movimiento absoluto de m para pe-
queifios desplazamientos.

Fig. P-6.59

6.60. Un motor que pesa 320 kg y estd disefiado para operar a 1760 rpm ha
llegado a desbalancearse. Se estima que el desbalanceo del motor es equivalen-
te a un peso de 0.85 kg situado a 2.5 cm del eje de rotacién a la velocidad
normal de operacién. El motor estdi montado sobre un dispositivo el4stico que
tiene una constante de resorte equivalente de 12 ton/cm. Despreciando el amor-
tiguamiento, ¢cuél serd la amplitud de las vibraciones forzadas? Si el amorti-
guamiento que se proporciona es igual a ¢./3, ¢cudl es la amplitud de las
vibraciones forzadas?

6.61. Un soporte para instrumentos de un aeroplano tiene una frecuencia natu-
ral en el sentido vertical de 5 ciclos por segundo. El aeroplano vibra vertical-
mente con una frecuencia de 10 ciclos/seg y una amplitud de 0.05 cm. Hallar
la amplitud de la vibracién absoluta del soporte y la amplitud con respecto al
aeroplano. ¢Cuil es la aceleracién méxima del soporte?

6.62. Una méquina que pesa 500 kg tiene un rotor girando a 7200 rpm con un
desbalanceo de 45 g-cm. La méquina descansa sobre resortes que se comprimen
*/s cm bajo su peso. Los resortes tienen un amortiguamiento igual a 10 por
ciento del critico. Hallar la fuerza que se transmite a la cimentacién a la rapi-
dez de resonancia y a la rapidez de rotacién.
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6.63. El sistema que se muestra estd restringido a pequefios desplazamientos
verticales y angulares. Utilizando las coordenadas x y § que se muestran, escri-
bir las ecuaciones de movimiento. El cuerpo tiene una masa M y un momento
de inercia I, respecto a un eje que pasa por el centro de masa. ¢Cuil es la
relacién paramétrica para la que las ecuaciones en x y § son independientes
entre si?

a T b
o
W %,/
(a)

Fig. P-6.63

6.64. Hallar las frecuencias principales para el sistema que se muestra. La su-
perficie horizontal es lisa.

i ]

Fig. P-6.64

6.65. Para las dos masas que estin montadas sobre una cuerda tensa, escribir
las ecuaciones diferenciales para el movimiento lateral y determinar las frecuen-
cias principales. Considerar que los desplazamientos x, y x, son pequefios y la
tensién 7" en la cuerda es constante.

Fig. P-6.65



432 MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS

6.66. Determinar la energia de entrada por ciclo de la fuerza F, sen ot cuando

» = Vk/m

=t
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Fig. P-6.66

6.67. En el sistema que se muestra, hallar el valor de la frecuencia impulsora ¢
que hard que x, 6 x, lleguen a ser infinitos.
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Fig. P-6.67

apéndice A

Propiedades de los cuerpos
sélidos homogéneos

Se utiliza la siguiente nomenclatura:

p = Masa por unidad de longitud o masa por unidad de
volumen,
M = Masa del sélido que se muestra,
Xe, Ye, Ze = Coordenadas centroidales del cuerpo con respecto a x,
Vs Z.
I, ch, I = Momento de inercia del cuerpo con respecto a los ejes
%c, Ve, Ze» €]€8 que pasan por el centroide y son paralelos a
%9, 2.
Iz, 1y, I; = Momento de inercia del cuerpo con respecto a x, y, z
= Producto de inercia del cuerpo con respecto a los ejes
Xes Yes Ze, €]€S que pasan por el centroide y son paralelos

ax,y,z
Loy, Iyz, Iy = Producto de inercia del cuerpo con respecto a x, y, z

XeYo® chzc’ Izcx
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RESPUESTA A LOS PROBLEMAS

-

3

-
L

Las respuestas dadas en notacién vectorial, cuando en el problema no
se indican ejes de coordenadas, estan referidas a un sistema de ejes en que
x es positiva hacia la derecha, y es positiva hacia arriba y z es positiva
habia afuera de la pagina.

Capitulo 2

5y 2
2.1. F= 2o (cos® kx) sen kx

T R%
g
= —? B
2.3. a)y = xtang a—x TouF cos’ o ax + bx?
__v,°sen 2a _vlsen*a
b)x"" 2g s ¥ = 2g
C) ¥ = U, CO8 @, J = —VoSeN

2.5. 7 = —2.4121— 0.6087 m/seg
2.7. a = 38 cm/seg?, s = 16cm
2.9. §=-—525m, d =725m, @ = —5im/seg®

. vl B L0 N ., 4votl
21, p=-—g [2sen 5 Cos* 5 + sen 2cosf) i+
6 6 6 0.
s o R 5 -
x[sen 2c052cos0 2 sen 2cos2]]
. v . 202
213. 0= ——Zsen"’ 8,0 = —h;—sen*ﬁcoso
2.15. 7= —2507" cm/seg?
2
2.17. T= —2'7—';:; Sméx. = —So %9 Qn(mix.) = %Eg.
1
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2.19.

2.27.

2.23.
2.25.

2.27.

2.29.

2.31.

2.33.
2.35.

2.39.

2.41.

2.43.
2.45.

2.47.

2.49,

2.51.

2.53.

2.57.
2.59.

2.61.
2.63.

2.65.

2.67.
2.69.
2.71.

2.73.

2.75.

MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS

gx
=
g o e g( ax ) Ay = g2 T
[+ (=] [ (-2
& &

¢ 2z
LY
a = —rf?

a) 7 = 2ro[—sen 0 &, -+ cos 6 &),
F = —4ra*[cos 0 &, + sen 0 2]

b)()m-z-»,@mo

F o= E}b(Q cos 20 &, + sen 26 ,),
F= 5(25 cos 20 — 56% sen 20) &, + b(b sen 20 + 407 cos 20) @,

N k

7] = = (@ + 1)
Zm-—4d¢3¢5ﬁea
4 = —205° %
p=12m

a) a = arc tang( ! ) b) w = (4xNQ)/

52 + 200é, m/seg?

—0.647 m /seg

270t + 187.57m/seg

= or(—4 sen 2 of — sen ot ), + or(4 cos 2 of — cos wt) J,,

aB = «’r{—8 cos 2 ot — cos wt) i -+ o*r(—8sen 2 of + sen wt) 7,
74 = —1.887 m/seg?

i; =z wm[mlzfi -+ (a)g — wl)Zbl‘i

1ﬂ:W”“ﬂﬁﬂ=[@nW—mWﬁ_§y+nw]%

= —1327 + 757 + 100k cm/seg?
a) ?,, = —9.5l, — 5.5, m/seg®
b) #p = —7.25%, — 4.75], + 1.25Y3 ky m/seg?
?a = —15.6(% + Jo) m/seg, ¥z = —606(%, + Jo) m/seg?
@, = 0.0747, m/seg?
= 8i, m/seg, fo = 8V37 m/seg, wa0 = 0,
rA = 32V 37, m/seg?
w4p = —1k, rad/seg, Fp = —0.18% —0.585%, m/seg?
7‘1, = 3.67, + 10.87, m/seg?®
Fo = 4.327, m/seg?

- nmy_ §G

I !i I

i es*l-t:l a8

%

agp ==

wse = 70k, rad/seg
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2.77. Up = Up = 2.82%, m/seg, Up = —2.827, m/seg
- - - _ 0;257’2 = 2
2.79. 4 == rzmrlzm/seg, dy = (rzmrl)z;m/seg
2.81. =447
283. 7= %3
2.85.  wop =2k rad/seg, wso = 1.875k rad/seg®
2.87. v =~64m/seg
2.89. WRY = wgp == 5. 65k rad/seg
291. = 2.5k rad/seg?
2.93. @y = —37.57, m/seg®
2.95. 7p = 181, m/seg, ¥p = —367, m/seg?
297.  wap = 3k, rad/seg, ¥g = —17.4%, — 43.2j, m/seg?
Capitulo 3
3.1. @ = 4.957 m/seg®
3.3. 6 = arc tangg
35. T =28.12%kg
37. ¥ = 3.261.m/seg?
3.9. 6 =53.1°, T = 3.75 kg
Wv? Wuv*\? . |2
RPN 7
2
313. T =4
g
L gsen o .
3.15. @n= Mt msenta M cosaiy— (M + m) sen a )
3.17. 0 = 504°
3.19. 7= csen(—fi-)',?= mac? [l—cos(Ft )]i
meC F Mol
3.21., R =114m
Mg /2
3.23. m"[m(L——b)]
3.25. o = 4.72rad/seg
3.27. o = 1.45]rad/seg
3.99. _d=_~sena+ucosa .
COS @ — 1 SEN @
- 2 .
331, h=fif=—:g
_4(n—4) .
3.33. Fw == m
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3.35.
3.37.

3.39.

3.41.

3.43.

3.45,

347.

3.49,
3.51,
3.53.
3.55.
3.57.
3.59.
3.61.

3.63.

3.65.
3.67.

- 3.69.

3.71.
3.73.
3.75.
3.77.
3.79.
3.81.
3.83.
3.85.

3.87.

3.89,
3.91.
3.93.
3.95.

MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS

Pr= 1830 kg
| 2gRR | T h+ R
“lh+R| T R' 2g

l:(hR)”2 + (A + R) arctang \/%;]

()]
-2, [1 .\ fvo]

Q = m[-— 200 tang § — 4a0?], P = 2maw sec §
(fuerza de OB sobre el pasador)

Fy=—m® r:ﬂexp["'—q“:—i (‘9"‘"90)]

rs:’

me \? me  \?
Mﬁ 0 = E Uy

a cosh (wt sen a)+ —% cot « cosec afl — cosh (ot sen )]
Lo}

<

<
]

S SR

34m/se
14—3m ;b) no= 0.75, v—-133m/seg
22m v=—2 24 m/seg, husz, = 4.05m

_w el
[+ a2 7= |9

= 24 cm
a) F, = 10kg, b) F, = 24 kg
9.9 m/seg, P = 0
36 cm

57 m

l! VII oo
W o

;~2«:~
I

Bwwonun

i
®
aB‘
~~
&
o

—1.961 m /seg?, Tz, = 6.081m
12.6 m
0.333

N NI DR QI

g
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397. At =64kgm
= mMyUy -+ Mals - MmOy -+ Moy’
3.99. a,)zr;---—-———--——*———ml_}_m2 s >v“wm1+mz
3.101. 3/ = —9% + 107 m/seg, T’ = Jim/seg
3.103. AT = 108 200 kg-m
% COS @ (ﬂ —_— )
3105, w=—-—L /5., sena J,
14+
M
m
I+ 37
B = angtan| tanga po
H — €
3.107. 7 = 527+ 1.257m/seg, AT = 12kg-m
3.109. At = 0.81seg
3.111. k= 117kg/m
3.113. 74 = 2.681m/seg, ¥'p = 5im/seg
3.115. d=18m
Capitulo 4
1
4.1. =58 gt (sen B — p cos B)
s 2 = 1Ty
4.3. i = [ml 7 mz]
45. n:% Grj+R
4.9. a) 7. =1(0.7i + 0.57 + 0.9%)
b) —fc = 0 _
c) 7o = r(0.7117 + 0.7117 + 0.625k)
4.11. a) 7. = 1.57m
b) #o = % ”
c) T = 23.5mv?
d) p = muvi
4.13. a) 7, = 4.831 — 0.507 m/seg
3 1
b)y=—355X—%
c) T =83m
_d) p =m(29—37)
4.15. F =3731kg
4.17 u = 61 m/seg, P = 3000 HP
4.19 a) Fp = pAd(v—u)?(1 —cosa),
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4.21.

4.25.
4.27.

4.29.

4.31.

4.33.
4.35.

4.37.

4.39.

MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS

Fy=-—pA(v—u)?sena

b) u = g
1M
pAv(l —cosa)t

SeN @ — Uy In [1 + T—f-]

g'ms,

k mp
e o2k AE = — L. ,\/'5?
vm\/sgx,AEm_—G,uj,zx «E

A (=0
(2) Hy = rmuk
(3) Hy = rmuk
4) T = mv?

0 ()p=0

(2) Hy = 2"'?—gfrm.v;‘c'

U =

(2) Hy = —rmuok
(3) Hy = —2rmuk
(4) T = mv®

Y
o

m DTC'

(3) Hy =

T

4) T = zmv?

N

a) p=m\gli

, . 1 -
a) ¥e = 3 Vol +§vc,cot6’;

b) T = mu,? (1 + -é—cm2 0)

b) (1) p = mui— muj

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS

c) p = mu,(2i + cot47)
mugl

d) H, = WSsenG{Z + cos 01k
= 1 - 1
441. H,= 3 mol?k, T = 3 me?l?
4.43. M, = éMlz{bé cos 6
T gl (l—senal. .
445. 7.=—(1—sena) 4[(——m2 T cos«) 7+ ]],
_ (1 —sena)?
#=12F cose) (7 + sena)
Capitulo 5
51, I=32Ma
<
19, .,
53. I= 40MR
M
5.5. gy = %ac
5.7. I.z-y = 21"1%‘?
5-9- Izg == 0.074 kg‘m"segz
513, a)l = %Maz, 1, =-g Ma?, Iy =0
b) Iy = YsMP, Iy = |sMP, Ipy = —[MI*
¢) I = 0.1327Ma?, I, = 0.2833Ma?, I,y = 0.10Ma?
5.17. I, = 0.206 kg-m-seg®
519. = (¢/V3)im/seg?, Ru= W( it 7) kg
521. %= gcotai, Pni = 120kg, Py, = 45kg
523. k=2kg/m _ _
5925, % =-—1im/seg? A = 88jkg, B = 108jkg
rW(1+§) rW(l-—-g)
S N 7 AP —— 2
5.27. a) P= 57 csc?a b) P = 57 csc
52%9. 4 = arctang [f sec e + tang a]
Q w (1 + _‘},) sen a
531. P=" cota + A £
g cOsa— p sen «

443
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5.33.

5.35.
5.37.
5.39.

5.41.

5.43.
5.45.

5.47.

5.49,

5.51.
5.53.

5.57.

5.59.
5.61.
5.63.
5.65.

5.67.

5.69.

5.71.
5.73.

5.75.

5.77.
5.79.

MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS

a) Ty = Mg[2 sene + 57 com] Ty =

1
Mg[é senamé%cosa]

b) T1 =z T2 s
P = nMg(l + sena+ pcosa) + YoMao cosa(l + u?)

w*(l 4+ cose + sena) + (1 + u?) cosa
0 = —-«1451 + 49.57kg

- 4Pl ‘/’

= 2M (R* —1[gj7)

300

t o=
C T Apg
¢ = —57 4 43. 8j kg, ap = 3.17m/seg?
| Mg | = Mgl

_ bug—ITr - bug
b= d)[ 6a jl »e=T

Mlw? M2 Mi2,?
4] ===, V] =7 [M| = ,f

4 = YMawi, B = — *;Mawi

_ Wrescla al, Qtana 2al
PMM—‘W“—QZ [1+g]+~——2~———[1+§§tanga]
— angcos s, o = | 108 [
N ECOSTys 0= 17a
A4 =197 + (12.5—155.20)k ke
B = (1552 + 62.5)k ke
X == 7/5“ )
V2
FeW|——r
WLw~w+m4
g 2P .
= 13M

13a2 12z2 [Va*—Fi—p]

;, = —5.45% rad/seg?, B = 107 + 8.067kg, P = 30V 3 ke
|4] = |B| = 750 Kg

2 L
E:Mbcosa(g-}- —V;)k

w = 20% rad /seg?
= - . a. - 3a-
F=e; 1y ¢ =28
) 4g1 )70 4, C)w 2lk
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= 15g4 103
581. o= »5——— rad/seg?, N = 448W7

= —3gl sen o T
583. o= 6la — 2I* tang o — 6a* csc? a cot o

! o o . Wal
585. Mysea 3 del extremo inferior de la chimenea, Mpsx = -57—5
5.87. 7= —3.147m/seg?
5.89. nariz hacia la derecha
5.91. = —0.4k rad/seg
5.93. 330kg
595. R = kajlv . El tren dari vuelta al este.
g
5.97. Tensién en la barra = 550 Kg
599. M, =":Md*oy,, My =M, =0
5.101. o = —[":.ghl/5, T = 2 Wj
d2
5108, AR = MMV (28—12) ]
TN - 2 (TMy + 4M,)*?

5.105. o = 6.65k rad/seg
5.107. T = 182kg-m

- 2Wgh Vi o
5.109. o = M[W,,(rz TR + WE T rz)] k
5111, v = 0.795V g!
5.113. wp = —3.37k rad/seg
5.115. 0.131m

/2 10 -
5.117. a)vz[log (bma)(l——cosé)],E:7g(1—cosﬁ)]
b) v = [2g(b—a) (1 —cos 0) ]/, @ = 2g(1 —cos 0)]
5.119. v = [*¥/;.gr(1 —cos )"
5121. 7 = 0544V gai
5.123. 7 = —34.57m/seg
5.125. ¢t = 6.1seg
5127. 5=0
5129, 1o | (Vs +3Wat 2W,)s ]‘/a
CETT VT (W 4+ Wa+ Wa)gsena

5.131. a) 15krpm.; b) 90%
5.133. o = 2.76krad/seg
5.134,

12v 253gh — 360% 23gh
a)o=— 535 k (b) = 138gh — 7907 © <i: 12 ]

445
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Capitulo 6 ' 6.43. 5
6.1, f=5cps ) ; 6.47. 4 = 2.44
6.3. f=171cps 4z
{ b % ij i, & = iﬂ m
6.5. Tzzﬂ\/;, !=0247m 6.49. x=e—In" | Ko+ | &+ 5o Ko Jb |y Fmir = —4/ T
W2 + Wl k 2 F,
oo = T T 6.51. = — , R = 7=
6.7 7= 2n [Q(W1l1 — Wzl.z)] @ 2m V3 k
a T F( k )
9. Y e 53. = —{ 1 —cos 4 —¢
69.  f=gya 6.53. x=7 —~
6.11.  Desp. méx. = 8cm; r = 0.4 seg 6.55. x=-° [wnt — sen oyt]
613. r=2n ml " y
: : - bz(kl + kg) + mgl ) 2 1/."
6.15, t = 7 seg & [( ;m) -+ kz:i I k
6.17. 1 = 1.278se =
g 637, R=rr wuz) N (chv) ]/ T2
6.19, T=2,,,/._._m_.._. —m— ;
2k — mwz A
pet® L1 659. R =
6.21. k,,-.:[;}—;; p I_g:_;g
1/2
623, f=_- |kt 6.61.  0.117 cm, 0.067 cm, 2.65 m/seg?
27 oM
1 6.63. dk1 = bkz
6.25 y _1 2k sen « /3
o " 22) sen e+ cos a cot a 6.65. / f
m
6.27. =1Ym
* Tt 6.67. /- ¥ AR
7W m m
6.29, T = 2n- ?TOE

6.31. I, =254 kg-m~seg
2 1f 72

6.33. T = 27r r 4 / l
}Jﬁ“z

635, =2+ V/;%'
T, + My2 s
| kR?

/ hi*
6.39. T = 27r 1—2‘;;2‘

171 3% 3¢ \2T]e

637. 1 =2n
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Aceleracién: de Coriolis, 72
componentes normales y tangenciales,
60, 63
definicibén, 35
de la gravedad, 141
de un centro instantineo, 102, 103
en coordenadas cilindricas, 53
normal, 72
relativa, 71-72, 91, 92
tangencial, 72
Amortiguamiento: Coulomb, 386
critico, 387, 388, 395
s6lido, 386
turbulento, 386
viscoso, 385
coeficiente, 152, 387
Amplitud de vibracién, 380
de oscilaciones forzadas, 393
de vibraciones libres no amortigua-
das, 381
Arquimedes, 15

Bernoulli, Daniel, 16
Bernoulli, James, 14, 15
Bernoulli, John, 14, 15
axioma de, 14
Brahe, Tycho, 13

Campo Magnético, fuerza, 155
Cantidad de Movimiento lineal, 140,
185, 242, 243
conservacién, 143, 189, 190, 243
definicién, 140, 185
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INDICE

Cantidad de Movimiento angular, 250
conservacién, 144, 189, 191
Centroide, definicién, 433
Centro de masa: definicién, 242
movimiento, 241
Centro de percusién, 346
Centro instantineo de rotacién, 93, 94
Cinemaética, 30
de un cuerpo rigido, 45, 46
Cinética, 139
Clairaut, 17
Coeficiente: de restitucion, 197
de amortiguamiento viscoso, 152, 386,
387
Conservacién de la energfa, 179, 322
del momento lineal, 144, 189, 190,
191
del momento de la cantidad de movi-
miento, 252
pérdida durante el choque, 198
Coordenadas: absolutas, 31
cartesianas, 31
cilindricas, 31
esféricas, 31
normales y tangenciales, 60
Copérnico, 11
Coriolis, 18
Cuerpo rigido, dindmica de, 238, 279
conservacién de energia, 322
ecuaciones de Euler, para, 314
ecuaciones de movimiento, 283, 313
eje fijo de rotacién, 301
energia cinética, 327
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grados de libertad, 279
impulso y cantidad de movimiento,
280
momento de la cantidad de movi-
miento, 280
movimiento plano, 294
trabajo y energia, 320, 321
traslacién, 290
Curva catenaria, 23
Curva de torsién, 66
momento de inercia, 286
productos de inercia, 286
Choque: directo, 196
elastico, 197, 198
oblicuo, 199
pérdida de energia, 198
plastico, 198

D’Alembert, 14, 17
principio de, 22
Da Vinci, Leonardo, 15
Descartes, 15
Desplazamiento Angular, 47, 250
adicién, 47
definicién, 33, 34
virtual, 14

Einstein, 15, 19
Eje: de rotacién, 45, 46
fijo de rotacién de un cuerpo rigido,
301
instantaneo de rotacién, 92, 93
Ejes principales, teorema de, 288, 290
Energia cinética, 169
de un cuerpo rigido, ‘324, 325
de un sistema de particulas, 258, 324
Energia potencial, 178
Escalares, 36
Espacio fase, 27
Euler, 17
4ngulos de, 315
ecuaciones para el movimiento del
cuerpo rigido, 314
ecuaciones para el movimiento del
giréscopo, 307

Fluxiones, 14

Fuerzas: sistema conservativo de, 176
de inercia, 22
de los campos eléctrico y magnético,

155

dependientes de la velocidad, 152
efectivas, 21, 22
impresas, 21, 22
perdidas, 21, 22

Galileo, 11, 15, 139
Gauss, 18
Girdscopo, ecuaciones de movimiento,
305, 306
momento de la cantidad de movimen-
to, 303
Gravedad, ley universal, 13

Halley, Edmund, 15
Hamilton, 14, 18, 27
principic de, 24

Herz, 19
Huyghens, 15

Impulso y cantidad de movimiento: de
una particula, 184
de un cuerpo rigido, 330
de un sistema de particulas, 242, 243
Impulso, definicién, 184
Inercia, 140
ley de, 139

Jacobi, 14, 18
Jerk. definicién, 36, 37

Kepler, 12, 15
leyes de, 13
Kilogramo internacional, 141

Lagrange, 14, 17
ecuaciones del movimiento de, 25
formulacién de, 23
funcién de, 24, 25

Laplace, 17

Mach, 19
Masa, definicién, 140, 141
patrén de, 141
unidades de, 141
Maupertius, 16
Mécanique analytique, 23
Mohr, circulo de, 303, 304
Momento angular, 250
conservacién de, 251
lineal, 140, 185
estitico, 188
Momentos de inercia, 282
con respecto a cualquier recta, 338
calculo de, 283, 284
principales, 288
traslado de ejes, 286
Momento de la cantidad de movimien-
to, 250
conservacién de, 251
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de un cuerpo rigido, 280, 281
razén de variacién de, 251
tensor de, 282
Movimiento: absoluto, 31, 32
aperibdico, 388
arménico simple, 382
curvilineo, 46
de un cuerpo rigido, 283, 313
de un sistema de masa variable, 246
del giréscopo, 304
leyes de, 13, 140
plano, 94
de un cuerpo rigido, 294
rectilineo, 46
relativo, 69, 71, 91
Movimiento relativo: aceleracién, 71,
72, 91
cinemética de, 71
velocidad, 71, 92
Movimiento, ecuacién de,
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Newton, 11, 12, 16, 139
leyes del movimiento, 16, 140
segunda ley, 140, 141, 142
sistema de referencia, 140
Nodos, linea de, 315

Pascal, 15

Péndulo doble, 23, 26

Plano osculador, 61

Picard, 12

Poincaré, 19

Poisson, 18

Potencia, 170

Principia, 13, 14

Productos de inercia, 282
con respecto a dos ejes cualesquiera

mutuamente perpendiculares, 339

calculo, 283, 284

traslaciones entre ejes, 286
Pulso, 36, 37

Radio: de curvatura, 63, 64, 65
de giro, 284

Rapidez: definicién, 35, 36

Restitucidn, coeficiente de, 197

Segunda aceleracién, 36, 37
Sistema de particulas, 237, 238
conservacién de la cantidad de movi-
miento lineal, 243
impulso y cantidad de movimiento li-
neal, 243
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Sistema de particulas: energia cinética,

258, 324, 325

cantidad de movimiento lineal de un,
242, 243

centro de masa de un, 241, 242

momento de la cantidad de movi-
miento de un, 256, 257

movimiento del centro de masa de
un, 241, 242

Trabajo: definicién, 169
funcién de, 176
virtual, 14
Trabajo y energia: ecuacién del, 169
para sistemas vibratorios, 383
para un cuerpo rigido, 320
Traslacibén: definicién, 46
rectilinea y curvilinea, 46

Variaciones, calculo de, 23, 24
Vector unitario, 32, 33
derivada respecto al tiempo del, 50
Vector unitario binormal, 62
componentes del, 32
magnitud del, 34, 35
normal principal, 62
factor medio, 281
de posicién, 33
representacién del, 32
Velocidad: angular, 49, 50
definicién, 34
en coordenadas cilindricas, 53
en coordenadas esféricas, 53, 55
limite, 153, 154
relativa, 72, 91, 92
Vibracién, 377
aislamiento de, 399
amortiguada, 372
amortiguador de, 410
amplitud de, 380, 381
frecuencia natural de, 381
instrumento de medida de, 402
libre, 377
periodo de, 381
solucién de trabajo y energia de, 383
transmisibilidad de, 399, 400
Vibraciones: forzadas, 377, 391
amplitud de, 393
4ngulo de fase de, 393, 395, 397
de dos grados de libertad, 408
ecuacién de movimiento de, 392
factor de amplificacién de, 396
no amortiguadas, 398
resonancia de, 399
solucién general de, 392
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solucién particular de, 392
solucién transitoria de, 392
Vibracién: libre amortiguada, solucién

completa, 387 -

amortiguamiento critico de la, 388

amortiguamiento ligero de, 388

decremento logaritmico de la, 390,
391

ecuacién diferencial de la, 386, 387

frecuencia de, 390

pérdida de energia por ciclo de, 391,
392 ‘

periodo de, 390

sistema con un solo grado de libertad
de, 385

sobre amortiguada, 388

Vibracién libre, no amortiguada, am-

plitud de, 381

de torsién, 382

ecuacion diferencial de, 379

frecuencia de, 381

periodo de, 381

sistema con un solo grado de libertad
de, 408

solucién completa de, 379, 380

Vibracién no amortiguada: de n grados

de libertad, 408
frecuencias principales de, 406

sistema de dos grados de libertad de,
404

Viscosidad, definicién, 154

Yugo escocés, 43

ESTA OBRA SE TERMINO DE IMPRIMIR EL DIA 30

DE ABRIL DE 1971, EN LOS TALLERES DE OFFSET

REBOSAN, S. A. GABRIEL MANCERA 261, MEXICO
12, D. F.

LA EDICION CONSTA DE 2,000 EJEMPLARES MAS
SOBRANTES PARA REPOSICION.
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