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“Los seres humanos tenemos
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una gran facilidad para
olvidar, aquellas que se
consideran sencillas”




2/

J M UC

/ 7

SJitl

Sistemas
Numericos

"Hacia un nuevo estilo de ensenar y aprender"

MSe.
MSc.
MSc.
MSc.

Quito - Ecuador

Paco Bastidas Romo

Edwin Lozano

Milton Coronel Sanchez
Carlos Montenegro Balseca



PORTADA:

Fondo: Verde naturaleza.

4= “NOmero de Oro", nimero dorado o proporcion
aurea, es irracional, fue descubierto no como
“unidad” sino como proporcién. Se encuentra en
“todas partes": Naturaleza, cuerpo humano,
arquitectura, geometria, aritmética. PirAmide de
Keops, tumba de Tutankamon, Parienén, entre
otros.

= =1,618033988749 ..

AUTORES:

MSc. Paco Bastidas Romo

MSc. Edwin Lozano

MSc. Milton Coronel Sanchez
MSc. Carlos Montenegro Balseca

DOCENTES DE LA UNIVERSIDAD CENTRAL DEL ECUADOR
CARRERA DE PEDAGOGIA DE LAS CIENCIAS EXPERIMENTALES
MATEMATICA Y FISICA

DERECHOS RESERVADOS.

No esta permitida la reproduccion total o parcial
de este libro por ningdn medio: electrénico,
mecanico u otros métodos; sin la autorizacion
previa y por escrito de los autores.

INSTITUTO ECUATORIANO DE PROPIEDAD
INTELECTUAL. DIRECCION NACIONAL DE
DERECHOS DE AUTOR Y CONEXOS
CERTIFICADO: N° 052478

ISBN: 978-9942-8675-2-0

REVISION DE PARES:
MSc. Orlando Ayala

MSc. Jaime Rivadeneira
DOCENTES UNIVERSIDAD TECNICA DEL NORTE

EDITORIAL: EDICIONES ECUAFUTURO

Francisco Fuentes No OE4 - 146 y Juan Palacios
TELF: (02) 3021 294 / 2621 593

Quito - Ecuador



INTRODUCCION

Seria grato, para los autores, compilar un texto definitivo sobre "Sistemas Numéricos"”, que se
convirtiera en el "manual completo”, pero aquello no es posible. La gestién centrada en la ensefianza de
esta tematica es sumamente ampliay por lo mismo, se requiere de muchos afios de experimentacion.

Sin embargo, es hora, de "poner orden en los datos de nuestra experiencia didactica” mediante una
compilaciéon de ideas, reflexiones, notas y actividades; para efectos de seguir un camino de aprendizaje
y desarrollo individual e institucional.

En Matematica, un sistema numérico es un conjunto provisto de dos operaciones binarias (adiciéon y
multiplicacién), que verifica ciertos axiomas (clausurativo, conmutativo, asociativo, modulativo, jnvertivo
y distributivo de la multiplicacién respecto de la adicién), segun el caso. Se caracterizan por ser
extensiones de los nimeros naturales, y ademés por tener una estructura algebraica (anillo, campo, entre
otras), satisfacer propiedades de orden (total, parcial, estricto), topolégicas y analiticas (densidad,
completitud).

‘'Sistemas Numéricos”, no se presenta para que usted la aprenda “de memoria"”, ni para que la adopte
precipitadamente, sino para que encuentre un modo preciso de utilizarlo, mediante practicas reflexivas
(vision personal) e interactivas (vision grupal), en el estudio de la Matematica (Teoria de Conjuntos,
Relaciones, Funciones, etc.)

Por fines estrictamente didacticos, se ha dividido el estudio de "Sistemas Numeéricos” en siete capitulos:
NUumeros Naturales (parte 1), Nameros Naturales (parte 2), Enteros, Racionales, Irracionales, Reales,
Teoremas de los nimeros Realesy Complejos. En cada uno de ellos se especifican las definiciones basicas,
teoremas (de ser necesario), ejemplos, ejercicios resueltos y ejercicios propuestos.

Los objetivos generales del presente estudio son: Propiciar el uso correcto de los axiomas y teoremas, y
resolver ecuaciones e inecuaciones basicas, mediante proposiciones - razones. La matematica, construida
sobre dichos conceptos basicos, ser& no solo mas comprensible, sino también mas interesante y
"amigable".

Las amables sugerencias, de numerosos maestros y maestras, han permitido mejorar los primeros
apuntes, no solo en la exposicion de los principales contenidos de “Sistemas Numéricos" y sus ejercicios
propuestos, sino, fundamentalmente en su enfoque didactico. Dejamos constancia de nuestro infinito
agradecimiento por todos sus comentarios.

Lo dltimo, pero no por ello lo menos importante, nuestra gratitud y reconocimiento a los estudiantes de
la Carrera de Pedagogia de las Ciencias Experimentales, Matematica y Fisica; de la Facultad de Filosofia,
Letras y Ciencias de la Educacion, de la Universidad Central del Ecuador; quienes contribuyeron para que
esta edicidn sea una “realidad"”, la misma que lleva el sello de sus sugerencias tanto en su fondo como en
su forma.

MSc. Paco Bastidas Romo A Otros.

Quito, 26 de septiembre del 2016.
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CAPITULO 1

NUMEROS NATURALES (n)
11. INTRODUCCION

El conjunto de los numeros: 0O, 1, 2, 3, usados para contar los elementos de un conjunto, se llama
conjunto de los numeros naturales. Se representa con la letra NoN, mayudscula (negritas). Este conjunto
se puede determinar de varias maneras, las mas importantes son: diagrama de Venn - Euler, forma
geométrica, extensién y comprension:

4— o fee-lies 1 g = 4 - -4 e 20N 4 WS LN
0 1 2 3 4 5 6 7 8 @

c. Extension N ={0,1.2,3,...}

d. Comprension N ={x / x es numero natural)

Observacion: Los nimeros naturales son los primeros que surgen en las distintas civilizaciones, ya que
las tareas de contar y de ordenar son las mas elementales en el tratamiento de las cantidades.

1.1.1. SISTEMA DE NUMERACION DECIMAL.

Se llama sistema de numeracién al conjunto de simbolos (nimeros o letras) y reglas que permiten
representar todos los numeros. Segun los simbolos y reglas elegidos, se obtienen distintos sistemas de
numeracioén, por ejemplo: decimal, romano, binario, entre otros.

El sistema que tiene mayor uso es el sistema de numeracion decimal, llamado asi porque usa diez simbolos:
0,1, 2, 3,4,5, 6,7, 8, 9; cada uno de los cuales se llama cifra. Los nimeros que tienen una sola cifra se
llaman digitos y los de méas de una cifra polidigitos.

En este sistema de numeracioén decimal, el conjunto de diez unidades (u) se llama decena (d), el conjunto
de 10 decenas se llama centena (c); el de 10 centenas se llama unidad de mil, y asi sucesivamente. Por
ejemplo: El 24 tiene: 2 decenas y 4 unidades, es decir:

24 =20 +4 =2x10 +4x1

Msc. Paco Bastidas Romo A Otros 1 Numeros Naturales



1 Exprese los siguientes nimeros como la suma de las unidades, decenas, centenas, unidades de mil,

decenas de mil, segun corresponda:

112 2. 27 3.53
4. 135 5. 431 6. 230
7.1420 8. 2 300 9.4 671
10. 10 428 11 12 467 12. 15 432

1.1.2. AXIOMAS DE LOS NUMEROS NATURALES

Se llama axioma a la proposiciéon que se supone verdadera. Los axiomas de los nUmeros N son:
DE LA IGUALDAD (®

DE LA ADICION (4)

AXIOMAS DE LA MULTIPLICACION (X)

DISTRIBUTTVO-RECOLECTTVO

DE ORDEN (<, )

1.2. IGUALDAD DE NUMEROS NATURALES

Se denomina igualdad a dos expresiones separadas por el signo igual (=), las mismas que tienen el mismo
valor numérico. Por ejemplo: 6 =4 ¢ 2. En una igualdad, la expresion que se antepone al signo igual (=) se
llama primer miembro; la expresion que sigue al signo =se llama segundo miembro, por ejemplo:

6=4 +2

1.2.1 AXIOMAS DE LA IGUALDAD:

A continuacién, se indican: la definicién, un ejemplo y la forma simbdlica de cada una de los axiomas de la
igualdad: La expresidon, U =N, se lee: “El universo es el conjunto de los nimeros naturales”. De igual
forma; Va,Vb, Ve, se lee “Para todo a, para todo b, para todo c", respect vamente.

Mse. Paco Bastidas Romo & Otros 2 NUumeros Naturales



NOMBRE

1. DICOTOMIA

2. REFLEXIVO

3. SIMETRICO

4. TRA IT1V
a k
5. ADITIVO

a+c=b +c

6. MULTIPLICATIVO

1.3.

1.3.1. DEFINICION

DEFINICION

Entre dos numeros
naturales cualesquiera
se cumple una y solo
una de las siguientes
relaciones: son iguales

o son diferentes.

Todo numero natural
es igual a si mismo.

Si un primer numero
natural cualquiera es

igual a un segundo,
equivale a decir que el
segundo es igual al

primero.

Si un primer ndamero

natural es igual a un
segundo y este igual a
un tercero, implica que
el primero es igual al

tercero.

Si a cada miembro de
una igualdad se suma un
mismo numero natural
cualquiera, la igualdad
se conserva (subsiste,
permanece).

Si a cada miembro de
una igualdad se
multiplica por un mismo

(N)

cualquiera, la igualdad

numero natural

se conserva (subsiste,
permanece).

SUMA DE LOS NUMEROS NATURALES

EJEMPLO

4y 3 son diferentes
4*3

2 y 2 son iguales
2=2

Si el nimero natural es
el 3, entonces 3 =3.

Si es 9 entonces 9=9

2ZeN y 4 £N:

22=4 *> 4 =22

4=22a 22=8/2 -> 4=8/2

Si a la igualdad 3+5 =8
se suma el niumero 4, se
tiene:

(3+5)+4 =8+4.
La igualdad se conserva
(12 =12).

Si la igualdad 4+2 =6 se
multiplica por el numero
3, se tiene:

(4+2) x3 =6x3.
La igualdad se conserva
(18 =18).

F. SIMBOLICA

U =N. Va.Vb:
a=by a*b
U =N. Va:
a=a

U =N. Va. Vb:

a=b <>b =a

U =N. Va. Vb, Ve:

a=bA b =c=>a =c

U =N. Va, Vb, Ve:

a =b a c=c =a+c =b+c

U =N. Va, Vb, Ve:

a=b a c-c =a.c =b.c

Se llama suma (adicién) de dos nimeros naturales ay b al nimero c. El ndmero c indica el nimero de
elementos del conjunto formado por los a elementos del primer conjunto y los b elementos del segundo

conjunto. Esta operacion se representa simbdlicamente por: a + b =c.

Msc. Paco Bastidas Romo & Otros 3 NUmeros Naturales



Por ejemplo, cuatro manzanas y cinco manzanas se pueden sumar, poniéndolas juntas y contandolas a
continuacién, de una en una hasta llegara 9: 4 +5 = 9.

Observacion: El 4 y el 5 se llaman sumandos, y el 9 adiciéon o suma total de los dos primeros.
Generalmente, es conveniente representar la suma de nimeros naturales mediante los movimientos de un

punto sobre la semirrecta numérica, utilizando flechas. Reconoceremos dos puntos en las flechas: el
origen y el extremo, de la siguiente manera:

>
origen extremo

(punto inicial) (punto f inal)

En la siguiente figura se representa la suma 2 +4 =6:
1 Graficamos el origen de la flecha 2 en el 0 y su punto final en el 2,
2. Luego el origen de la flecha 4 en el 2y su extremo en el punto 6,
3. La suma se representa por la flecha 6, cuyo origen se encuentra en el O y el punto final en el 6.

Para sumar nimeros con mas de una cifra se toma en cuenta los valores relativos de sus cifras. Por
ejemplo: 14 +27 =41
decenas Unidad

d u

4 +7 =11
11 =1(10)+1
14 /
Escribo la unidad y sumo 1en la columna
2. 77 d (decenas).

1 Grafique, en larecta numérica, el movimiento de un punto que fuese de:
1 Oa3 2.2a4 3. 0a4 4. 3a6
5. l1lab 6.2ab5b 7. 1a4 8. 4 a 63

2. Hallar el resultado de las siguientes sumas utilizando la representacién geométrica:

1 3 +2= 2. 3 +4= 3.4 +3= 4.5 +2 =
5. 6 +4= 6. 4 +5= 7.6 +7= 8.0 +5 =
3. Hallar el resultado de las siguientes sumas utilizando el valor relativo de sus cifras:
1 23 +52 = 2. 63 +79= 3.94 +89 = 4.125 +232 =
5.136 +84 = 6. 64 +235= 7.1234 +456= 8.238 +1235 =

Msc. Paco Bastidas Romo & Otros 4 NUumeros Naturales



1.3.2. AXIOMAS DE LA ADICION

AXIOMAS

DE LA

ADICION

A continuacion se indican: la definicion,

CLAUSURATIVO

+ CONMUTATIVO

* ASOCIATIVO

* MODULATIVO

un ejemplo y la forma simbdlica de cada uno de los axiomas:

En los siguientes axiomas, U =N, se lee: "El universo es el conjunto de los nimeros naturales”. Va,Vb, Ve,
se lee "Para todo a, para todo b, para todo c". Del mismo modo, Se, se lee "Existe un Unico elemento y
solo uno n,y se puede representar por: 3lc, con el mismo significado.

NOMBRE

I.CLAUSURATIVO

2. CONMUTATIVO

3. ASOCIATIVO

4. MODULATIVO

El cero (0), se
elemento

llama
idéntico,
neutro o moédulo de la
adicion.

DEFINICION

La suma de dos nUumeros
naturales cualesquiera
es un ndmero natural

dnico.
El orden de los sumandos
no altera la suma total.

Los sumandos naturales
se pueden agrupar o
asociar de cualquier
modo, sin que altere la

suma total.

Existe uno y solo un
nimero natural, 0, tal
que sumado con cualquier
numero, el resultado es

siempre ese mismo

ndmero natural.

EJEMPLO

2y 4 eN a 2+4=6

6 g N

5+4= 4+5
9 =9

(2+3)+5 =2+(3+5)
5+5=2+8
10= 10

9+0 =0+9 =9

3+0=0+3=3

1.3.3. APLICACIONES (RESOLUCION DE ECUACIONES BASICAS)

F. SIMBOLICA

U =N. Va, Vb, Se (3lc):

a+b=c=cgN

U =N. Va, Vb:

a+b =b+a

U =N. Va, Vb, Ve:

(a +b) +c -a +(b +c)

U =N. Va, So(3!0):

O+a=a+0=a

Se llama ecuacion a la relacion de igualdad que se cumple sélo para determinados valores de las variables.
Las variables o incognitas se indican mediante las ultimas letras del alfabeto: x, y, z, entre otras. Por
ejemplo: La ecuaciéon x +3 =10, contiene una variable; x +y =6 contiene dos incégnitas.

La expresion del lado izquierdo del signo igual se llama primer miembro y la del lado derecho segundo
miembro. Se llama término a cada una de las expresiones, separadas por el sigo V' 0 g u e se encuentran

en cada miembro. En la ecuacion x +3 =10, la letra "x" y el “3" son términos del primer miembro, y el *10"

del segundo miembro.
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Resolver una ecuacién es determinar los valores de las incognitas que hacen cierta (verdadera) lo igualdad.

Estos valores se llaman soluciones o raices de la ecuacion.

El proceso para resolver una ecuacién consiste en: partir de la ecuacién dada y, luego aplicar definiciones
axiomas, y/o0 teoremas, hasta obtener el valor de la incégnita. Pueden utilizarse dos columnas llamadas:
proposiciones y razones.

1 En la columna proposiciones, se escriben los pasos utilizados para despejar la incognita. Despejar
significa separar la incégnita, de las otras cantidades, en el primer miembro de la ecuacion.

2. En la columna razones, se escribe la razén (justificacion) para cada uno de los pasos realizados en la
parte izquierda. Las razones pueden ser: definiciones, axiomas, teoremas, entre otras.

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién: x +0 =7

Proposiciones Razones
1 x+0=7 Dato
2. x =7 Axioma modulativo (+)

La soluciéon o raiz de una ecuacion se representa mediante un punto en la semirrecta numérica, por

ejemplo:
H 1 1 L h-—4-— — % 4 1
0 1y 4 3 4 5 6 7 8 9
Ejemplo 2. Resolver la ecuacion: 4 +2 = x
Proposiciones Razones
1 4+2=x Dato
2, X=4+2 Axioma simétrico (&
3. X =6 Axioma clausurativo (+)
1 1 1*
i t a1 1 i: . 7 i i *
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ejemplo 3. Resolver la ecuacién: x =4 +2 ¢ 5

Proposiciones Razones
1 x=4 +2+5 Dato
2. x=(4+2)+5 Axioma Asociativo (+)
3. XxX=6+5 Axioma clausurativo (+)
4. x= 11 Def. (9
(/A 1 1 - — = — * 1 1 k
0 6 7 8 9 10 1 12 13

Observacion: el simbolo "//" significa que existen otros niameros naturales en la semirrecta numérica.

1 Resolver las siguientes ecuaciones aplicando los axiomas de la igualdad y de la adiciéon de los nimeros
naturales. Represente la solucion en la semirrecta numérica.

1x +0 =6 2. x=1+0 3.y =2+4 4.5 +4 =y

5 y=1+4 +7 6.y =1 +0 +3 7.x +0 =20 8. x =30 +0
9.z =5+9 10.15 +14 =y 11y =1+14 +17 12, y=21 +0 +13
13. z +0 =35 14. z =45 +0 15. z =15 +29 16. 25+ 34 =y

17.y =51 +34 +97 18.y =121 +0 +136 19. x +0 =12 20. x =8 +0
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1.3.4. DEFINICION DE RESTA

Se llama resta (diferencia) de dos niumeros naturales ay b al nimero c. El niumero c indica el niumero de
elementos del conjunto formado por los a elementos del primer conjunto menos los b elementos del
segundo conjunto. Esta operacion se representa simbdlicamente por: a - b = c. Por ejemplo, nueve

manzanas menos cinco manzanas: 9 -5 =4
Observacion: El 9 se llama minuendo, el 5 sustraendo, y el 4 resta o diferencia de los dos primeros.

La sustraccién, no es una operacion interna en N, pues la diferencia de dos nimeros naturales puede no
ser un numero natural. La sustraccién es posible s6lo cuando el minuendo es mayor o igual que el
sustraendo. Por ejemplo: La expresion 3-9 =, no esta definida en el conjunto de los nUmeros naturales,
porque 3 no es mayor o igual que 9 (el resultado no es un nimero natural).

Generalmente, es conveniente representar la resta de nimeros naturales mediante los movimientos de
un punto sobre la semirrecta numérica, utilizando flechas; los movimientos hacia la derecha son en sentido

positivo y los movimientos hacia la izquierda en sentido negativo. Por ejemplo: 6-2 =4.

1 Graficamos el origen de la flecha 6 en 0 y su punto final en 6,
2. Luego el origen de la flecha -2 en 6 y su extremo en el punto 4.
3. La resta se representa por la flecha 4, cuyo origen se encuentra en O y su punto final en 4.

6

Para restar dos nimeros con mas de una cifra se toma en cuenta los valores relativos de sus cifras. Por
ejemplo: 14 - 8.

decenas unidad
Como no es posible restar 4-8,

d u entonces se toma una decena de la
© / columna d:
10¢ 4 =14
14/ 14- 8 =6
- 8/ Escribo el 6 y sumo los nameros de
la columna d: -1 ¢ 1=0
0O 6 *

1 Hallar el resultado de las siguientes restas utilizando la representacion geométrica, en los
casos que sea posible:
1 3-2= 2. 8-3=
5. 6-2= 6. 4-5=

8= 4. 8-5

3. 4-
7. 12-7= 8. 0-4=

~

2. Resolver las siguientes restas y luego represente la solucién en la semirrecta numérica, en los

casos que sea posible.
129-8 2.10 -3 3.15 - 18 4.123- 49
5.54 - 38 6.125 - 234 7.123- 119 8.1234 - 827
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1.4. MULTIPLICACION DE NUMEROS NATURALES

1.4.1. DEFINICION

Se llama producto de un nimero natural a por otro b, al nimero natural c que se obtiene sumando b veces

el nimero a. Simbdélicamente se indica de la siguiente manera:
axb =c¢ o] c =a +a+a .+a; b veces a

Por ejemplo: el producto 8x3 =24 es igual a la suma de 3 sumandos iguales a8: 24 =8 + 8 ¢ 8.

Observacién: se llama factores a los nUmeros ay b (a se llama multiplicando, b multiplicador y ¢ producto).
Algunas veces se llama factor a los nimeros ay b. El producto de cualquier nimero natural a por el nimero
cero, es igual a cero.

Los operadores (simbolos) de la multiplicaciéon son: la x, un punto, o un paréntesis. Si los nimeros estan
expresados literalmente, se suprime el signo y se escriben las letras una a continuacién de la otra: Por
ejemplo: sia =3, b=4yc =12

3x4= 12 3*4= 12 ab =c

Para multiplicar ndmeros con mas de una cifra se toma en cuenta los valores relativos de sus cifras. Por
ejemplo: 14 x 17 =238.

centenas decenas Unidad Escriba los factores uno debajo del otro, en la
parte superior el factor con mayor nUmero de

C D U cifras, de manera que queden alineados (unidades
con las unidades, las decenas con las decenas, etc.),

y trace una linea horizontal por debajo de ellos.

i 4
7x4 =28
i 7 2. Multiplique lacifra de las unidades del factor
inferior por cada una de las cifras del factor
9 g * superior, y en los casos en que el producto resulte
7x1 =7 10 6 mayor que 10, escriba la cifra de las unidades y
i a sume la de las decenas al producto siguiente.
7+2=9
2 3 8

1.4.2. AXIOMAS DE LA MULTIPLICACION

CLAUSURATIVO

> CONMUTATIVO
AXI1OMAS DE LA

MULTIPLICACION
* ASOCIATIVO

MODULATIVO

En los siguientes Axiomas, U =N, se lee: “El universo es el conjunto de los numeros naturales". Va,Vb,
Ve, se lee "Para todo a, para todo b, para todo c". Del mismo modo, Se, se lee ‘Existe un Unico elemento
y solo uno My se puede representar por: 3!c, con el mismo significado.
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NOMBRE DEFINICION EJEMPLO F. SIMBOLICA

I.CLAUSURATIVO El producto de dos U =N. Va, Vb, Se (3lc):
nameros naturales 2y 4 € N a 2x4 =8
cualesquiera es un .>8 eN a*b =c =c <N
ndmero natural Unico.

2. CONMUTATIVO El orden de los U =N. Va, Vb:
factores no altera el 5x4 =4x5 aeb=Db ea
producto total. 20 =20 a.b =b.a

3. ASOCIATIVO Los factores se U =N. Va, Vb, Ve:

pueden  agrupar o

asociar de cualquier (3x2)x 6 =3 Xx (2 x 6) (a*b) *c =a = (b*c)

modo, sin que altere el 6x6 =3 x 12 (ab)c =a(bc)
producto. 36 =36

4, MODULATIVO Existe uno y solo un U =N. Va, Si (3!):
namero natural, tal

El uno (1), se llama que multiplicado por 9x1 = 1x9 =9 lea=ael=a

elemento idéntico, cualquier numero la =al =a

neutro o médulo de la natural el resultado es 3xl=1x3=3

multiplicacion. siempre ese mismo

ndmero natural.

1.4.3. APLICACIONES (RESOLUCION DE ECUACIONES BASICAS)

Resolver una ecuacién es determinar los valores de las incégnitas que hacen verdadera la igualdad. Estos
valores se llaman soluciones o raices de la ecuacién. Por ejemplo:

Ejemplo 1. Resolver la ecuacion: Xx =4 « 2 « 5

Proposiciones Razones

1l x=42-<5 Dato

2. x=(4-2)5 Axioma Asociativo (X)

3. x=8=<5 Axioma clausurativo (x)

4. x =40 Def. (x)
1/ 1 f 1 ) | 1 1 4 Yo
(0] 30 40 50 60 oe)

EJERCICIOS
3

1 Resolver las siguientes ecuaciones aplicando los axiomas de la igualdad y de la multiplicacién de los
numeros naturales. Represente la solucién en la semirrecta numérica.

1x «1=6 2.x =13 3.y=2<4 4.5 4 =y
5y=1«4 <7 6.y=1x2x3 7.X «1=12 8.x =13 =1
9.z=5x9 10.15 = 14 =y 11y =114 « 17 12.y =21x1x13
13.z «1=35 14. 7 =45 = 1 15.z =15 x 29 16. 25 = 34 =y
17.y =51 «4 «9 18.y =12x1x13 19. x =1=2 20.x =8 = 1
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1.4.4. DEFINICION DE DIVISION

Sean: a, by ¢ nimeros naturales. Dividir un nimero a para otro b, b t O, es encontrar un namero c tal que
c.b =a. siendo a multiplo de b (division exacta). En forma simbdlica, se tiene:

ai-b =c o c*b =a; a multiplode b a bt 0.
Por ejemplo: 3674 =9 siy solo si 9 x 4 =36; 36 es multiplo de 4y 4 *0.
Observacion: El numero 36 se llama dividendo, el 4 divisor y el resultado 9 se llama cociente.

La division tampoco es una operacion interna en N, pues el cociente de dos numeros naturales puede no
ser un nimero natural (no lo es cuando el dividendo no es multiplo del divisor).

Los operadores (signos) de la division son: ( * ) o bien los dos puntos ( : ), una raya inclinada (/7 ), una
linea horizontal (- ), o0 la galera (L ). Por ejemplo:

12 * 3 =4 12:3 =4 12/3 =4 12 _, 1213
4

La division se usa para indicar el nimero de veces que un nimero dado contiene a otro. Por ejemplo, 12
contiene al 3 cuatro veces; por eso 12 dividido entre 3 es 4.

1 Todo numero natural dividido para la unidad es igual al mismo nimero: a 1=a 2-s1=2.
2. Todo numero natural, diferente de O, dividido para si mismoes iguala :ar a =1; a ™ O.

Observaciones:

1. De acuerdo con lo que se exige en la definicion, el divisor no puede ser cero. La divisiéon para O, o
bien no existe o no esta definida. Por ejemplo-

5/0 =x <«w» 5 =0x; no existe ningdn nimero x que multiplicado por O dé 5.

2. Aun en el supuesto que el dividendo, también, sea O; es decir, ladivision: 0/0, daria como resultado
cualquier valor, dado que cualquier nimero multiplicado por el divisor 0 da 0. Por ejemplo:

0/0 =3 0 =0.3; 0/0 =12 < 0 =0.12; 0/0 =Infinitas respuestas (cualquier valor)
1.4.4.1. APLICACIONES (RESOLUCION DE ECUACIONES BASICAS)

Resolver una ecuaciéon es determinar los valores de las incégnitas que hacen verdadera la igualdad. Estos
valores se llaman soluciones o raices de la ecuacidon. Por ejemplo:

Ejemplo 1. Resolver la ecuacion: x 1=7

Proposiciones Razones
1 x+1=7 Dato
2. x =7 a/l =a

[ Y W RS SN W —
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 o o
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Ejemplo 2. Resolver laecuaciéon: 3 r 0 =x

Proposiciones Razones

1 3+0= Xx Dato

2. x=3+0 Axioma simétrico (&
3. X =3 (no existe) No esté definido en N

Ejemplo 3. Resolver la ecuaciéon: 3 +2 =x

Proposiciones Razones

1 3+2= X Dato

2. X =3+2 Axioma simétrico (&
3. X no es un numero natural No esta definido

1 Resolver las siguientes ecuaciones aplicando los axiomas de la igualdad y de la multiplicacién de los
ndmeros naturales. Represente la solucién en la semirrecta numérica.

1x+1=6 2.x =6 +3 3.y=8+4
4.15 +5 =y 5.x+1=9 6. x =16 +4
7.2=9+3 8.5+4 =y 9.y =1+0
10.z +1=5 11 z= 5+0 12.z =5 +3
13. 5 +3 =y 14.y =15+ 3 15.y =12+ 4
16. x +1=2 17. X =8 + 1 18. z=5 +7

2. Construya un mentefacto para la operacion division.

Operaciones en N

n\
Dividir un nimero natural a para
otro b * 0, es encontrar un numero
natural c tal que c.b = a, siendo a
multiplo de b. En forma simbdlica, Suma
se tiene: y Division MultlpllcaClén
Resta
a+b =c <=c*b =a;
a multiplo de b a b O.
J f
r i [ i
Todo ndmero N Todo ndmero N, Todo ndamero N, Cero dividido para
dividido para la unidad diferente de O, diferente de O, (.:ero ) es. ) una
es igual al mismo dividido para si mismo dividido para O no indeterminacion (nd).
ndmero: es igual a 1: existe o0 no esta
definido (ND). 0-ro
Va~N: a + I=a. VaSN: a-ra=l; a"0 Indeterminacion
40 =2 * infinites respuestas,
ool =2, o2 =1 a--0 =2 a>* 0, ( p

4 -r O = No definido cualquier valor)
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1.5. AXIOMAS DISTRIBUTIVO-RECOLECTIVO

El producto de un nimero natural cualquiera por la suma de dos nimeros naturales cualesquiera, es igual
a la suma de los productos de ese nimero natural por cada uno de los sumandos. EI Axioma distributivo

se escribe, en forma simbédlica, de la siguiente manera:

Ejemplo: 2x (5 ¢ 3) =2*5 ¢ 2*3
2x8 =10 + 6 -=> 16 = 16
Si en la definicién simbdlica, del axioma distributivo, se aplica el axioma simétrico de la igualdad, se

tiene:

U =N. VaVbVc; ab ¢ac =a.(b +c) RECOLECTTVO

Ejemplo: 2*5 ¢ 2*3 =2 (5 +3)
10 +6 =2.8 -> 16 = 16

La operacioén realizada en el ejemplo anterior se conoce, generalmente, como axioma recolectivo o factor
comln. Si consideramos lo anotado anteriormente, el axioma distributivo - recolectivo se escribe en

forma simbdlica de la siguiente manera:
U =N. Va,Vb,Vc; a (b +c) =a.b +a.c a ab +a.c =a.(b ¢ ¢)

1.5.1. 1.5.1. APLICACIONES

Verifique las siguientes igualdades aplicando el axioma distributivo o recolectivo, segln corresponda.

Ejemplo 1. 5(1 +3) =20

Proposiciones Razones

151 +3) =20 Dato

2. 5%1 +5*3 =20 Axioma distributivo

3.5 +15 =20 Axioma modulativo, Def. (x)
4. 20 =20 Def. (¢)

Ejemplo 2. 3.4 ¢ 54 =32

Proposiciones Razones

1 3*4 +5*4 =32 Dato

2. 4(3 +5) =32 Axioma recolectivo
3. 4 -8=32 Def. ()

4. 32 =32 Def. (x).

EJERCICIOS

mUhtBKSaKu Tiriw |

1 Verifique las siguientes igualdades aplicando el axioma distributivo o recolectivo segun corresponda:

13.(442)=18 2.7.(4 +5) =63 3. 2.(3+ 5) =16
4. 3.2 +5.2 =16 5.43 +5.4 =32 6. 2.3 +35 =21
7.5(1+2) =15 8. 1.(4 +3) =7 9. 3.(2 +3) =15
10. 4.2 +5.2 =18 11. 3.4+ 5.4 =32 12. 3.4 +5.3 =27
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1.6. DESIGUALDAD DE NUMEROS NATURALES

1.6.1. DEFINICION

La desigualdad, es una relacion matematica entre dos expresiones que no son iguales. Los simbolos

utilizados para denotar una desigualdad son:
< (menor que) 0 > (mayor que)

1 Un numero natural a es menor que un nimero natural b, si en la recta numérica el punto a esta

a la izquierda del punto b, se escribe: a < b. Por ejemplo: 4 < 7.

a b
H------ 3 1 1 4 3-—--- 3 L e h-
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ° ©°

El 4 <7, porque el 4 se encuentra a la izquierda del 7.

2. Un numero natural b es mayor que un nimero natural a, si en la recta numérica el punto b esta

a la derecha del punto a#se escribe: b > a. por ejemplo: 7 > 4.

i OF (TR i\ |

1 2 3 4 5 7 8 9 o o

El 7 > 4, porque el 7 se encuentra a la derecha del 4.

Definicibn 1: a es menor que b es equivalente a decir que: la diferencia (b - a) es un ndmero natural

(mayor que 0). La expresion anterior se escribe, en forma simbdlica, de la siguiente manera:

a<b o (b-a) > 0O Ejemplo: O <1 porque 1-0 = 1; 1 es natural.

Definicién 2: a es mayor que b es equivalente a decir que: la diferencia (a - b) es un nimero natural. En

forma simbdlica se tiene:

a>bo (a-b) =0 Ejemplo: 7 =5 porque 7-5 = 2; 2 es natural.

Observacion: El elemento a.a”™~ N.se dice primer elemento de los nimeros naturales si, para todo

a < x. El O es el primer elemento de N.

1 Grafique los siguientes pares de nameros en la recta numérica e indique si el primero es menor o

mayor que el segundo.
13y4 2.4y1 3.1y 2 4.2y5
5 2y3 6.0y 2 7.3y0 8.2y2

2. Grafique las siguientes desigualdades. Luego cambie el signo "<" por utilizando la equivalencia:

a<b ™>b=>a.

12<4 2.0<3 3.2<8 4. 8 <11
5.5 <14 6.2 <9 7.5 <10 8.8 <16
Msc. Paco Bastidas Romo <& Otros 13 NUumeros Naturales



1.5. AXIOMAS DISTRIBUTIVO-RECOLECTIVO

El producto de un nimero natural cualquiera por la suma de dos niumeros naturales cualesquiera, es igual
a la suma de los productos de ese nimero natural por cada uno de los sumandos. El Axioma distributivo

se escribe, en forma simbdlica, de la siguiente manera:

U =N. Va,vb,Vc; a (b +c) =a.b +a.c DISTRIBUTIVO

Ejemplo: 2x (5 +3) =2*5 + 2*3
2x8 =10 + 6 = 16 = 16
Si en la definicién simbdlica, del axioma distributivo, se aplica el axioma simétrico de la igualdad, se

tiene:
U =N. Va,Vb,Vc; a.b +a.c =a.(b +¢) ~ RECOLECTTVO
Ejemplo: 2-5 +2*3 =2 (5 +3)
10 + 6 =2.8 16 = 16

La operacion realizada en el ejemplo anterior se conoce, generalmente, como axioma recolectivo o factor
comun. Si consideramos lo anotado anteriormente, el axioma distributivo - recolectivo se escribe en

forma simbdlica de la siguiente manera:

U =N. Va,Vb,Vc; a (b +c) =a.b +a.c a a.b +a.c =a.(b +c¢)

1.5.1. 1.5.1. APLICACIONES

Verifijque las siguientes igualdades aplicando el axioma distributivo o recolectivo, segin corresponda.

Ejemplo 1. 5(1 +3) =20

Proposiciones Razones

151 +3) =20 Dato

2. 5*1 +5*3 =20 Axioma distributivo

3. 5+15 =20 Axioma modulativo, Def. (x)
4.20=20 Def. (H

Ejemplo 2. 3.4 +5.4 =32

Proposiciones Razones

1 3*4 +5*4 =32 Dato

2. 4.(3 +5) =32 Axioma recolectivo
3. 4 «8=32 Def. (H

4. 32 =32 Def. (x).

EJERCICIOS

1 Verifique las siguientes igualdades aplicando el axioma distributivo o recolectivo segin corresponda:

13.(4+2) =18 2.7.(4 +5) =63 3.2(3*5)=16
4.32*52 =16 5.4.3 +5.4 =32 6. 23 +35=21
7.5 +2) =15 8.1.(4 +3) =7 9.3.(2+3)=15
10. 4.2 +5.2 =18 11 3.4 +5.4 =32 12. 3.4+ 5.3 =27
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1.6. DESIGUALDAD DE NUMEROS NATURALES

1.6.1. DEFINICION

La desigualdad, es una relacién matematica entre dos expresiones que no son iguales. Los simbolos

utilizados para denotar una desigualdad son:
< (menor que) ) > (mayor que)

1 Un ndmero natural a es menor que un nimero natural b, si en larecta numérica el punto a esta

a la izquierda del punto b, se escribe: a < b. Por ejemplo: 4 < 7.

a b
H------ 3----- }------ 1 4 3 1 4 3}-—----h-
) 1 2 3 4 5 6 7 8 gee

El 4 <7, porque el 4 se encuentra a la izquierda del 7.

2. Un ndmero natural b es mayor que un nimero natural a, si en la recta numérica el punto b esta

a la derecha del punto a, se escribe: b >a. por ejemplo: 7 > 4.

T
I
I
I
[
I
i
|.:A
[
1
1
1
[
e
I
I
i
~N)
[FEN
H
'r
-_—
1
1
1
1
1
1
>

El 7 > 4, porque el 7 se encuentra a la derecha del 4.

Definicién 1: a es menor que b es equivalente a decir que: la diferencia (b - a) es un nimero natural
(mayor que 0). La expresiéon anterior se escribe, en forma simbdlica, de la siguiente manera:

a<b o (b-a) > O Ejemplo: 0 <1 porque 1-0 = 1; 1 es natural.

Definicion 2: a es mayor que b es equivalente a decir que: la diferencia (a - b) es un nimero natural. En

forma simbdlica se tiene:
a>bo (a-b) >0 Ejemplo: 7 =5 porque 7-5 = 2; 2 es natural.

Observacion: El elemento a,a”™N,se dice primer elemento de los nUmeros naturales si, para todo

a < Xx. El O es el primer elemento de N.
EJERCICIOS

1 Grafique los siguientes pares de nimeros en la recta numérica e indique si el primero es menor o
mayor que el segundo.
1.3y4 2. 4y 1 3.1y2 4.2y5
5. 2y 3 6. Oy 2 7. 3y0 8.2y 2
2. Grafique las siguientes desigualdades. Luego cambie el signo “<" por *>", utilizando la equivalencia:
a<b o b=>a
1.2 <4 2. 0< 3 B. 2 <8 4.8 <11
5.5<14 6. 2< 9 7.5 <10 8.8 <16
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1.6.2. AXIOMAS DE LA DESIGUALDAD (ORDEN)

En los siguientes axiomas, U =N, se lee: "El universo es el conjunto de los nUmeros naturales". Va,Vb, Ve,
se lee “Para todo a, para todo b. para todo c¢". Del mismo modo. Se, se lee “Existe un Unico elemento y

solo uno *, y se puede representar por: 3!c, con el mismo significado.

NOMBRE DEFINICION EJEMPLO F. SIMBOLICA
1. TRICOTOMIA Entre dos nameros N 2Y 2,se cumple que: U =N. Va, Vb:
cualesquiera, se cumple 2 =2
una y solo una de las 5y 2, se cumple que: a*bo a>b y a<b
siguientes relaciones: 5>2
- Son jguales 1y 3, se cumple que:
1 <3

- El Iroes mayor que el 2
- El Iroes menor que el 2d

2. TR I1TI Si  un primer numero U =N. Va, Vb, Ve:
natural es mayor (menor) 5>2 a 2 >0 -»
que un segunde y éste 5>0 a>b a b>c = a>c
a~”™ b mayor (menor) que un a<b a b<c = a<c
tercero, entonces el 1<2 a2<3 -»1<3
primero es mayor
(menor) que el tercero.
3. ANTISIMETRICO Si un nimero natural es U =N. Va, Vb:
mayor que un segundo, 9 >3 3 <9 a>b <=b<a
entonces el segundo es 4 <12 12 >4 a>b<=bi a
menor que el primero.
4, ADITIVO Si a cada miembro de una U =N. Va, Vb, Ve:
desigualdad se suma un 7>3 a 2 =2
mismo numero natural 7+2>3+2 a>b a c=c =a+c > b+c
n cualquiera, el sentido de a<b a c=c =>a+c <b+c

(El sentido no cambia)

5. MULTIPLICATIVO

TU L

(El sentido no cambia)

Msc. Paco Bastidas Romo <& Otros

la desigualdad no cambia.

Si cada miembro de una
desigualdad se multiplica
por un mismo ndmero
natural mayor que O, el
sentido de la desigualdad

no cambia.

14

5<9 a 3=3 >
5+3 <9 +3

Natural mayor que O

3<9 a 2 =2 -»
3.2 <9.2

U =N. Va,Vb,Vc:

a>b a c-c =a.c >b.c

Numeros Naturales



1.6.3. APLICACIONES (RESOLUCION DE INECUACIONES BASICAS)

a. INECUACION
Si una desigualdad contiene incognitas (X, y, z) se llama inecuacién. Una inecuaciéon es una desigualdad

verdadera para determinados valores de las letras que contiene, per ejemplo:

X >3 - Es verdadera para todos los valores mayores que 3.

Es falsa para todos los valores menores o iguales a 3.

X < 2 = Es verdadera para todos los valores menores que 2.

Es falsa para todos los valores mayores o iguales a 2.

Para graficar el conjunto solucién de una inecuacién, sobre la semirrecta numérica, se encierra en una
circunferencia el elemento conocido, y se remarca la semirrecta hacia la derecha si es "mayor que" y

hacia la izquierda si es "menor que".
X P

H--fF--% C- | + -+ FH-f---F
0 1 2 3 4 5 6 7 8

La circunferencia indica, en éste caso, que el 3 no es elemento del conjunto solucién, y la flecha que el

conjunto es infinito.
t i 99— - — = = i~ ¢t
0 1 2 3 4 5 6 7 8

La circunferencia indica, en éste caso, que el 2 no es elemento del conjunto solucién, y la flecha que el

conjunto es finito: CS - {0,1}.
b. ELEMENTOS DE UNA INECUACION

Las letras que intervienen en las inecuaciones reciben el nombre de incégnitas. Por lo general las
incégnitas se indican mediante las ultimas letras minusculas del alfabeto (x, y, z). La expresion que se

antepone al signo >0 <se llama primer miembro y la que sigue segundo miembro.

Resolver una inecuacion es determinar los valores de las incégnitas que hacen verdadera la desigualdad.

Estos valores se llaman soluciones o raices de la inecuacion. Por ejemplo:

Ejemplo 1. Resolver la inecuaciéon: x +0O > 3

Proposiciones Razones
1 x+0>3 Dato
2. x >3 Axioma modulativo (+)

Las soluciones o raices de una inecuacion se representan mediante una flecha, en la recta numérica, por
ejemplo:

H--+ —Q | t L 1— t— r

5 6 7 8 o4}

La flecha con origen abierto (circunferencia) indica que todos los niUmeros mayores que 3 son soluciones
de la inecuacién, menos el 3. Cs - (4,5,6,7,...}.
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Ejemplo 2. Resolver la inecuacion: 4 + 2 > x

Proposiciones Razones

1 4+2>x Dato

2. xX<4 +2 a>b<=b<a

3. x<6 Axioma clausurativo (+)
=0-

[¢] 1 2 3

Ejemplo 3. Resolver la inecuacién: x <4 + 2 ¢ 5

Proposiciones Razones
1 x<4+2+5 Dato
2. x<(4+2)+5 Axioma Asociativo (+)
3. x<6+5 Axioma clausurativo (+)
4. x< 11 Def. (+)
5. CS ={04,2,3,4,5} Def. CS.
L JR— 1—  -_ 1L R A I
0 6 7 8 9 10 1 12 13 00

Resolver la inecuacion: x < 14 - 5

Proposiciones Razones

1 x<14-5 Dato

2. X< 9 Def (-)

3. CS- {0,1,2....10} Def. CS

9 | i o*

-y 4 Yo . /TR | I | ' p

6 7 8 9 10 I 12 13 00

Ejemplo 5. Resolver la inecuacion: 3 = 2 > x

Proposiciones Razones

1 3 =2>x Dato

2. X <3 =2 a>bo b<a

3. X <6 Axioma clausurativo (x)

4. Cs ={0,1,2,3,4,5} Def. CS

8 oo

EJERCICIOS
i

1 Resolver las siguientes inecuaciones, y luego represente el CS en la semirrecta numérica.

1. x+0>6 2.x <1+0 3.y <2+4

4.5 +4 >y 5.y <1+4 +7 d y> +ot3
7.x +0 > 20 8. x <30 +0 9.2<5¢9

10. x >29 -8 11 y<10-3 12. z > 15 -18
13.x >123-49 14.y <54 - 38 15. z <125 - 234
16. x> 123-119 17.y <1234 - 827 18. z >9 -19
19.x = 1<6 20. x >1-3 21.y >2 =4

22. 5 e4<y 23.y >1e4 =7 24.y <1x 2x 3
25. X «1<12 26.x =13 =1 27.z>5x9
28. x+ 1> 6 29. x <6 4-3 30.y <844
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CAPITULO 2

NUMEROS NATURALES (PARTE 2)

2.1. INTRODUCCION

En este capitulo se analizan las operaciones: potenciacién y radicacién. Ademas, el maximo comun divisor
y el minimo comdn maltiplo, de un conjunto finito de nimeros naturales.

2.2. POTENCIACION (NATURALES CON EXPONENTES NATURALES: NN)

Se llama potenciacién, en los niumeros naturales, al producto formado mediante multiplicaciones sucesivas
de un mismo numero natural. Por ejemplo:

23s 2.2.2 entonces 23 =8

El nimero 2 se llama base, el 3 exponente (indica el nUmero de veces que el nimero 2 se ha de multiplicar
por si mismo). Como 23=8, el 8 es la tercera potencia de 2.

2.2.1. DEFINICIONES BASICAS

Si la base ay el exponente n, son nimeros naturales; N ={0,1,2,3,...}:

EXPRESION DEFINICION EJEMPLO
La potencia cero (exponente cero), de un P =3
1. POTENCIA CERO numero natural a distinto de cero, es igual a L (D° =i
a° =1, a*0 (2 =1
La potencia uno (exponente 1, primera potencia) © =0

de un nimero natural a, es igual al mismo nimero =1
2. POTENCIA UNO

sin el exponente. 21=2
al=a 31=3
i La PEP de un numero natural a, es igual al 02=0.0
3. POTENCIA ENESIMA |\ i
producto de nveces a; siendo n > 1: 12=11=1
POSITIVA (PEP)
an = a.a.a... a; a™N a n”™N* 23=2.2.2 =8
N* ={2,3,4,..}
nveces 33=3.3.3 =27

Observacién: La segunda potencia de un nimero se llama cuadrado de dicho namero. La tercera potencia,
cubo de dicho nimero. La potencia n de un namero a, se escribe an, y se llama potencia enésima de a
(potencia que ocupa un nimero n en una serie). La potencia enésima de un nimero natural existe y es

Unica.

EJERCICIOS

Escriba como una potencia los siguientes productos:

122.2. 2.3.3. 3.4.4.4.4 4. 5555.5.
5. 6.6.6.6.6.6.6 6.7.77.7.7.7.7 7.10.10.10.10 8.15.15.15.15.
9. 20.20.20.20.20 10. LU.1.1 11 0.0.0.0.0 12. 9.9.9.9.
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2.2.2. TEOREMAS DE LA POTENCIACION

Si: any b son potencias definidas en los nimeros naturales, N ={0,1,2,3,...}:

NOMBRE

1. POTENCIA ENESIMA DEL

PRODUCTO

2. POTENCIA ENESIMA DEL

COCIENTE EXACTO

TEOREMA EJEMPLO
La potencia enésima del producto de ndmeros (2.3)° =1
naturales, es igual al producto de las potencias (2.3) 1=2.3 =6

enésimas de cada uno de los factores.
(a.b)° = anbn

La potencia enésima del

(division exacta) de numeros naturales, es igual

al cociente de las potencias enésimas; b * 0:
(a/bY = arvbn; b*0

cociente

(2.3)2=2232

62-4.9
exacto (6/3)° =1
(6/3)1=6/3

(6/3)2=62/32

22=36/9

Observacion: (a.b)° = 1; a.b * 0, por la definicion 1 Del mismo modo: (a.b)1 = a.b, por la definicién 2.

2.2.3.

OPERACIONES DE LA POTENCIACION.

Si a es un nimero natural, my n naturales mayores que cero (m,n™N >0):

OPERACION

1. PRODUCTO DE
POTENCIAS

2. COCIENTE DE
POTENCIAS

3. POTENCIA DE
POTENCIA

LTEOREMA

De igual base:

Se mantiene la base y se suman los exponentes.

aman = an™

De igual base:

EJEMPLO

2p23- 2013z 23

Se mantiene la base y se restan los exponentes.

Se mantiene

2223- 223=25

24/23=243=2

aman = anmin, m>n y a0

exponentes.

(amn = am

la base y se multiplican Ilos

(23)2=23 =26

Observacion: la resta de exponentes, cuando el minuendo es menor que el sustraendo, no esta definida

en los numeros naturales. Cualquier potencia de un nimero natural tiene un valor unico o siempre es igual.

2.2.4.

APLICACIONES (RESOLUCION DE ECUACIONES BASICAS)

Resolver una ecuacion es determinar los valores de las incégnitas que hacen cierta la igualdad. Estos

valores se llaman soluciones o raices de la ecuacion.

Ejemplo 1. Resolver la ecuacion: 22« 2 =x

PROPOSICIONES

1

2
3.
4

22* 2 =x
X =22*%2
X =23
X =8

2
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RAZONES
Dato
Axioma simétrico (=)

aman =anin

Def. (an)

fommmm e *

7 8 @®
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Ejemplo 2. Resolver la ecuacion: (232-30 =x

Ejemplo 3. Resolver la ecuacion: x = 22»32-6

PROPOSICIONES RAZONES
1 (23)2-30= x Dato
2. x =(232-30 Axioma simétrico (=)
3. x =26-30 (amn=amn
4. x =64 - 30 Def (an
5 x=34 Def (-)

k 1 1 b 4 1 1 1 b
30 31 32 33 34 35 °o
PROPOSICIONES RAZONES
1 x =2232-6 Dato
2. x =(2*3)2-6 (a.b)m=ambm
3. X =626 Def. (x)

4. x =36 -6 Def. (an)

5 x =30 Def. (-)

+-*@--—t-—%--D

0

30

40 50 60

Observacion: el simbolo "//" significa que existen otros nimeros naturales en la semirrecta numérica.

Por ejemplo: el 1, 2, 3, 4, sucesivamente hasta el 30.

Ejemplo 4. Resolver la ecuacion: x = 103/53+12

PROPOSICIONES

X =103/53 +12
x =(10/5)3+ 12

Xx= 23+12
Xx= 8+12
x= 20
16 17 18 19 20

RAZONES
Dato

an’bm= (a/b)r
Def. @)

Def. (Qn)

Def. (v

21 22

EJERCICIOS
T — — ~
1 Resolver las siguientes ecuaciones (inecuaciones). Represente la solucion en la semirrecta
numérica.
1 X e40=5 2. x =3 =« 2| 3. 22+ 23=x
4. (323- 719 =x 5. x =23+ 33 206 6. x =62/22 11
7. X =2322+23 8. x *2°<7 9. x>4 « 31
10. 32* 33k x 11 (22)3- 60 =x 12. x =42+ 32-140
13. X >6323+3 14. x =25/22+ 23 15. x*5°>2
16. x <3 = 31 17. 42% 43=x 18. (224- 259 >x
19. x =52« 62890 20. x <83%/23+1 21. x =26/2 +22
Construir un mentefacto para la potenciaciéon de nimeros naturales.
Escriba las propiedades y teoremas de la potenciaciéon en N, aplicando el axioma simétrico (3.
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2.3. RADICACION

En la potenciacidon se conoce la base y el exponente, y se calcula la potencia. Por ejemplo: en 22=28, la
base es 2, el exponente es 3y la potencia es 8.

En la radicacién se conoce la potencia (8) y el exponente (3), y se calcula la base (2), mediante la igualdad:
V8 =2. El numero 8 se llama radicando o cantidad subradical, el 3 indice de la raiz, el 2 es la raiz (se
llama raiz a la cantidad que se ha de multiplicar por si misma una o mas veces para obtener un namero
determinado, DRAE) y el simbolo V radical. La radicacién es una operacion innv/ersa de la potenciacion.

2.3.1. DEFINICIONES BASICAS

Si a es un nimero natural, y n es natural mayor que uno (conjunto representado por N*):

EXPRESION DEFINICION EJEMPLO
La raiz enésima €Xacta de un namero natural llamado
1. RATZ ENESIMA radicando, es otro hatural que, elevado a la potencia V8 =2 <*23=8
EXACTA enésima, es igual al mismo radicando.
* ={2,3,4,...} 72 =7, en N

3a: Va =x = X'=a n™N*
La raiz enésima de les igual a 1:
VT = VI =1

La raiz y potencia enésima de un mismo nimero

2. RAIZ ENESIMA DE 1

3. RAIZ y POTENCIA

3 natural, se simplifican: —_
ENESIMA: ; V?=2

Va* = (Va)' =a -

Observaciéon: Cuando n =2; el indice no se escribe, de modo que Va indica la raiz cuadrada de a. En la
definicidon 1, se tiene que algunos naturales cumplen con la propiedad y otros no. Por ejemplo: VI25 =5 <»
125 =53, /81 =3 <>81 =34, entre otros. No cumplen: V2, VI9, VI2 , entre otros. Si el radicando es cero

tiene como raiz cero: VO =0 <>02=0.

2.3.2. TEOREMAS DE LA RADICACION

si: Va y Vb, son raices definidas en los niumeros naturales con indice, n, natural mayor que uno (N*):

NOMBRE TEOREMA EJEMPLO

La raiz enésima de un producto de numeros
74-25 =74-725

10= 10
72=5 =2,en N

1. RAIZ ENESIMA DEL naturales es igual al producto de la raiz enésima de
PRODUCTO cada factor, siempre que estén definidas.
3a,b: va»b =Va = Vb
La raiz enésima del cociente exacto (division

_ , exacta), de nameros naturales, es igual al cociente 716-4 =716 *74
2. RAIZ ENESIMA DEL

COCIENTE EXACTO

de las potencias enésimas, dividendo y divisor; 2=2
siempre que estén definidas; b * O: 72/5 =2,en N
3a,b: 7a/b =Va / Vb; b* 0

EJERCICIOS

1 Hallar la raiz cuadrada o clUbica de los siguientes numeros, segun corresponda: 1, 8, 4, 27, 9, 64,16,
125, 36, 64, 81,100.

2. Construir un mentefacto para la radicacion.
Escriba las propiedades de la radicacién utilizando el axioma simétrico (&).
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2.4. TIPOS DE NUMEROS NATURALES

2.4.1. NUMERO NATURAL MULTIPLO - SUBMULTIPLO

DEFINICION: MULTIPLO

El mdaltiplo de un nimero natural (a), es otro numero x, tal que x =a*n, siendo n un namero
natural mayor que cero. El multiplo de un niumero natural contiene a dicho niumero nveces
y también, se dice que w es divisible para a".

Por ejemplo:

El 10 es maltiplo del 5 6 es divisible para 5, porque le contiene 2 veces al 5: 10 =5x2
El 14 es multiplo del 2 6 es divisible para 2, porque le contiene 7 veces al 2: 14 =2x7

El 20 es maltiplo del 4 6 es divisible para 4, porque le contiene 5 veces al 4: 20 =4x5

El conjunto de los multiplos de un nimero a (médulo) se forma multiplicando este numero por la serie

infinita de los nimeros naturales mayores que 0. Se representa con la letra M y un subindice que indica
el médulo. Por ejemplo:

Los multiplos del 3 son: M3=(3, 6,9,12,15,... %
Los madltiplos del 5 son: M5 ={5,10,15, 20, 25,... }
Los multiplos del 7 son: M7 ={7,14, 21, 28, 35,... }

Observacion: el 3 se llama médulo de la serie infinita. De igual forma el 5y el 7.

En general laserie infinita de los multiplos de a es:

Mq = {axl, ax2, ax3, ax4, ax5, .. } ={x/x =an; n™N a n>0}

1 Escriba los 6 primeros multiplos de los siguientes niumeros, por extensiéon y comprension:
1,2, 3,4,6,7 8,9,0.

DEFINICION: SUBMULTIPLO

Se llama submultiplo (x) de un numero natural

(@) al numero que esta contenido
exactamente dos o mas veces. Generalmente, se usan las palabras divisor o factor para

referirse a un submdltiplo: Sk ={x/x =a/n; n~N >0 aar n}

Por ejemplo:

4 es submultiplo de 24 porque esté contenido en el 24 seis veces.

8 es factor de 40 porque esta contenido en el 40 cinco veces.
4 es divisor de 12 porque esté contenido en el 12 tres veces.

1

Escriba los submaultiplos de los siguientes nimeros, por extensién y comprension:
10, 20, 30, 40, 60, 70, 80.
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2.4.2. NUMERO NATURAL PAR - IMPAR
DEFINICION:

Numero natural par: si es de la forma 2n, siendo n elemento de los naturales.

Ejemplos:

El 6 es par porque se cumple que: 6 =2x3, donde el 3 es un numero natural
El O es par porque se cumple que: 0 =2x0, donde el 0 es un numero natural
El 15 no es par porque ningln numero natural cumple que: 15 =2n

El conjunto de los nimeros naturales pares es: P ={0, 2, 4, 6, 8,10,... }

La expresion general para los nUmeros pares: es:

P ={2x0, 2x1, 2x2, 2x3, 2x4, 2x5, ..} ={x /x = 2n;

DEFINICION:

Numero natural impar: si es de la forma 2n + 1, siendo n elemento de N.
Ejemplos:

El 7 es impar porque se cumple que: 7 =2x3+1, donde el 3 es un nimero natural
El 8 no es impar porque no hay un nimero natural N que cumpla: 8 =2n +1

El conjunto de los numeros impares es: | ={1, 3, 5, 7, 9,11,...}.

La expresion general para los nUmeros impares es:

I ={x/x =2n +1; n"N}

2.4.3. NUMERO NATURAL PRIMO - COfAPUESTO

DEFINICION: PRIMO

NUumero natural primo: si es mayor que 1y es divisible solo para si mismo y
para 1

Ejemplos:
El 2 es primo porque es divisible para 2y para 1
El 7 es primo porque es divisible para 7y para 1
El 4 no es primo porque es divisible para: 4, 2 1
Para hallar los niumeros primos desde el 1al 25 se procede de la siguiente manera:
Se escribe la sucesién natural de los nimeros desde la unidad hasta el 25.

Sombrear el 1porque no es primo ni compuesto.
A partir dei 2, se escriben en “negritas"” todos los multiplos mayores que 2.

SIS

De la misma manera con los multiplos del 3y del 5.
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La parte no sombreada forma la criba de Eratoéstenes o tabla de nimeros primos:

2 3 4 5
6 9 10
1 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

Luego, los numeros primos del 1al 25 son: P={2, 3, 5, 7,11,13,17,19, 23}

DEFINICION: COMPUESTO

NUumero natural compuesto: si es mayor que 1y no es primo. Todo numero
compuesto se pueden expresar como producto de numeros primos.

Ejemplos:

4 es compuesto porque ademas de ser divisible por 4 y 1, es divisible por 2.
14 es compuesto porque ademas de ser divisible por 14y 1, es divisible por 2y por 7.

Los nimeros compuestos del 4 al 25 se encuentran sombreados (negritas) en la tabla anterior:

Cc ={4,6,8,9.10,12,14,15,16,18,20,21,22,24,25}2

EJERCICIOS

1 Hallar los nUmeros primos y compuestos, por extension y comprensién, menores que:
10,15, 20, 25, 30, 40, 50, 60, 70.
2. Construir un esquema de llaves de las clases de nUmeros naturales.

2.5. CARACTERES DE DIVISIBILIDAD

Se llaman caracteres de divisibilidad a ciertos indicadores (particularidades) de los numeros que nos
permiten conocer, por simple inspeccian, si un nimero natural es divisible para otro numero natural. Un

numero es divisible para otro cuando la divisian es exacta (tiene resto 0). Los mas importantes son:
2.5.1. DIVISIBILIDAD PARA 2
Un ndmero es divisible para 2 cuando termina en cifra par. Por ejemplo:

El 8 es divisible para 2, porque termina en cifra par: 8 +2 =4

El 10 es divisible para 2, porque termina en cero: 10 82 =5. (el O es par)
El 18 es divisible para 2, porque termina en cifra par: 18 -2 =9

El 13 no es divisible por 2, porque termina en cifra impar.

2.5.2. DIVISIBILIDAD PARA 3
Un namero es divisible para 3 cuando la suma de sus cifras es multiplo de 3.

El 9 es divisible para 3, porque la suma de sus cifras (9) es multiplo de 3: 9 * 3 =3.

El 12 es divisible para 3, porque la suma de sus cifras (1 +2 =3) es multiplo de 3: 12 -r 3 =4.
El 18 es divisible para 3, porque la suma de sus cifras (1 +8 =9) es multiplo de 3: 18 + 3 =6.
El 22 no es divisible para 3, porque la suma de sus cifras (2 +2 =4) no es multiplo de 3.
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2.5.3. DIVISIBILIDAD PARA 5
Un ndmero es divisible para 5 cuando termina en O 6 cinco.
El 10 es divisible para 5, porque termina en cero: 10 §5 =2.
El 15 es divisible para 5, porque termina en cinco: 15 -r5 =3.

El 18 no es divisible para 5, porque no termina en 5 ni en 0.

EJERCICIOS

1 Indique si los siguientes nameros son divisibles para: 2, 3 6 5.

14,10, 30, 24, 35, 40, 21, 27, 33, 36, 39, 35

2.6. DESCOMPOSICION DE NUMEROS NATURALES EN FACTORES PRIMOS

DEFINICION

Descomponer un numero en sus factores primos es convertirlo en un producto de factores
primos.

Observacion: todo nimero compuesto es igual a un producto de factores primos.

Para hallar los factores primos de un nimero compuesto, se divide el nimero dado por los nimeros primos:

2,3,5,..., sucesivamente, hasta hallar un cociente primo, que se divida para si mismo.
Ejemplo.
30 2 24 2 50 2
15 3 12 2 25) 5
5 5 6 2 5 5
1 3 & 1
1

Los factores primos de 30 son: 2, 3y 5
La descomposicion en factores primos es: 30 =2x3x5

Los factores primos de 24 son: 2y 3

La descomposicién en factores primos es: 24 =233

Los factores primos de 50 son: 2y 5

La descomposicién en factores primos es: 50 =2x 52

1 Hallar los factores primos y la descomposicién en factores primos, de los siguientes nimeros:

1 10 2.15 3. 28 4. 34 5. 46

6.68 7. 84 8. 25 9. 64 10. 70

11. 64 12. 91 13.96 14.121 15. 160
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2.7. MAXIMO COMUN DIVISOR DE NUMEROS NATURALES (mcd)

Se llama divisor de un nidmero natural a, a cualquier otro natural b tal que la divisibn ab es exacta. Por
ejemplo: 15 es divisor de 45 porque la division 45 / 15 =3, es exacta.

Todo numero natural a, tiene, al menos, dos divisores: el propio ay el 1 Si los Gnicos divisores de a son a
y 1se dice que es primo. Si a tiene mas divisores se dice que es compuesto. Por ejemplo:

23 es primo porque so6lo es divisible por 1y por 23.
24 es compuesto porque el 2, 3, 4, 6, 8y 12, son divisores de 24.

DEFINICION

Se llama maximo comun divisor, de dos o0 mas nimeros naturales, al mayor de sus divisores comunes. El
maximo comun divisor de varios niameros: a, b, y c, se representa por: mcd (a, b, c).

Para obtener el maximo comun divisor de dos o mas nimeros existen tres formas:
1 Por descomposicion en factores primos,
2. Meétodo sintético; y
3. Por divisiones sucesivas.

2.7.1. POR DESCOMPOSICION EN FACTORES PRIMOS

DEFINICION

El mcd de varios nimeros, descompuestos en sus factores primos, es igual al producto de sus factores
primos comunes, elevados al menor exponente.

Para hallar el mcd se procede de la siguiente manera:

1. Se halla los factores primos de los niumeros dados
2. Se toman cada uno de los factores primos comunes elevados al menor exponente.

Ejemplo 1: Hallar el mcd (30, 24)

a. Se halla los factores primos de los nUmeros dados:

30 2 24 2

15 3 12 2

5 5 6 2

1 3 3
1

b. Luego, se toman los factores primos comunes, a las dos descomposiciones, elevados al menor
exponente:

La descomposicion en factores primos es:
30 =2x3x5

24 =233 mcd (30,24) =2.3 =6.
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Observacion: Mediante diagramas de Venn - Euler, se tiene:

D30 D24

Observacion: los niumeros que dividen
al 30 yal 24son: 1,2, 3y 6. El 6 es el
mayor numero que divide al 30 y al 24

exactamente, por lo tanto, es el mcd.

Ejemplo 2. Hallar el mecd (12,18, 24)
a. Se halla los factores primos de los numeros dados:

18

2 2 24 2

6 2 S 12 2

3 3 3 3 6 2

1 1 3 3

1
b. Luego, se toman los factores primos comunes, a las tres descomposiciones, elevados al menor
exponente:

12 =223 18 =2.32 24 =233

mcd (12,18, 24) =2.3 =6

Por tanto, el mayor de los divisores comunes a 12,18 y 24 es 6. El siguiente diagrama jlustra
lo dicho anteriormente:

D24

EJERCICIOS

1 Hallar el mcd de los siguientes niumeros por descomposicion factorial.

1 18,30 2. 15,35 3. 10,25 4. 6,22

5. 14,28 6. 12,36 7. 16,32 8. 15,30

9. 8,24 10. 21, 35 1. 4, 8,12 12.5,15,20

13.7,14,21 14.8,16,32 15.3,9, 27 16. 6,18, 24

17. 9, 27, 36 18. 2,10,18 19. 12, 24, 36 20. 10,15, 30
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2.7.2. METODO SINTETICO

El mcd de varios numeros, por descomposiciéon en factores primos, puede hallarse rapidamente, dividiendo
al mismo tiempo todos los numeros dados por los factores comunes, hasta que los cocientes sean primos
entre si. El mcd es el producto de los factores comunes.

Ejemplo 1. Hallar el mcd (30, 24)

a. Se divide al mismo tiempo, los dos nimeros, para los factores comunes:

30 24 2
15 12 3
5 4

b. Luego, se halla el producto de los factores comunes: El mcd (30, 24) =2 *3 =6

Observacion: el 5y el 4 son primos entre si.

Ejemplo 2. Hallar el med (12,18, 24)

a. Se divide al mismo tiempo, los tres numeros, para los factores comunes:

12 18 24 2
6 9 12 3
2 3 4

b. Luego, se halla el producto de los factores comunes: El mcd (12,18, 24) =2*3 =6

Observacion: el 2, 3y 4 son primos entre si.

EJERCICIOS

Hallar el mcd de los siguientes niumeros por descomposicion factorial (método sintético).

1 18,30 2. 15,35 3. 10,25 4. 6,22

5. 14,28 6. 12,36 7. 16,32 8. 15,30

9. 8,24 10. 21,35 1. 4,8,12 12. 5,15, 20
13.7,14,21 14.8,16,32 15.3,9, 27 16.6,18,24
17. 9, 27, 36 18. 2,10,18 19. 12,24,36 20. 10,15, 30

2.7.3. DIVISIONES SUCESIVAS

DEFINICION

El mcd de dos nimeros naturales: ay b, por divisiones sucesivas, es igual al Gltimo divisor; cuando el
resto es 0.

El procedimiento para hallar el mcd de dos numeros, es el siguiente:
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1. Si la division de a para b es exacta, entonces b es el mcd de los dos nimeros.
Si la division de a para b no es exacta y deja resto ri * 0, se procede a dividir b para n, si esta
division es exacta, entonces el mcd (a, b) =ri.

3. Si ladivisién anterior no es exacta y deja resto rz 0, se procede entonces a dividir ri para rz, y
asi sucesivamente, hasta hallar un resto igual a O.

4. El altimo divisor empleado sera entonces el mcd de los nimeros dados.

Ejemplo 1: Hallar el mcd de (5,20).

Dividimos 20 para 5 Como el resto es O:
20 J UL mcd (5,20) =5
0 4

Ejemplo 2: Hallar el med de (12,30).

Dividimos 30 para 12,y luego 12 para 6

DIVISIONES SUCESIVAS
1 2
30 12 12

Como el resto es 0, en la segunda division, entonces: El mcd (12,30) =6

Ejemplo 3: Hallar el mecd de (17,40).

Dividimos 40 para 17, luego 17 para 6, 6 para 5,y 5 para 1

DIVISIONES SUCESIVAS
1 2 3 4

40 17 17 6 6 5 5 1

Como el resto es 0, en la cuarta divisién, entonces: El mcd (17, 40) =1

Ejemplo 4. Hallar el med (12, 18, 24)

En este caso, se halla el mcd de los dos primeros, y luego el mcd del resultado anterior con el tercer

ndmero:

1 Dividimos 18 para 12, y luego 12 para 6.

18 |12 12 16
6 1 0 2 med (12,18) =6
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2. Dividimos 24 para 6

24 1 6 Como el resto es cero:
0 4 /. mcd (12,18, 24) =6

EJERCICIOS 1]

1 Hallar el mcd de los siguientes nimeros, por divisiones sucesivas:

1 18,30 2. 15,35 3. 10,25 4. 6,22

5. 14,28 6. 12,36 7. 16,32 8. 15,30

9. 8,24 10. 21, 35 11 4,8,12 12. 5,15, 20
13. 7,14, 21 14.8,16,32 15. 3, 9, 27 16. 6,18,24
17. 9, 27, 36 18. 2,10,18 19. 12, 24, 36 20. 10, 15, 30

2. Construir un mentefacto para mcd de nimeros naturales.
2.8. MINIMO COMUN MULTIPLO DE NUMEROS NATURALES (mcm)

DEFINICION

Se llama multiplo comin de dos o mas nimeros a todo nimero que contiene exactamente a cada
uno de ellos.

Por ejemplo:

Los multiplos del 3 son: M3=(3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27,...).
Los multiplos del 2 son: M2=4{2, 4, 6, 8,10, 12,14, 16, 18, 20 .. }

El 6 es multiplo comun de 2y 3, porque: el 6 contiene al dos 3 veces y al 3 dos veces.
12 es multiplo comin del 2y 3, porque: el 12 contiene al dos 6 veces y al 3 cuatro veces.

DEFINICION

Se llama minimo comun multiplo de dos o mas numeros al nimero menor que contiene un numero
exacto de veces a cada uno de ellos. El minimo comdn mdultiplo de varios nimeros: a, b, y c, se
representa por: mcm (a, b, c).

Por ejemplo, para hallar el minimo comun multiplo de dos nimeros naturales, 4 y 6, se tiene el siguiente
procedimiento:

1 Hallamos los multiplos del 4; para ello multiplicamos 4 por los nUmeros naturales mayores que O,
y se tiene: 4, 8,12,16, 20, 24, 28, 32, 36, 40,....

2. Hallamos los multiplos del 6; multiplicando 6 por los nimeros naturales mayores que O, se tiene:
6,12,18,24, 30, 36,42...... 3

3. Comparamos los multiplos de unoy otro nimero, y vemos los que tienen en comun: 12, 24, 36, entre
otros. El menor de ellos es 12. Por lo tanto: El mcm (4, 6) = 12.
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El siguiente diagrama de Venn - Euler jlustra lo dicho anteriormente:

El minimo comUn multiplo se puede calcular de tres maneras: 1 Por descomposiciéon en factores primos,

2. Por el método sintético, y 3. Por la férmula (por el mcd); los mismos que se detallan a continuacion:

2.8.1 DESCOMPOSICION EN FACTORES PRIMOS

DEFINICION

El mcm de varios numeros, descompuestos en sus factores primos, es igual al producto de sus factores
primos comunes y no comunes, elevados al mayor exponente.

Se procede de la siguiente manera:
1. Se halla los factores primos de los nimeros dados.
2. Se toman cada uno de los factores primos comunes y no comunes elevados al mayor exponente.

3. El producto de los factores primos, paso 2, es el mcm de los nimeros indicados.

Ejemplo 1. Hallar el mecm (20, 5)

a. Se halla los factores primos de los numeros dados:

20 2 5 5
10 2 il
5 5

b. Luego, se toman los factores primos comunes y no comunes, de las dos descomposiciones, elevados

al mayor exponente:

20 =225 5=5 mcm (20, 5) =22.5 =20
Ejemplo 2. Hallar el mem (12,18, 24).

a. Se halla los factores primos de los niumeros dados:

12 2 18 2 24 2

6 2 9 3 12 2

3 3 6 2

1 1 3 3
1

b. Luego, se toman los factores primos comunes y no comunes, a las tres descomposiciones, elevados

al mayor exponente:

12 =223 18= 2.32 24= 233 mcm (12,18, 24) =23.32=72
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1 Hallar el mem de los siguientes nimeros, por descomposiciéon en factores primos:

1 18,30 2. 15,35 3. 10,25 4. 6,22

5. 14,28 6. 12, 36 7. 16,32 8. 15,30

9. 8,24 10. 21, 35 11.4,8,12 12. 5,15, 20

13. 7,14, 21 14. 8,16, 32 15. 3, 9, 27 16. 6,18, 24

17. 9, 27, 36 18. 2,10,18 19. 12, 24, 36 20. 10,15, 30

2.8.2. METODO SINTETICO

Se divide, al mismo tiempo, todos los nimeros dados para su menor divisor; lo propio se hace con los

cocientes parciales hasta obtener que todos los cocientes sean 1 El mcm es el producto de todos los
divisores primos.

Ejemplo 1. Hallar el mem (20, 5)

a. Se divide cada uno de los nimeros dados por su menor divisor, hasta obtener cociente 1
20 5 2
10 5 2
5 5 5
1 1
b.

Luego, el mcm es el producto de los divisores primos: EI mem (20, 5) =225 =20

Ejemplo 2. Hallar el mcm (12,18, 24)

a. Se divide cada uno de los numeros dados por su menor divisor, hasta obtener cociente 1
12 18 24 2
6 9 12 2
3 9 6 2
3 9 3 3
1 3 1 3
1
b.

Luego, el mcm es el producto de los divisores primos: El mcm (12,18, 24) =23 32=72

EJERCICIOS

1 Hallar el mem de los siguientes niameros, por el método sintético

1 18,30 2. 15,35 3. 10,25 4. 6,22

5. 14,28 6. 12,36 7. 16,32 8. 15,30

9. 8,24 10. 21, 35 n 4,8,12 12. 5,15, 20

13. 7,14, 21 14. 8,16, 32 15.3,9, 27 16. 6,18, 24

17. 9, 27, 36 8. 2,10,18 19.12, 24, 36 20.10,15, 30
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2.8.3. FORMULA (MEDIANTE EL med)
Si dos 0 mas nimeros no pueden descomponerse en factores facilmente, se aplica el siguiente teorema:
El mem de dos numeros es igual al producto de dichos numeros dividido por el med de los mismos.
Si representamos por ay b los nUmeros dados, se tiene que:
mem (a , b) =a.b /7 med (a, b)

Ejemplo 1. Hallar el mem de: (5, 20)

a. Hallamos el med de (5, 20), dividiendo 20 para 5:

20 1 5
0 4 med (5,20) =5
b. Aplicamos la férmula:
mem (a, b) =a.b/med (a, b) mem (5, 20) =5.20/5 mem (5, 20) =20

Ejemplo 2. Hallar el mem de: (12, 18, 24).

Hallamos el med y mem de dos de ellos. Luego repetimos el procedimiento, con los resultados anteriores
y el tercer namero.

a. Hallamos el med de (12, 18), por divisiones sucesivas:

8 | 12 12 | 6
6 1 0 2 med (18,12) =6
b.  Aplicamos la férmula:
mem (a, b) =a.b/med (a, b); mem (12,18) =12.18/6 mem (18,12) =36

c. Hallamos el med de (24, 36), por divisiones sucesivas:

36 | 24 24 1 12
12 1 0 2 med (24,36) - 12
d. Aplicamos la férmula:
mem (a,b) =a.b/med (a,b) mem (24,36) =24.36/12 /. mem (24,36) =72

EJERCICIOS

1 Hallar el mem de los siguientes numeres, por la férmula:

I. 18,30 2. 15,35 3. 10,25 4. 6,22 5 14,28

6. 12,36 7. 16,32 8. 15,30 9. 8,24 10. 21,35

1. 4,8,12 12. 5,15, 20 13.7,14, 21 14. 8,16, 32 15. 3,9, 27
16.6,18,242 17. 9, 27, 36 18. 2,10,18 19. 12,24,36 20. 10,15, 30

2. Construir un mentefacto para mem.

Observacion: La suma y el producto de nimeros naturales es otro nimero natural. La diferencia de dos numeros
naturales no siempre es posible, solo ocurre cuando el minuendo es mayor que el sustraendo. El cociente de dos
nameros naturales no siempre es un namero natural, solo ocurre cuando la division es exacta. La raiz de un nimero
natural no siempre es posible solo ocurre cuando la raiz es exacta.
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CAPITULO 3

NUMEROS ENTEROS (2)

3.1. INTRODUCCION

Las diferencias (restas) en las cuales el minuendo es menor que el sustraendo no tienen respuesta en el
conjunto de los numeros naturales, por lo que se dice que no ésten definidas, por ejemplo:2 - 4 =2.

Por esta razén, fue necesario extender el conjunto de los niUmeros naturales, incluyendo los numeros
negativos. Los nimeros negativos permiten contar nuevos tipos de cantidades (saldos de deudores) y
ordenar por encima o por debajo de un cierto elemento de referencia (las temperaturas superiores o
inferiores a 0 grados, los pisos de un edificio por encima o por debajo de la entrada principal).

3.2. NUMEROS ENTEROS (2)

El conjunto de los numeros enteros se representa con la letra Z o Z, mayuscula (negritas), y esta formado
por los enteros positivos, el cero y los enteros negativos.

2-{., -4,-3,-2,-1,0,1,2, 3, 4,..}

3.2.1. ENTEROS POSITIVOS (r ).

El conjunto formado por los enteros mayores que cero se llama conjunto de los numeros enteros positivos,
se representa con Z\ Este conjunto se puede determinar de verias maneras, las mas importantes son:
diagrama de Venn - Euler, forma geomeétrica, extension y comprension:

d. Comprensiéon I* - {X/x > 0; X<=Z}
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3.2.2. ENTEROS NEGATIVOS (2)

El conjunto formado por los enteros menores que cero se llama conjunto de los numeros enteros

negativos. Se representa con Ir. Este conjunto se puede determinar de varias maneras, las mas

importantes son: diagrama de Venn - Euler, forma geométrica, extensién y comprension:

a. Diagrama de Venn - Euler.

«-sentido negativo

c. Extension =

d. Comprensiéon =

Por lo tanto, el conjunto de

enteros positivos.

sentido positivo-»
-3 -2 -1
Menores que O
-3,-2,-1}
{x /x <0; xez }
los niumeros enteros esta formado por los enteros negativos, el cero y los

2 =WEh -4 Xy, -2, =i, @ i§ 2 Cea, 3

Mediante diagrama de Venn - Euler se representa por:

3.2.3. ENTEROS OPUESTOS

Los numeros situados a la misma distancia del O pero en sentido contrario, se llaman enteros opuestos.

<-sentido negativo

&« - 1-e 1--

-00 -
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sentido positivo—»
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3 -2 - 1 0 1 2 3 +e

NUmeros enteros opuestos
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Considerando esta ultima definicién: el conjunto formado por los nimeros naturales y sus opuestos se

llama conjunto de los nimeros enteros y se representa con la letra Z, mayuscula.

Este conjunto se puede determinar mediante: diagrama de Venn - Euler, forma geométrica, extension y
comprension, de la siguiente manera:

c. Extension: z =4{.,-3,-2,-1,0,1, 2,3,...}
d. Comprensién: Z = jx / x es nimero entero}

Finalmente, el conjunto de los nimeros enteros permite resolver el problema de la sustraccién de los
numeros naturales en todos los casos y también el de las magnitudes que dan lugar a dos sentidos.

EJERCICIOS

1 Grafijque en la recta numérica los opuestos de los siguientes nimeros:
1,2,3, -4, -5, -6,-7,-2,-1,0
3.2.4. AXIOMAS DE LOS NUMEROS ENTEROS

Los axiomas del conjunto de los niumeros enteros se clasifican en:

DE LA IGUALDAD (&

DE LA ADICION (+)

AXIOMAS DE LA MULTIPLICACION (X)

DISTRIBUTIVO -RECOLECTIVO

DE ORDEN (<, >)
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3.3. IGUALDAD DE NUMEROS ENTEROS

Se denomina igualdad a dos expresiones separadas por el signo “=", que tienen el mismo valor numérico.
Por ejemplo: 6 =4 +2015 =3x5. En una igualdad, la expresidon que se antepone al signo =se llama primer
miembro; la expresiéon que sigue al signo =se llama segundo miembro.

3.3.1. AXIOMAS DE LA IGUALDAD
A continuacioén, se indican: la definicion, un ejemplo y la forma simbdlica de cada una de los axiomas de la

igualdad: La expresion: U =Z, se lee: “El universo es el conjunto de los nimeros enteros"”. De igual forma;
Va,Vb, Ve, se lee “Para todo a, paro todo b, para todo c", elemento de los enteros, respectivamente.

Msc.

NOMBRE

1. DICOTOMIA

2. REFLEXIVO

3. SIMETRICO

JO

4. TRANSITIVO

5. ADITIVO

a+c=b +c

6.
MULTIPLICATIVO

axc=bxc

DEFINICION

Entre dos ndmeros
enteros cualesquiera se
cumple una sola de las
siguientes relaciones:

- Son iguales

- Son diferentes

Todo numero entero es
igual a si mismo.

Si un Innimero entero
cualquiera es igual a un
2do, equivale a decir que
el al

segundo es igual

primero.

Si un lerndmero entero
es igual a un 2dy este
igual a un 3ro, implica
que el ler es igual al 3ro.

Si a cada miembro de
una igualdad se suma un
mismo numero entero
cualquiera, la relaciéon
de igualdad se conserva

(permanece).

Si

una

a cada miembro de

igualdad se
multiplica por un mismo
ndmero Z cualquiera, la
relaciéon de igualdad se

conserva (permanece).

Paco Bastidas Romo <& Otros

EJEMPLO
4y 3 son diferentes

4*3

- 2 y - 2 son jguales
QA A=-2

Si
el 3, entonces 3 =3.

el nimero entero es

Si es -9 entonces

-9 =-9
-22eZ y -4 eZ:
-22=-4 o -4=-22

4=22a 22=8/2 -m4=8/2

Si a la igualdad 3+5 =8
se suma el nimero -4,
se tiene:
(3+5) +(-4) =8 +(-4).
La igualdad se conserva
4 =4).

Si la igualdad 4+2 =6 se
multiplica por el nimero
3, se tiene:

(4+2) x3 =6x3.

La igualdad se conserva
(18 =18).

36

F. SIMBOLICA

U =Z. Va, Vb:
a=byafhb
U =Z. Va:
a=a

U =2. Va, Vb:

a=bo b=a

U =1. Va, Vb, Ve:

U =Z. Va, Vb, Ve:

a=b a c=c ==atc =b+c

U =Z. Va, Vb, Ve:

a=b a c=c =>a.c =b.c
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3.4. ADICION DE NUMEROS ENTEROS
Iniciaremos éste capitulo con la revisién de valor absoluto y ley de los signos para la suma.
3.4.1. VALOR ABSOLUTO

Se llama valor absoluto de un nimero entero al mismo nimero con signo positivo. Por ejemplo: el valor
absoluto de -4 es 4, y el valor absoluto de +6 es 6 (si el nUmero es positivo se omite el signo *+"). El valor
absoluto de un nimero se denota mediante dos barras verticales, por ejemplo: |-4] =4 y 161=6.

En general, si x es un nimero entero, el valor absoluto de x se representa por Ix |y se define:

Ejemplo:
21=2. |22 —=121-,-21
131=83 a |-3|8 -»131=1-3

, six >0

-X, si x <O

Completaremos los ejemplos anteriores agregando que el valor absoluto de O es O, es decir, 10 [ =0

EJERCICIOS
X a

1 Hallar el valor absoluto de los siguientes ndmeros:

5 -6 -7 9 =2 =il5 SIS -20

3.4.2. LEY DE LOS SIGNOS

Generalmente, los movimientos de un punto sobre la recta numérica se representan mediante flechas: los

movimientos hacia la derecha o izquierda son en sentido positivo o negativo, respectivamente.
a. SUtAA DE DOS NUMEROS POSITIVOS
En la siguiente figura se representa la suma 2 +4 =6, de la siguiente manera: graficamos el origen de la

flecha 2 en el O y su punto final en el 2, luego el origen de la flecha 4 en el 2 y su extremo en el punto
6. La suma se representa mediante la flecha 6, cuyo origen se encuentra en el Oy el punto final en el 6.

Observacion: las flechas se grafican hacia la derecha porque representan numeros positivos (2 y 4). El
resultado es la flecha que va del O al 6 y representa al numero positivo 6.

Para sumar dos numeros positivos se suman sus valores absolutos y se pone el signo més al resultado.
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b. SUMA DE DOS NUMEROS NEGATIVOS

En la siguiente figura se representa la suma (-3) + (-1) =-4, de la siguiente manera’, graficamos el origen
de la flecha -3 en el 0y su punto final en el -3, luego el origen de la flecha -1 en el -3 y su extremo en
el punto -4.

La suma se representa mediante la flecha -4, cuyo origen se encuentra en el O y su punto final en el -4.

Observacion: las flechas se grafican hacia la izquierda porque representan nimeros negativos (-3 y -1).
El resultado es la flecha que va del O al -4 y representa al niumero negativo -4.

Para sumar dos nimeros negativos se suman sus valores absolutos y se pone el signo al resultado:
(e G =200
c. SUMA DE UN NUMERO POSITIVO Y OTRO NEGATIVO

En la siguiente figura se representa la suma (+3) +(-6) =-3 de la siguiente manera: graficamos el origen
de la flecha 3 en el O y su punto final en el 3, luego el origen de la flecha -6 en el 3y su extremo en el
punto -3.

La suma se representa mediante la flecha -3, cuyo origen se encuentra en el O y su punto final en el -3.

Observacion: La flecha +3 se gréafica hacia la derecha, a partir del cero. Luego, la flecha -6 hacia la
izquierda, a partir del punto +3. El resultado es la flecha -3, que va desde el cero al punto -3.

Para sumar un nimero positivo y otro negativo se halla la diferencia de sus valores absolutos y se antepone
al resultado el signo del niUmero que tiene mayor valor absoluto. Por ejemplo:

=<3 - (-6) =-3
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d. SUMA DE UN NUMERO NEGATIVO Y POSITIVO

En lasiguiente figura se representa la suma (-5) +(3) =-2 de la siguiente manera: graficamos el origen
de laflecha -5 en el 0y su punto final en el -5, luego el origen de la flecha 3 en el -5 y su extremo en el

punto -2. La suma se representa mediante la flecha -2, cuyo origen se encuentra en el O y su punto final
en el -2.

Para sumar un nimero negativo y otro positivo, se halla la diferencia de los valores absolutos y se antepone
al resultado el signo del numero que tiene mayor valor absoluto.

(-3) ¢ (k1) =- 4
RESUMEN:
1 Positivo + positivo. *7) +(#4) =(+1D positivo
2. Negativo +negativo (m7) +(-4) =(-11) negativo
3. Positivo - negativo 7)) +(-4) =(+3)
4. Negativo - Positivo m7) +(+4) =(-3)

Observacion: en el caso 3y 4: se halla la diferencia de sus valores absolutos y se antepone al resultado
el signo del nimero que tiene mayor valor absoluto.

EJERCICIOS

1 Hallar el resultado de las siguientes sumas utilizando la representacion geométrica:

L )+ = 2. () +(D) = 3. () +(-2) = 4. (-3)+(+2) =
5 (#6) +(-2) = 6. (-6) ¢ (+2) = 7. (-6) +(+2) = 8. (+6) +(-2) =

2. Hallar el resultado de las siguientes sumas:

L (+5) +(6) = 2. (-7)+(-5) = 3. (+9) +(-8) =

4. (-10) +(+12) = 5. (+6) +(-12) = 6. (-8) +(+10) =
7. (-7) +(+9) = 8. (+4) +(-9) = 9. (-9) +(+9) =
10.(+13)+(2)= 11 (-13) +(-2) = 12. (+15)+(-8) =
13. (-30) +(+20) = 14. (+60) +(-25) = 15. (-26) +(+22) =

3.4.3. AXIOMAS DE LA ADICION DE NUMEROS ENTEROS

En los siguientes axiomas: U =Z, se lee “El universo es el conjunto de los nUmeros enteros". Y, Va,Vb, Ve,
se lee “Para todo a, paro todo b, para todo c". Del mismo modo, Se, se lee "existe un unico elemento y solo
uno ”,y se puede representar por: 3lc, con el mismo significado.
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NOMBRE DEFINICION EJEMPLO F. SIMBOLICA

1.CLAUSURATTVO La suma de dos numeros 2y4 ez a 2+4 =6 U =Z.Va, Vb, Se (3lc):
~\\e.ros cualesquiera es =6 EZ
un namero entero Gnico. a+b=c=ceZ
2. CONMUTATIVO El orden de los sumandos U =Z. Va, Vb:
no altera la suma total. 5+4 =4+5
a+b =b+a
3. ASOCIATIVO Los sumandos se pueden U =Z. Va, Vb, Ve;

agrupar o asociar de (2+ 3)+5 =
cualquier modo, sin que 2 +(3 +5) (@a+b) +c =a +(b +c)
altere la suma total.

4. MODULATIVO Existe uno y solo un U =Z. Va, So (3/0):
namero entero, tal que 9+0 =0+9 = 9

El cero (0), se llama sumado con cualquier O+a=a+0=a

elemento idéntico. numero entero, el

neutro o mdédulo de la resultado es siempre ese (-3) +0 =0 +(-3) =-3

adicion. mismo ndmero entero.

5. INVERTIVO Para cada numero entero +5 +(-5 ) =0 U =Z. Va, 3(-a);
a existe un numero

(-a), se llama inverso entero (-a) tal que: 3+(-3) =0 a+(-a) =0; ai 0

aditivo u opuesto de a + (-a) = 0. Siendo a

(+a) y v\ceVersa. diferente de cero.

3.4.4. APLICACIONES (RESOLUCION DE ECUACIONES BASICAS)
a. ECUACION

Se llama ecuacién a la igualdad que es cierta (verdadera) para determinados valores de las variables que
contiene, por ejemplo: x +3 =10, es verdadera para x =7

b. RESOLUCION

Resolver una ecuaciéon es determinar los valores de las incognitas que hacen cierta la igualdad. Estos
valores se llaman soluciones o raices de la ecuacion.

Ejemplo 1. Resolver la ecuaciéon: 8 =x + 1

Proposiciones Razones

1 8 =x +1 Dato

2. X +1=8 Axioma simétrico (=)

3. X +1+(-1) =8 +(-1) Axioma aditivo (&

4. x +[! +(-D]= 8 +(-1) Axioma asociativo (+)
5. xt o=8+ Axioma invertivo ()

6. X =8 +(-1) Axioma modulativo (+)
7. X =7 Axioma clausurativo (+)

La solucién o raiz de una ecuaciéon se representa mediante un punto en la recta numérica, por ejemplo:
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Ejemplo 2. Resolver la ecuacion: 3 +x =-2
Proposiciones

1 3 +x =-2

2. X +3 =-2

2. X +3 +(-3) =-2 +(-3)
3. x +[3 +(-3)] =-2 +(-3)

4. X +0 =-2 +(-3)
5. X =-2 +(-3)
6 X =-5

Razones

Dato

Axioma conmutativo (+)
Axioma aditivo (&
Axioma asociativo (+)
Axioma jnvertivo (+)
Axioma modulativo (+)
Axioma clausurativo (+)

La solucidn o raiz de una ecuacion se representa mediante un punto en la recta numérica, por ejemplo:

~ v j | I | P
-5 -4 -3 -2 -1 0 1
Ejemplo 3. Resolver la ecuaciéon: -3 =2 +x
Proposiciones
1 -3 =2 +Xx
2. -3 =x +2
3. -3 +(-2) =x +2 +(-2)
4. -3 +(-2) =x +[2 +(-2)]
5. -3 +(-2) =x +0
6. -3 +(-2) =x
7. -5 =x
8. X =-5
~ 1 N 1 i 1 i
-5 -4 -3 -2 -1 0 1

1 Resolver las siguientes ecuaciones aplicando los axiomas de la igualdad y de la adicién de los nUmeros

enteros. Represente la soluciéon en la recta numérica.

------- toem- 1 -
2 3 4 o
Razones
Dato

Axioma conmutativo (+)
Axioma aditivo (&
Axioma asociativo (+)
Axioma invertivo (+)
Axioma modulativo (+)
Axioma clausurativo (+)
Axioma simétrico (2

1 x+1=4 2. x+2 =7 3. y+3=4 4. y+4 =3
5. x +5=2 6. z+8 =5 7. y+2=-5 8. y+3=-1
9.5=x+7 10. 2 =x +3 14 =y+2 12. 1=y +3
13.-3= x +5 14. -2 =y +5 15.9 =z +7 16.-5=y +2
17. 4 +y =9 18.5 +x =- 2 19. 2 +x =- 4 20. 2 +x =2

3.4.5. DEFINICION DE RESTA DE NUMEROS ENTEROS

Restar un numero entero de otro equivale a sumar al minuendo el opuesto del sustraendo. Simbdlicamente

se denota de la siguiente manera:

U =2. Va, Vb;

a,bez=>a-b

=a +(-b)

Ejemplo: 7-4 =7 +(-4). En el segundo miembro, el 7 es el minuendo y el -4 el opuesto del sustraendo.

La definicion de resta permite resolver ecuaciones de la forma: x - a = b, utilizando el proceso anterior:
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Ejemplo 1. Resolver la ecuacién: x - 2 =3

Proposiciones Razones
1 X- 2 =3 Dato
2. x+(-2) =3 Def. ()

3. X +(-2) ¥2=3+2
4. x +[(-2) +2)] =3 +2

Axioma aditivo (&
Axioma asociativo (+)

5. X +0 =3 +2 Axioma inventivo (+)
6 X =3 +2 Axioma modulativo (+)
7. x =5 Axioma clausurativo (+)
1 1 1 1 31— —- B S 1 1~
- -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 ( @
Ejemplo 2. Resolver la ecuaciéon: 7 =x - 1
Proposiciones Razones
1 7 =x-1 Dato
2. X-1=7 Axioma simétrico (2
3. x+(-1) =7 Def. ()
4. X +(-1) v =7 +1 Axioma aditivo (&)
5 xe¢ [((D)+1]=7 +1 Axioma asociativo (+)
6. X +0 =7 +1 Axioma invertivo (+)
7. X =7 +1 Axioma modulativo (+)
8. =8 Axioma clausurativo (+)
1 U 1 1 10 1 N > 1 i~
-« 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 «
Ejemplo 3. Resolver la ecuaciéon: -3 +x = -2

Proposiciones Razones

1 -3 +x =-2 Dato

2. X +(-3) =-2 Axioma conmutativo (+)
3. X +(-3) t3=-2 +3 Axioma aditivo (=)

4. x +[(-3) +3] =-2 +3 Axioma asociativo (+)
5. X +0 =-2 +3 Axioma invertivo (+)

6. X =-2 +3 Axioma modulativo (+)
7. X =1

Axioma clausurativo (+)

1. Resolver las siguientes ecuaciones aplicando los axiomas de la igualdad ~adicién y definicion de resta.
Represente la solucién en la recta numérica.

1 x-1 =4 2.x-2=7 3.y-3-4 4.1-4 =3
5. x-5=2 6. z-8 =5 7.2-2 =-5 8.2z-3 =-1
9.5 =x -7 10. 2 =z- 3 114 =y -2 12. -1 =y -3
13.-3=x -5 14. -2 =y - 5 15.9 =z -7 16. -5 =y - 2
17. -4 +y =2 18. -5+z =-2 19. -2 +x =-4 20. -2 +x =2
21. -6 +z =1 22. -5 +y =2 23. -3 +y =-2 24. -4 +x =5

25.4 =-5 +z

26. -2 =-3 +Xx
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27.5 =-7 +z

28. -3 =-2 +z

NUmeros Enteros



3.5. MULTIPLICACION DE NUMEROS ENTEROS
Iniciaremos este capitulo con la revisién de la ley de los signos para la multiplicacion.

3.5.1. LEY DE LOS SIGNOS

Para multiplicar dos nimeros enteros (llamados factores) se halla el producto de sus valores absolutos:
Si los dos factores tienen el mismo signo se antepone al producto el signo +, si los factores tienen signos
diferentes se antepone el signo menos Por ejemplo:

(+4) (-5) =(-20)

Ejemplo:
() (+3) = (+12) Si ay b son numeros enteros (a) (+b) = (o)
(+4) (-3) = (-12) o0 W\ W | (+2) C-b) =(-0)
(-4) (+3) =(-12) PN Lot (-a)(#b) =(-0)
(-4) (-3) = (+12) resume de la siguiente forma: (a) (b = ()
Observacion: (+3)x(-2) =-6
-00 -6 0 1 °°

(+3)x(-2) = (-2)+(-2)+(-2) = -6
3.5.2. AXIOMAS DE LA MULTIPLICACION
En los siguientes Axiomas: U -T.se lee "El universo es el conjunto de los numeros enteros". Y, Va,Vb,

Ve, se lee "Para todo a, paro todo b, para todo c". Del mismo modo. Se, se lee "Existe un unico elemento
y solo uno ",y se puede representar por: Ble, con el mismo significado.

NOMBRE DEFINICION EJEMPLO F. SIMBOLICA
I.CLAUSURATIVO El producto de dos U =Z. Va, Vb, Se (Ble):
enteros cualesquiera es 2y 4 ez . 2x4 =8
un namero entero Unico. ~8ez axb=c=ceZ
2. CONMUTATIVO El orden de los factores U =Z. Va, Vb:
no altera el producto. 5x4 = 4x5 axb=bxa
a.b =b.a
3. ASOCIATIVO Los factores enteros se U =Z. Va. Vb, Ve:
pueden agrupar o asociar [(-3) x (-2)] x 6 =
de cualquier modo, sin (-3) x [(-2) x 6] (axb)xc =a x (bxc)
que altere el producto. (ab)c =a(bc)
4. MODULATIVO Existe uno y solo un U =Z. Va, Si (3Y)):
entero, que multiplicado
El uno (1), se Illama por cualquier nimero 9x1 =1Ix 9 = 9 Ixa=axl=a
elemento idéntico, entero el resultado es la =al =a

neutro o moédulo de la siempre ese mismo (-3) x 1=1x (-3) =-3
multiplicacion. numero entero.

Msc. Paco Bastidas Romo <& Otros 43 NUameros Enteros



3.5.3. APLICACIONES (RESOLUCION DE ECUACIONES BASICAS)

A continuacioén se sugieren algunos ejemplos, que pueden ser muy Utiles para resolver una ecuacion:

Ejemplo 1.Resolver la ecuaciéon: Ix +4 =8

Proposiciones

1 IXx +4 =8

2. X +4 =8

3. X+ o+ f_.?};g -

4. x +[4 +(-4)] =8 -4

5. x +0 =8 -4

6. Xx= 8 -4

7. X =4
Ejemplo 2. Resolver la ecuacién: Ix -2 = -4

Proposiciones

1 IX -2 =-4

2. X- 2=-4

3. X +(-2)=-4

3. x+ (-2) 2 =-4 +2
4. x+ [(-2) +2] =-4 +2
5. X +0=-4 +2 .
6. X =-4 +2
7. X =-2

Ejemplo 3. Resolver la ecuacion: 0 = Ix- 3

Proposiciones

1 0 =Ix -3
2. Ix - 3 =0
3. X -3 =0
4. x +(-3) =0

5 x +(-3) +3=0+3

6. X+[(-3) +3] =0 +3

7. X +0 =0 +3
8. X =3
N i i
1 1
-00 -5 -4 -3 -2

EJERCICIOS

1 Resolver las siguientes ecuaciones aplicando axiomas.

1Ix *2 =5 2. Ix+3 =3
5 Ix +5=-1 6. Ix +4=1
9. Ix-3 =-£ 10. Ix-2 =-7
13.1x-5 =2 14. Ix - 5=5
17. 3 =Ix - 2 18. 2 =Ix - 4
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3. Ix+2 =3
7.1x +2=-4
11 Ix - 2=3
15. Ix- 4 =-1
19. 5 =Ix +2
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Razones

Dato

Axioma modulativo (x)
Axioma aditivo (=)
Axioma asociativo (+)
Axioma invertivo (+)
Axioma modulativo (+)
Axioma clausurativo (+)

Razones

Dato

Axioma modulativo (X)
Def. (-)

Axioma aditivo (=)
Axioma asociativo (+)
Axioma invertivo ()
Axioma modulativo (+)
Axioma clausurativo (+)

Razones

dato

Axioma simétrico (=
Axioma modulativo (x)
Def. (-)

Axioma aditivo (=)
Axioma asociativo (+)
Axioma invertivo (+)

Axioma modulativo (+)

1 f 1 =
2 3 4 o
4. Ix +4=-5
8. Ix +3 =-2
12. Ix -4= -6
16. Ix -7 =-2

20. 5 =Ix +3
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3.5.4. DEFINICION DE DIVISION

En general, la divisidon en el conjunto de los nimeros enteros esta definida cuando el dividendo es multiplo

del divisor (division exacta).
Definicion: Todo numero entero dividido para la unidad es igual al mismo ndmero:
a4 1=a (-2) +1=-2 -9 +1 =-9 X 4-1 =x
Definicién: Todo numero entero, diferente de O, dividido para si mismo es igual a 1
a+a=I1;a*0 (-2) +(-2)=1 -9)* (-9 =1

Observaciéon: La division de un entero, diferente de 0, dividido para 0 no esta definida. Ya”™Z: a+0; a*0,

no esta definida. Ejemplo: 4+0, no definido. Cero dividido para cero (0+0) es una indeterminacion (Ind).

a. LEY DE LOS SIGNOS

Si los dos numeros enteros (llamados dividendo y divisor, respectivamente) tienen el mismo signo el
resultado (llamado cociente) es positivo, caso contrario es negativo.

Dividendo Divisor Cociente

X V

(+10) +(-5) =(-2)

Observacion: el signo “+HVise omite; tanto en el dividendo, divisor o cociente (se sobrentiende).

Ejemplo:
(+14) +(+7) =2 Si ay b son nimeros enteros y (+a) 'r (+b) = (+¢)
(+14) + (-7) =-2 a+b =c, siendo b* 0, la ley de (*a) +(-b) =(—C)
m14) + (+7) =-2 los signos se resume de la (-a) - (+b) =(-c)
(-14) +(-7) =2 siguiente forma: (-a) 4 (-b) =(+0)

Ejemplo 1. Resolver la ecuaciéon: x + 1 =7

Proposiciones Razones
1 x+1=7 Dato
2. x =7 a/l =a
« 1 1 i 1 1 1 1 ¥ b
0 1 2 3 4 5 6 7 8 @
Ejemplo 2: Resolver la ecuacion x = -4+ 1
Proposiciones Razones
1 x=-4+1 Dato
2. =-4 a/l =a
« 4 4 1 - 1 h
-00 -5 -4 -3 -2 -1 0 ®
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Ejemplo 3. Resolver la ecuacion: 3 + O =x

Proposiciones Razones

1 3+0= x Dato

2. x=3+0 Axioma simétrico (®
3. x=3 No esta definido

EJERCICIOS S

1 Resolver las siguientes ecuaciones aplicando los axiomas de la igualdad, de la multiplicacion, y
definicion de division. Represente la soluciéon en la recta numérica.

1.x-i- 1=6 2.x =-6 4+3 3.y =8+-4 4. -15 + -5 =y
5. x+1=3 6.x =-16 - -4 7.2=-9- 3 8.5+4 =y
9.y =1+0 10. z+ 1=5 11. z=5+0 12. z= 5+ 3

3.6. AXIOMAS DISTRIBUTIVO-RECOLECTIVO

El producto de un nimero entero cualquiera por la suma de dos numeros enteros cualesquiera, es igual a
la suma de los productos de ese numero entero por cada uno de los sumandos.

El Axioma distributivo se escribe en forma simbdlica de la siguiente manera:

U =Z. Va,Vb,Vc; a.(b+c) =a.b +a.c DISTRIBUTIVO

Ejemplo 1: 2x (6 +3) =2.5 +2.3

Si en la definicion simbdlica, del axioma distributivo, se aplica el axioma simétrico de la igualdad, se
tiene:

U =Z. Va.Vb.Vc; a.b+a.c =a.(b+c) RECOLECTIVO

Ejemplo 2: 25 +2.3 =2.(5 +3)
La operacion realizada en el ejemplo anterior se conoce, generalmente, como axioma recolectivo o
factor comun. Si consideramos lo anotado anteriormente, el axioma distributivo-recolectivo se escribe
en forma simbdlica de la siguiente manera:

U =Z. Va,Vb,Vc; a.(b+c) =a.b +a.c a a.b+a.c =a.(b+c)
3.6.1. APLICACIONES

a. Verifique la siguiente igualdad aplicando el axioma distributivo.

Ejemplo 1. 2(4 +3) =14

Proposiciones Razones
12(4+3)=14 Dato

2.24+23 =14 Axioma distributivo
3.8+6 =14 Def. (x)

4,14 =14 Def. ()
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b. Verifique la siguiente igualdad aplicando el axioma recolectivo (factor comun).

Ejemplo 2.3.4 +5.4 =32

Proposiciones Razones

1 3.4+54=32 Dato

2. 4.(3 +5) =32 Axioma recolectivo
3. 4.8 =32 Def.M

4. 32 =32 Def. ().

1. Verifique las siguientes igualdades aplicando el axioma distributivo o recolectivo segun corresponda:
1 3.(4+ 2) =18 2. 7(4+ 5) =63 3. 2(3+2) =10
4. 3.2+52 =16 5.4.3. @5.4 =32 6.23+3.5=21

3.7. DESIGUALDAD EN LOS NUMEROS ENTEROS
3.7.1. DEFINICION

La desigualdad, es una relacion matematica entre dos expresiones que no son jguales. Los simbolos
utilizados para denotar una desigualdad son: < (menor que) o > (mayor que).

1 Un ndmero entero a es menor que un nimero entero b, si en la recta numérica el punto a esta a la
izquierda del punto b, por ejemplo:

a b
< 1 hed 1 1 1 4 1. >
-4 -3 -2 -1 0] 1 2

Como puede verse en el grafico a <by en particular -3 <1, por la razén indicada anteriormente.

2. Un numero entero b es mayor que un nimero entero a, si en la recta numérica el punto b esta a la
derecha del punto a, por ejemplo:

K
v

—o00 -4 -3 -2 -1 0 1 2 00
Como puede verse en el grafico b >a, y en particular 1> -3, por la razén indicada anteriormente.

Definicibn 1: a es menor que b es equivalente a decir que: la diferencia (a - b) es un nUmero negativo:
En forma simbdlica se escribe:

a<bo (ab) <O Ejemplo: -3 < 1porque -3-1 = -4; -4 es negativo.

Definicién 2: a es mayor que b es equivalente a decir que: ladiferencia (a - b) es un nimero positivo. En
forma simbdlica se tiene:

Ejemplo: 1 >-3 porque I-(-3) =4; 4 es positivo.
a>b<>(a-b) >0 jemp porq (-3) p

3.7.2. AXIOMAS DE LA DESIGUALDAD (ORDEN)

En los siguientes axiomas: U =Z, se lee LEl universo es el conjunto de los nimeros enteros”. Y, Va,Yb,
Ve, se lee "Para todo a, paro todo b, para todo c". Se, se lee "Existe un Gnico elemento y solo uno” (3!c).
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NOMBRE
1. TRICOTOMIA

2. TRANSITIVO

3. ANTISIMETRICO

4. ADITIVO

(El signo no cambia)

5. MULTIPLICATIVO

(El signo cambia si el
factor es negativo)

3.7.3.

a. INECUACION

Si una desigualdad contiene variables se llama inecuacidon. Resolver una inecuacion es determinar los

DEFINICION

Entre dos numeros
enteros cualesquiera se
cumple unay solo una de
las siguientes relaciones:
son iguales, el lroes
mayor que el 2do, o el 1Iro
es menor que el 2do.

Si un ler nUmero entero
es mayor (menor) que un
2dy éste mayor (menor)
que un 3ro, entonces el
lroes mayor (menor) que
el 3ro.

Si un nUmero entero es
mayor que un segundo,
entonces el segundo es
menor que el primero.

Si a cada miembro de una
desigualdad se suma un
mismo ndmero entero
cualquiera, el sentido de

la desigualdad no cambia.

Si cada miembro de una
desigualdad se multipli-
ca por un mismo entero
positivo, el sentido de la
desigualdad no cambia,
pero si se multiplica por

un entero negativo el
signo de la desigualdad
cambia.

EJEMPLO

2y 2, se cumple que:

2=2

5y 2, se cumple que:

5> 2

1y 3, se cumple que:

1 <3

5>2 a2>0->

5=0

1<2 a 2<3 -»
1<3

9>3 <» 3<9
4<12 == 12>4

7>3 a 222 ->
7+2>3+2
5<9 . 83=3 —
5+3<9+3

Numero positivo
3<9 at2 =+2—>
3.2 <9.2

Numero negativo
3<9 a-2 =-2->
3 (-2) >9 (-2)

APLICACIONES (RESOLUCION DE INECUACIONES BASICAS)

valores de las variables que hacen verdadera la desigualdad. Por ejemplo:

[FEN

« i 1

-2 -1

6] 1 2

X >3

F. SIMBOLICA

U =z. va, Vb:

a?tbo a>b y a<b

U =Z. Va, Vb, Ve:

a>b a b>c = a>c

a<b a b<c = a<c

U =2z. va, Vb:
a>b <=b <a

a>bob j=a

U=z. va, Vb, Ve:

a>b a c=c =5 a+c > b+c

a<b a c-c =a+c <b+c

U =Z. va, Vb, Ve:

NUmero positivo (c>0)
a>b a c-c =a.c >b.c

Numero negativo (c<0)

a=>b a c=c =a.c <b.c

La circunferencia indica que el 3 no es elemento del conjunto, y la flecha que el conjunto es infinito.

Del mismo modo, x < 2;

valores mayores que 2.

X< 2
t t N
0 1 2
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b. RESOLUCION

Resolver una inecuacién es hallar los valores enteros para los cuales la desigualdad es verdadera.

Ejemplo 1. Resuelva la inecuacion: x +2 >5

Proposiciones

1 X +2>5

2. X+2+(-2) >5 +(-2)
3. X+[2 +(-2)] =5 +(-2)
4. X+0 >5 +(-2)
5. x =5 +(-2)
6. X >3

R + — —— b - £
-© -2 -1 0 1 2

La flecha con origen abierto (circunferencia) indica que todos los nimeros mayores que 3 son soluciones

de la inecuacién, menos el 3.

Ejemplo 2. Resuelva la inecuacion: x - 2 <8

Proposiciones

X-2<8

X +(-2) <8
X+(-2) +2 <8+2
x+[(-2)+2] <8+2
X+0 < 8+2
X <8+2

x< 10

N o g MwN P

~ 1
w©  -20 10

EJERCICIOS

20

30 40

Razones

Dato

Axioma aditivo (<>
Axioma asociativo (+)
Axioma invertivo (+)
Axioma modulativo (+)
Axioma clausurativo (+)

Razones

Dato

Definiciéon de resta
Axioma aditivo (s>
Axioma asociativo (+)
Axioma invertivo (+)
Axioma modulativo (+)
Axioma clausurativo (+)

= i

50 60

i w
70 ©®

1 Resolver las siguientes inecuaciones y represente el conjunto solucién en la recta numérica.

1 x+3 >1 2. z+8 >5

5. z+5 >10 6. y+7>=>-2
9. x-5<2 10. z-4 <-8
13.y-6<-3 14. x -4 <-2

3. x+2>-1
7. X+2>3
11 x-5<4
15. y-1<1

4. y+6 >-2

8. y+3>5
12. x-3<7
16. y -2 <5

3.8. POTENCIACION (ENTEROS CON EXPONENTES NATURALES: ZN)

Se ha estudiado la potenciacién cuando la base y el exponente son nimeros naturales. Se estudia ahora

el caso en el que la base es un nimero entero y el exponente un ndmero natural.

Se llama potenciacion al producto formado mediante multiplicaciones sucesivas de un mismo ndmero o

letra. Por ejemplo:

(-2)3=1(-2).(-2).(-2)

Observacion: El -2 se llama base, el 3 exponente (indica el nimero de veces que el nimero o letra se ha

entonces

(-2)3=-8

de multiplicar por si misma). Como (-2)3=-8, el -8 es la tercera potencia de -2.
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3.8.1. DEFINICIONES BASICAS

Si la base a es un niumero entero, Z ={...,-2,-1,0,1,2,...}, y el exponente n un natural, N ={0,1,2,...}:

EXPRESION DEFINICION EJEMPLO
La potencia cero, exponente 0, de un numero 0o=3
1. POTENCIA CERO
entero a, distinto de cero, es igual a 1 ° =1
a° =1; a 0 (-2)° =1
La potencia uno (exponente 1) de un numero o =0
2. POTENCIA UNO entero a, es igual al mismo numero sin el 21:2
exponente. B
(-2)1=-2
al=a
| La PEP, de un numero entero a, es igual al (0)2=0.0
3. POTENCIA ENESIMA .
producto de n veces a; siendo n > 1 (2)2=2.2 =4
POSITIVA (PEP) £o N )2 2y(-2
an = a-a-a ..a; a ane - =(-2)(-
N* = {2,3,4...} (-2)2=(-2)(-2)
n veces (-3)3=(-3)(-3)(-3)

3.8.2. TEOREMAS DE LA POTENCIACION
S*. any bn, son potencias definidas en los nimeros enteros con exponentes naturales, N ={0,1,2,3,

NOMBRE TEOREMA EJEMPLO

La PEP par de base positiva (+) o negativa (-) es 2y =4
1. POTENCIA ENESIMA

positiva: (32=9
POSITIVA PAR @" =x; n~AN* par (-2)2=4
(-a)n=x; n~N* par -3)2=9

La PEP impar de base positiva (+) es positiva y (2)3=8
2. POTENCIA ENESIMA

de base negativa (-) es negativa: (3)3=27

POSITIVA IMPAR .
(ay =x; n~™N* impar (-2)3=-8
(-a)n = -x; n~N* impar (-3)3=-27

La potencia enésima del producto de numeros
3. POTENCIA ENESIMA DEL enteros, es igual al producto de las potencias (-2.3)2=(-2)232
PRODUCTO enésimas de cada uno de los factores. (-2.3)2=(-2)2.32
(a.b)n = anbn 36 =36
La potencia enésima de cociente exacto (division
4. POTENCIA ENESIMA DEL exacta) de nameros enteros, es igual al cociente  (-6/3)2=(-6)2/32
COCIENTE EXACTO de las potencias enésimas; b * 0. (-2)2=36/9
(a/b)n = arvbn; b * 0 4 =4

Observacion: (-2)2* - 22 En el primer caso se tiene que (-2)2=4, y en el segundo -22=-4.
3.8.3. OPERACIONES DE LA POTENCIACION

Si: amy an, son potencias definidas en los nimeros enteros con exponentes naturales:

OPERACION TEOREMA EJEMPLO
De igual base: (-2)2 (-2)3=
1. PRODUCTO DE Se mantiene la base y se suman los exponentes. (-2)2)3=(-2)5
POTENCIAS am an = an™m
De igual base: (-2)%(-2)3=
2. COCIENTE DE Se mantiene la base y se restan los exponentes. (-2)53=(-2)z=4
POTENCIAS amfan = anmin, m>n ya*o0
3. POTENCIA DE Se mantiene la base y se multiplican los exponentes [(-2)3]2=(-2)3
POTENCIA (amn = a™" [(-2)3]2=26

Observacion: la resta (exponentes) no estd definida en N cuando el minuendo menor que el sustraendo.
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3.8.4. APLICACIONES (RESOLUCION DE ECUACIONES BASICAS)

Resolver una ecuacién es determinar los valores de las incognitas que hacen cierta la igualdad. Estos

valores se llaman soluciones o raices de la ecuacion.

Ejemplo 1: Resolver la ecuacion x *(-2)° =4

Proposiciones
1 x*(-2)° =4
2. x*l =4
3. X =4

Razones

Dato

a° =

;a* o

Axioma modulativo (x)

1 Hallar el valor numérico de las siguientes expresiones aplicando la

potenciaciéon para los numeros enteros con exponente natural.

1 (-4)2-4)4 2- (-5)2(-5)3
5. [-(4)3]2 6. [(-2)4]2
9. (2. 5)2 10. 45/43
13. (4/2)2 14. (8/2)3

3. (-3)3x(-3)2
7. (2.3)2

11 25/2

15. (6/3)2

-f— »
g oo

definicion y teoremas de la

4. [(-2)23
8. (4. 5)3
12. 35/32
16. C-2)4/(-2);

2. Resolver las siguientes ecuaciones. Represente la solucién en la recta numérica.

1 x *(-4)° =5 2. x =3 «(-2)1 3. (-2)2(-2)3=x

4. (32)3- 719 =x 5. x =23 33 206 6. x =62/22+11

7. x =(-2)¥(-2)2+23 8. x *(-2)°=7 9. x =4*(-3)!

10. (-3)2(-3)3=x 11 (22)3- 60 =x 12. x =42*32- 140

3. Construir un mentefacto para la potenciacion.

4. Escriba las propiedades y teoremas de la potenciacion en Z, aplicando el axioma simétrico (&).

3.9. RADICACION

3.9.1. DEFINICIONES BASICAS

Si a es un nimero entero, y n es natural mayor que uno (conjunto representado por N*), se tiene:

EXPRESION DEFINICION

La raiz enésima exacta de

1. RATZ ENESIMA

EJEMPLO

un nimero entero llamado Exacta

radicando, es otro entero que, elevado a la potencia yg =2 - 23=8

EXACTA

enésima, es igual al mismo radicando.

N* ={2,3.4,..} e Vac

=Xx"=a;n™~"N*

2. RAIZ ENESIMA DE 1 Laraiz enésima de 1les igual a 1

VT =1

Inexacta
V2 =3,enZ

La raiz y potencia enésima, de un mismo numero

entero, se simplifican:

3. RAIZ y POTENCIA
ENESIMA:

Va” = (Va)” =a; a =0 a n~N* par

Msc. Paco Bastidas Romo & Otros
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3.9.2.

TEOREMAS DE LA RADICACION

Si: Va y Vb. son raices definidas en los nimeros enteros con indice, n, natural mayor que uno (N*):

NOMBRE

1. RATZ ENESIMA
PAR EXACTA
N* = {2,3,4,..}

Tiene 3 posibilidades:

2. RAIZ ENESIMA
IMPAR EXACTA
N* ={2.3,4,...}

Tiene 3 posibilidades:

3. RAIZ ENESIMA
DEL PRODUCTO

4. RATZ ENESIMA
DEL COCIENTE

TEOREMA

1 Radicando positivo (+): tiene dos raices opuestas.

3a: Va =xx; a>0 a ne N* par
Inexacta: V3 =3, enZ

2. Radicando igual a O: tiene una raiz, el O.

VO =0; n”~™N* par

3. Radicando negativo (-): no tiene raices en Z.

V-a =3; n™~N* par

1 Radicando positivo (+): tiene una raiz positiva
3a: Va =+x;a>0 An”™N* impar
Inexacta: V7 =3,en Z

2. Radicando igual a O: tiene una raiz, el O

VO =0; n~N* impar
3. Radicando negativo (-): tiene una raiz negativa.
3-a: V-a = -Xx; a>0 a n™N* impar

Inexacta: 75 =3,enZ

La raiz enésima de un producto es igual al producto
de la raiz enésima de cada factor (definidas en Z):

3a,b: Va.b =Va . Vb

La raiz enésima de la divisibn exacta es igual al
cociente de las raices enésimas (definidas en Z),

dividendo y divisor; b * 0.

EXACTO
3a,b: 7a/b =Va / Vb : b x=0
EJERCICIOS .
b
1. Hallar la raiz indicada, si es posible:
1. VI25 2. VN216 3.vs8l 4. V=9
6. VA 1.VvO 8. Vi69 9. \AJ28

2. Escriba las propiedades de la radicacion aplicando el axioma simétrico (&).

Observacion: La suma, resta y el producto de dos ndmeros enteros es otro numero entero. El cociente en 2 no
siempre es posible, s6lo ocurre cuando la divisién es exacta.La potencia es posible cuando el exponente es un nimero
natural. Si la base es negativa con exponente par la potencia es positiva y si el exponente es impar es negativa. La
raiz de un nimero entero no siempre es posible, s6lo ocurre cuando la raiz es exacta. Si el indice es impar la raiz
tiene el mismo signo que el radicando. Si el indice es par y el radicando (+) tiene dos raices (3). Si el indice es par y

el radicando (-) no existe raiz en 2.
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EJEMPLO

Exacta
V25= +5 —
(#5)2=25

Vo= O -

(0)2=0

V™ =B, en Z

V8 =2 - 23=8

VD
]
(0]

Vas = -2~(-2)3=-8

74-25 =74*725

V2-5 =3,enZ

71674=716/74

73/7 =3,enZ

5. V2i =
10. V2401

Numeros Enteros



CAPITULO 4

NUMEROS RACIONALES (q)
4.1. INTRODUCCION

Los nimeros naturales, N ={0, 1, 2, 3,...}, se usan para contar los elementos de los conjuntos. En N
se puede sumar y multiplicar; y con ambas operaciones el resultado es, en todos los casos, un nimero
natural. Sin embargo, no siempre pueden restarse ni dividirse (ni 2 - 5 ni 7* 4 son nameros naturales).

El conjunto de los nimeros enteros. Z ={..., -3, -2, -1, 0,1, 2, 3,...}, esta compuesto por los naturales y los
correspondientes negativos (el O no es positivo ni negativo). El conjunto de los niumeros enteros permite
resolver el problema de la sustraccién de nimeros naturales, por lo tanto, en Z se puede sumar, multiplicar
y restar, en todos los casos. Sin embargo, en general, dos niumeros enteros no se pueden dividir, por
ejemplo: 3/4. Por esta razén se crea el conjunto de los niumeros racionales.

4.2. NUMEROS RACIONALES (Q)

El conjunto formado por las expresiones: asb, donde ay b son numeros enteros, con b diferente de cero,

se llama conjunto de los niumeros racionales. Se representa con la letra Q o Q, mayuscula (negritas). La
letra inicial Q se deriva de "quotient" del inglés, resultado de la division.

Q ={x/x=";a 2’ b_~ ZMBEEO;

Si consideramos el conjunto de los numeros enteros, Z ={...,, -3, -2, -1, 0,1, 2, 3,...j, entonces, se pueden
escribir algunas fracciones dividiendo, por ejemplo, el 1 para cualquier nimero entero, excepto el cero:

1/2,1/3,1/4,1/5,1/6,1/7,... 6 1/-2,1/-3,1/-4,1/-5,..
Del mismo modo, con el nimero 2:
2/3, 2/4, 2/5, 2/6, 2/7, 2/8,... 6 2/-1, 2/-2, 2/-3, 2/-4, 2/-5,...
V asi sucesivamente:
3/2, 3/3, 3/4. 3/5, 3/6, 3/7, 3/8,... 6 3/-2, 3/-3, 3/-4,3/-5,..
4/1, 4/2, 4/3, 4/5, 4/6, 4/7,4/8,... 6 4/-1,4/-2, 4/-3,4/-4,..
o0/1,0/2,0/3,0/4,0/5,... 6 -0/2,-0/3, -0/4, -0/5,...

Los numeros naturales y enteros son subconjuntos de los nUmeros racionales, ya que se obtienen mediante
el cociente de si mismos para la unidad (a =a/1) o cuando el numerador es multiplo del denominador:

3/1 =3, 4/2 =2 (ndmero natural, entero) ¢} -3/1 =-3, 4/-2 =-2 (ndmero entero)

Observacioén: los numeros racionales no enteros se llaman fraccionarios. Se representa con la letra F.
En el conjunto de los nimeros enteros (Z) cada namero tiene un siguiente, por ejemplo: el siguiente al 3
es el 4, el siguiente al -3 es el -2. En el conjunto Q de los nUmeros racionales no pasa lo mismo, pues entre
cada dos numeros racionales existen infinitos nimeros racionales.
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Las fracciones, a/b, constan de dos términos: a llamado numerador y b denominador. Por ejemplo: en 7/8,
el 7 se llama numerador y el 8 el denominador. La fracciéon: 7/8, se pueden escribir, ademas, de la forma:

- 0 7*8. En la expresion: 78 el numerador es el dividendo y el denominador el divisor.

Para leer una fraccién se enuncia primero el numerador y después el denominador. Por ejemplo:3/2 se lee
"tres medios”. Si el denominador es mayor que 10, se afiade al denominador la terminaciéon "avo". Por
ejemplo: 4/12 se lee "cuatro doceavos", 7/15 "siete quinceavos", entre otros.

4.2.1. CLASES DE NUMEROS FRACCIONARIOS
Los nimeros fraccionarios se clasifican en: propios e impropios.

1. FRACCION PROPIA: cuando el numerador es menor que el denominador. Toda fraccion
propia es menor que la unidad. Por ejemplo: 2/3, 7/8, 9/13, entre otros.

2. FRACCION IMPROPIA: cuando el numerador es mayor que el denominador. Toda fraccion
impropia es mayor que la unidad. Por ejemplo: 3/2, 4/3, 7/5, entre otros.

Se llama numero mixto aquel que consta de un entero y una fraccién. Para convertir un nimero mixto en
fraccion, se multiplica el entero por el denominador, al producto se suma el numerador, y esta suma se
divide por el denominador. Por ejemplo:

12 = 1®+ =
3 3

Para convertir una fracciéon impropia en un nimero mixto, se divide el numerador para el denominador.
Si el cociente es exacto, éste representa un numero entero; si no es exacto, se afade al entero un
quebrado que tenga por numerador el resto y por denominador el divisor. Por ejemplo: 11/8 =1J-.

EJERCICIOS

1 Halle la fraccién correspondiente a los siguientes numeros mixtos:

>a 21 24 : 4-91

6 6] si 8'51 9-7; 10. 31

Halle el nimero mixto correspondiente a las siguientes fracciones:

1 7/3 2. -8/5 3. 1/5 4. -7/2 5. 6/5
6. -7/2 7. 774 8. -9/4 9. 2/5 10. - 6/3

4.2.2. REPRESENTACION GEOMETRICA DE LOS NUMEROS RACIONALES

Consideremos la recta r y sefialemos en ella un punto 0. El punto O determina en r dos semirrectas, una a
la derecha y otra a la izquierda, del mismo punto. En la misma recta r sefialamos otro punto 1. Llamaremos
segmento unidad a la parte de la recta r, limitada por los puntos O y 1 (origen y extremo).

Msc. Paco Bastidas Romo & Otros 54 Numeros Racionales



La representacion geométrica de los niumeros racionales se obtiene mediante subdivisiones adecuadas del
segmento unidad. Se presentan dos casos.

1 Fracciones propias. Grafique, en la recta numérica el nUmero 2/3.

Se divide el segmento unidad en 3 partes (denominador =3), luego se seriala en la segunda parte
(numerador =2).

-1 0 2/3 1
2. Fracciones impropias. Grafique en la recta numérica el nUumero 574

Se escribe la fracciéon en su forma "mixta” (li): a partir de la parte entera (1), se divide el
segmento unidad en 4 partes (denominador”), luego se sefiala en la leparte (numerador =1).

g RNENS NSNS WSS WSS SN S JSUY WSS ENUINS SN S
4

parte entera (1)

1 Grafique, en la recta numérica, los siguientes nimeros racionales:

1 2/3 2. -4/5 320 4. - 3/2 5. 6/5
6.-7/2 7.7/3 8. -9/74 9. 12/5 10. - 6/3
11 4/3 12. - 9/5 13.10/3 14. - 8/3 15. 15/4
16. 11/3 17. -15/74 18.13/5 19. - 8/3 20. 6/3

4.2.3. FRACCIONES IGUALES

Dos fracciones a/b y c/d son iguales, se escribe a/b =c/d, si se cumple que ad =be. En forma simbdlica
se indica de la siguiente manera:
a’/b =c/d = ad =be

Ejemplo: 2/3 =6/9, porque: 2.9 =3.6 y 2/2 =£ -2/5, porque: 2.5 ™ 2(-2)

EJERCICIOS

1 Verificar si las siguientes fracciones son iguales:

1. 1/3y 2/6 2. 1/5y -2/10 3. 2/8y 6/24 4. 6/7y 12/14
5. -7/14y 21/42 6.-3/4y -9/36 7. 14/21y 2/3 8. 9/27y 3/9

4.2.4. SIMPLIFICACION DE FRACCIONES

Simplificar una fraccién es convertirla en otra fraccién igual a la primera, mediante la eliminacién de los
factores comunes al numerador y denominador. Para simplificar una fraccién se divide el numerador y
denominador por su mcd. Los términos obtenidos, en la fracciéon simplificada, son respectivamente,
menores que los términos de la fraccién original: ac/bc =a/b.
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Ejemplo 1. Simplificar la fraccién: 6/10.

a. Se halla el mcd dividiendo al mismo tiempo el numerador y denominador por los factores

comunes, hasta que los cocientes sean primos entre si. El mcd es el producto de los factores

comunes.

b. Se halla el producto de los factores comunes: El mcd (6, 10) =2

b. Se divide el numerador y denominador por el mcd: —
r

6-2 1
10 10-2 10 5.2" 5

Observacion: Se denomina fraccién irreducible cuando el numerador y denominador son primos entre si.

Ejemplo 2. Simplificar la fraccién: 6/24.

a. Se halla el med dividiendo al mismo tiempo el numerador y denominador por los factores

comunes, hasta que los cocientes sean primos entre si. EIl mcd es el producto de los factores

comunes.

6 24 2
3 12 3
1 4

b. Se halla el producto de los factores comunes: El mecd (6, 24) = 2x3 =6

c. Se divide el numerador 31/ denominador rpor el mcd: 2 = _ -

Ejemplo 3. Simplificar la fraccion: 28/36.

28 36 2
14 18 2
7 9

24

mcd (28, 36)= 2x2 =4

28 28-4 7
36 ~36-4 — 9

Observacioén: el proceso anterior equivale a dividir los dos términos de

los factores comunes a dichos términos.

EJERCICIOS

1Simplificar las siguientes fracciones:

1 18 /30 2. -15/35
5. 14728 6. 12/36
9. -8/24 10.21/35

\

3. 10/25
7. 16/32
11 .8/12

4.2.5. EXPRESION DECIMAL DE LOS NUMEROS RACIONALES

- =- o tt- 7
6 4 24 46 4
28_ 74 _ 7
36" 9.4" 9

la fraccién, sucesivamente, por

4. -6/22
8. 15/30
12. 15/20

Si el numero racional no es entero, al dividir el numerador para el denominador, se obtiene la expresion

decimal del nimero racional dado. Por ejemplo: 1/2 =0,5. Para distinguir la primera notacién de la segunda,

se conviene en llamar nimero decimal a la segunda.
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Hallar la expresiéon decimal de: 3/4 y 24/5.

3/4 30 | 4 24/5 24 | 5
20 0,75 40 4.8
0 (6}
3/4 =0,75 24/5 =4,8

Un ndmero decimal tiene una parte entera y una parte decimal, separadas por la coma decimal. Por
ejemplo: en el nimero 12,243; el 1y el 2 son sus cifras enteras, y el 2,4 y 3 son sus cifras decimales.

La parte entera estad formada por: unidades (U), decenas (D), centenas (C), millares (M), decenas de
millar (DM), entre otras. La parte decimal por: decimas (d), centésimas (c), milésimas (m), diez milésimas
(dm), cien milésimas (cm), entre otras. Por ejemplo, el niUmero 234,125 tiene:

Parte entera: 2 centenas, 3 decenas, 4 unidades.
Parte decimal: 1decima, 2 centésimas, 5 milésimas.

centenas decenas unidades coma decimas centésimas milésimas
C 0 u _ d c m
2 3 4 1 2 5

Observacién: Una decena es igual a diez unidades (10 =10U), una centena es igual a diez decenas 6 a 100
unidades (1C = 10D = 100U). La décima parte de la unidad, o sea 1/10, se llaman décimas, la centésima
parte de la unidad, o sea 1/100, se llaman centésimas, y asi sucesivamente.

Un ndmero decimal se puede leer de dos maneras:

1 Por separado la parte entera y decimal: 15,134 se lee "15 unidades y 134 milésimas"
2. La parte entera y decimal separadas por la palabra "coma™: 15,134 se lee “15 coma 134"

EJERCICIOS

1 Hallar la expresién decimal de los siguientes nimeros racionales:

1 18/30 2. 15/35 3. 10/25 4. 6/22
5. 14/28 6. -12/36 7.16/32 8. 15/30
9. 8/24 10.21/35 11 -8/12 12. 15/20

Observacién: Si los numeros decimales tienen muchas cifras, en la parte decimal, es conveniente tomar
aproximaciones de dichos nimeros. Para aproximar un nimero por redondeo, hasta una determinada cifra
decimal, se tiene:

1 Si la primera cifra que se va a suprimir es menor que 5, entonces la Ultima cifra retenida se
conserva. Por ejemplo: 0, 434 a centésimas 0,43.

2. Si la primera cifra que se va a suprimir es mayor o igual a 5, entonces la dltima cifra retenida
aumenta en una unidad. Por ejemplo: 1, 2367 a milésimas 1,237.

EJERCICIOS

1 Hallar, efectuando la divisidn, la expresidon decimal de los siguientes nimeros racionales y luego
aproxime el resultado, por redondeo, a centésimas.

12/3 2. -4/5 3. 2/5 4. -3/2 5.11/2

6. 6/5 7.-7/2 8.7/5 9. -9/4 10. 25/3
1 377 12.-15/74 13. 30/7 14.14/3 15. -11/4
16. 56/5 17. 4972 18. 7574 19.11/9 20. -13/3
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4.2.5.1. REPRESENTACION GEOMETRICA DE LOS NUMEROS DECIMALES

La representacion geométrica de los numeros racionales, expresados por numeros decimales, se obtiene
mediante subdivisiones adecuadas del segmento unidad. Se presentan dos casos.

1. Cuando la parte entera es O.

Se divide el segmento unidad en 10 partes iguales, luego se sefiala en la division correspondiente.
Ejemplo: Grafique, en la recta numérica el niumero 0,6 (se grafica en la sexta division).

« 4——F 1.1.3+ I-hob 20 1 0 -1 e B 10 b »

-1 0 0,6 1 °°

—_—

2. Cuando el namero decimal tiene parte entera.

A partir de la parte entera se grafica la parte decimal, siguiendo el proceso anterior. Ejemplo:
Grafique en la recta numérica el nimero 1,3.

Parte entera (1)

EJERCICIOS

1 Grafique, en la recta numeérica, los siguientes numeros racionales:
1 1,3 2.-1,7 3. 15 4.- 2,4 5.3,2 6. -3,2
7. 1,7 8.- 2,7 9. 25 10.-6,3 11.4,3 12.- 9,5

4.2.5.2. TIPOS DE NUMEROS DECIMALES

Cuando dividimos el numerador para el denominador, de una fraccion, el cociente puede ser:

1 Un ndmero entero. Ejemplo: 20/4 =5
La division es exacta porque el resto es O, en El 20 se llama dividendo, el 4 divisor, el 5
este caso se trata de nimeros enteros. cociente y 10 resto.

2. Numero decimal exacto, es decir con un Ejemplo: 1/ 4 =0,25.
numero finito de cifras decimales.
La divisién es exacta porque el resto es O. El 0,25 se llama decimal exacto.

3. Numero decimal infinito periédico puro, es Ejemplo: 10/3 =3,33333 .. =3,3
decir con infinitas cifras decimales que, a
partir de la coma, se repiten. En este caso la fraccion 10/3 se denomina
Las cifras que se repiten se llaman periodo. peridédica pura (el periodo es 3).
Observacion: Se usa el simbolo " ", sobre el periodo, para evitar la repeticion del mismo.

4. Numero decimal infinito periédico mixto, es Ejemplo: 7/18 =0,38888... =0, 38
decir con infinitas cifras decimales que, a
partir de la coma, algunas no se repiten y otras En este caso la fracciéon 7/18 se denomina
si. periédica mixta: El periodo es 8 y el "no
El "no periodo" esta formado por las cifras periodo™ el 3.

comprendidas entre lacomay el periodo.

Por lo tanto, un nimero decimal puede ser exacto e inexacto periddico: puro o mixto.
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4.2.6. FRACCION GENERATRIZ DE UN NUMERO DECIMAL

Un nimero decimal exacto o inexacto (periédico puro o mixto) puede expresarse en forma de fraccion,

llamada fraccion generatriz. La fraccion generatriz es una fraccion irreducibl
decimal. Para hallar la fracciéon generatriz se procede de la siguiente forma:

1 Numero decimal exacto.
Represente con “x" el nUmero dado
Multiplique los dos miembros de la ecuacién por la potencia de diez
correspondiente, para eliminar la coma.
Despeje la variable x.
Simplifique la fraccion (fraccién irreducible).

2. NUmero decimal infinito periédico puro.
Represente con la x el nimero decimal.
Multiplique los dos miembros de la ecuaciéon por la potencia de diez
correspondiente, para que la coma quede después del primer
periodo.
Reste la expresion 1de la 2, miembro a miembro.
Despeje la variable x.
Simplifique la fraccion.

3. Numero decimal infinito periédico mixto
Represente con la x el namero decimal.
Multiplique los dos miembros de la ecuacién por la potencia de diez
correspondiente, para que la coma quede después del primer
periodo (2).
Multiplique los dos miembros de la ecuacién por la potencia de diez
correspondiente, para que la coma quede antes del primer periodo
.
Reste la expresion 2 de la 1
Despeje la variable y simplifique la fraccion.

EJERCICIOS
IH1ISSUi

Hallar, efectuando la division, la expresion decimal de los siguientes nimeros
resultado en la recta numérica, y luego aproxime el resultado, por redondeo,

1. 2/3 2.-4/5 Br2/b 4.-3/2
6.6/5 7.-7/2 8.7/5 9. -9/74

1. 377 12.-15/74 13.30/7 14.14/3
Hallar la fraccion generatriz de los siguientes niameros decimales:

I. 0,4 2.0,555... 3.0,2444... 4.0,8

6 1,4666... 7.0,25 8.2,555... 9.2,4777...
1. 2,4545... 12.4,55222... 13.3,125 14.5,777...

4.2.7. AXIOMAS DE LOS NUMEROS RACIONALES

e igual a dicho nimero

Ejemplo: 0,5.
x =0,5
IOx =5

x =5/10
x= 1/2

Ejemplo: 0,33... =0,3

x =0,3 a)
10x= 3,3 (@)
IOx = 3,3

-xr- 0.3

9x =3
X =379
x= 1/3

Ejemplo: 1,255..=1.25
x =1,25

100x =125,5 @
-lIOx =- 12.5 (&)
90x =113

X =113/90

racionales. Graixquz el
a centésimas.
5.11/2
10. 25/3
15. -11/4

5.1, 222...
10. 0,55...
15. 0,455...

Los axiomas del conjunto de los nimeros racionales son: de la igualdad (=), de la adicién (+), de la

multiplicacion (x). distributivo - recolectivo, y de orden (<, >).

4.3. IGUALDAD DE NUMEROS RACIONALES

Se denomina igualdad a dos expresiones separadas por el signo = que tienen el m
Por ejemplo: 2/3 =4/6.
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4.3.1. AXIOMAS DE LA IGUALDAD

Los axiomas de la igualdad son: dicotomia, reflexivo, simétrico, transitivo, aditivo y multiplicativo. A
continuacién, se indican: la definicién, un ejemplo y la forma simbdlica de cada uno de los axiomas:

En los siguientes axiomas, U =Q, se lee: "El universo es el conjunto de los nimeros racionales"”. De igual
forma; Va,Vb, Ve, se lee "Para todo a, paro todo b, para todo c", elementos de los numeros Q,

respectivamente. Luego, las letras: a, by c; representan fracciones de la forma: p~NZaqg<=Z,qt O

NOMBRE

1. DICOTOMIA

2. REFLEXIVO

©

3. SIMETRICO
4. TRANSITIVO

5. ADITIVO
.A"
a+c =b +c

6. MULTIPLICATIVO
a——=—zb

ZX

4.4.

DEFINICION

Entre dos numeros

racionales cualesquiera
se cumple una y solo una
de

relaciones: son iguales o

las siguientes

son diferentes.

Todo numero racional es

igual a si mismo.

Si un ler nimero racional
cualquiera es igual a un
2do, equivale a decir que
el 2db es igual al 1ro.

Si un ler nimero racional
es igual a un 2d y este
igual a un 3ro, implica que
el Troes igual al 3ro.

Si a cada miembro de una

igualdad se suma un

mismo numero racional
cualquiera, la relacién de
igualdad

se conserva

(subsiste, permanece).

Si cada miembro de una
igualdad se multiplica por
un mismo numero racional
cualquiera, la relaciéon de
igualdad subsiste

(permanece).

SUMA DE NUMEROS RACIONALES

EJEMPLO

3/4y 3/2 son
diferentes 3/4*3/2

1/2 y 3/6 son iguales
1/2 =3/6

Sea el numero Q: -3,
luego -3 =-3.

Si es-2/5, -2/5 =-2/5

2/3 eQy 4/6eQ:

2/3 =4/6 o 4/6 =2/3

3/6 =1/2 . 1/2 =5/10
3/6 =5/10

Si a ambos miembros de
la igualdad: 3+5 =8, se
suma el nimero 3/2 se
tiene:

3+5+3/2 =8 +3/2
Entonces la igualdad se
conserva (19/2=19/2).

Si la igualdad 4+2 =6 si
se multiplica por\I/3, se
tiene:
(4/5+2/5)x1/3=6/5x1/3.
Por tanto la igualdad se
conserva (6/15 =6/15).

Iniciaremos este capitulo con la revision de valor absoluto.
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U =Q. Va, Vb:
a=byathb
U =Q. Va:
a=a

U =Q. Va, Vb:

a=bob =a

U =Q. Va, Vb, Ve:

a=bAb =C=>a=cC

U =Q. Va, Vb, Ve:

a=b a c=c =atc=b+c

U =Q. Va, Vb, Ve:

a=b a c=c ==a.c =b.c
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4.4.1. VALOR ABSOLUTO

Se llama valor absoluto de un nimero racional al mismo nimero con signo positivo. Por ejemplo: el valor
absoluto de -4/3 es 4/3, y el valor absoluto de +1/2 es 1/2 (si el nUmero es positivo se omite el signo '+ )=
El valor absoluto de un nimero se denota mediante dos barras verticales, por ejemplo: 1-4/31=4/3.

En general, si x es un numero racional, el valor absoluto de x se representa por [x 1y se define:

. Ejemplo:
f X, si x>0 ] P
121=2 a 1-2 =2 —|2]=]-2]

L -x, si x <0 I 38/71=3/7a |-3/71=3/7-4-13/71 =1-3/7

Completaremos los ejemplos anteriores agregando que el valor absoluto de O es 0, es decir, 10 1=0
4.4.2. CASOS DE LA SUMA DE NUMEROS RACIONALES
En la suma de numeros racionales se presentan los siguientes casos:

o

. Fracciones con igual denominador
. Fracciones con distinto denominador
Suma de ndmeros mixtos

o o oo

. Suma de nimeros enteros y mixtos.
a. SUfAA DE FRACCIONES CON IGUAL DENOMINADOR
Para sumar fracciones con igual denominador se procede de la siguiente manera:
1 Se suman los numeradores;
2. El resultado anterior se divide para el denominador comun;

3. Se simplifica el resultado, y;
4. Se hallan los enteros si los hay.

Ejemplo 1. Sumar: 2/3 +7/3.

Proposiciones Razones
A 33 Dato
2 2+7

Suma de fracciones.

3. £ Def. (#)
3
4. 3 Simplificacién.
1 Sumar las siguientes fracciones:
1 1/3y5/3 2. 1/5y 2/5 3. 3/8y 6/8 4. 6/7y 12/7
5. 7/14y 21/14 6.3/4y 9/4 7. 14/21y 12/21 8.7/8 y 3/8
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b. SUMA DE FRACCIONES CON DISTINTO DENOMINADOR

Para sumar fracciones con distinto denominador se procede de la siguiente manera:

[N

. Se simplifican las fracciones, si es posible,

2. Se halla el minimo comun multiplo de los denominadores,

3. Se divide el mcm para cada denominador y el cociente se multiplica por el numerador
respectivo,

4. Se suman los productos,

o

Se simplifica el resultado, y;
6. Se hallan los nimeros mixtos, si es posible.

Ejemplo 1. Sumar 2/3 +3/4.

Proposiciones Razones
1 i + i Dato
p 1 Suma de fracciones.
3. 7 Def. ()
A Def. # mixto.

EJERCICIOS

wmfmmmfmmmmritm

1 Sumar las siguientes fracciones:

1 1/2 y5/4 2. 1/3 y 1/6 3. 3/2 y 5/4
4. 5/3y 2/5 5. 7/4 y2/5 6. 374 y 8/6
7. 4/5y 13/6 8. 7/8 y3/4 9. 9/7 y 3/5

c. SUMA DE NUMEROS MIXTOS

Se reducen los numeros mixtos a fracciones y se suman siguiendo los procedimientos estudiados

anteriormente. Por ejemplo, sumar:

Proposiciones Razones
1 Dato.
2r 3i
2. 8.7 Reduccion
3*2
3 1624 Suma de fracciones
6
4. £ Def M
&
5. Def. # mixto.
4
\'

1 Sumar los siguientes nimeros mixtos:

1. 2. k 3 44 a. 4*4

uw

5 m1*4 6. 3 i.4i 7 m1*4 8. 4 .4
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d. SUMA DE NUMEROS ENTEROS Y MIXTOS

Se transforman los nimeros enteros a fracciones, escribiendo la unidad como denominador, y luego se
suman las fracciones siguiendo los procedimientos indicados anteriormente. Por ejemplo:

Sumar: 20~ Proposiciones Razones
) Dato.
2 21.22 a =a/1, Reduccion
3 ill Suma de fracciones
2
4. 11/2 Def. (9
5.5; Def. # mixto

1 Sumar los siguientes nimeros enteros y mixtos:

—+7
1 2. " 3. 4.1 4. 3

. 6. 3%4 7- iA+5 8. |.+8
7 3)

4.4.3. AXIOMAS DE LA ADICION DE LOS NUMEROS RACIONALES

Son los mismos que para los nUmeros enteros y son: clausurativo, conmutativo, asociativo, modulativo
e invertivo. A continuacion se indican la definicién, un ejemplo y la forma simbdlica de cada uno de los
axiomas:

Observacioén: el siguiente esquema presenta algunos numeros racionales y sus respectivos opuestos. El
opuesto de un namero racional a es otro nimero racional -a. Por ejemplo:

=712 -713 172 172 713 712

— e -0 — — e

Inversos aditivos (ndmeros opuestos)

EJERCICIOS

mmmmmmmammm

1 trafique el opuesto de los siguientes nimeros racionales, en la recta numérica:

1 1/2 2. /3 3.-3/2 4. -5/3
5. -7/4 6.-374 7. -4/5 8. -7/8
9. -9/7 10. -0,4 11 -0,6 12. 0,5
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En los siguientes axiomas, U =Q, se lee: “El universo es el conjunto de los numeros racionales". Y, Va,Vb,
Ve, se lee “Para todo a, paro todo b, para todo c". Del mismo modo, 5c, se lee “Existe un Unico elemento
y solo uno “,y se puede representar por: 3\c, con el mismo significado.

NOMBRE DEFINICION EJEMPLO F. SIMBOLICA

I.CLAUSURATIVO La suma de dos niumeros 1/3y 1/2eQ a U =Q. Va, Vb, Se:

racionales cualesquiera

1/3 +1/2 =5/6

racional ->5/6 €Q

es un nudmero a+b=c=c™Q

dnico.
2. CONMUTATIVO El orden de los sumandos U =Q. Va, Vb:
3/5 +3/4 =3/4 +

3/5

no altera la suma total.

a+b = b +a

3. ASOCIATIVO Los sumandos racionales U =Q. Va,Vb,Vc:

se pueden agrupar o (1/2 +3/4) +2/5 =
asociar de cualquier 1/2 +(3/4 +2/5) (a+b) +c =a <« (b +c)
modo, sin que altere la
suma total. 33720 =33/20
4. MODULATIVO Existe uno y solo un U =Q. Va, So-

namero racional, tal que 2/3 +0=0 +2/3= 2/3

El

cero (0), se llama sumado con cualquier O+a=a+0=a
elemento idéntico. numero racional, el
neutro o modulo de la resultado es siempre ese (-1/3) +0 =0 +(-1/3)
adicion. mismo ndmero racional. =-1/3
5. INVERTIVO Para cada namero +3/5 +(-3/5 ) =0 U =Q. Va, 3(-a):
racional a existe un

(-a), se llama inverso
aditivo u opuesto de
(+a) y viceversa.

4.4.4.

Resolver una ecuacion es determinar los valores (soluciones, raices) de las incégnitas que hacen cierta la

igualdad.

ndamero racional (-a) tal
que: a +(-a) =0. Siendo a

diferente de cero.

Ejemplo 1. Resolver la ecuacion: x ¢ 2/3 =7/3

3/4 +(-3/4) =

APLICACIONES (RESOLUCION DE ECUACIONES BASICAS)

0+%0 50 O

Proposiciones Razones

1 X +2/3 =7/3 Dato

2. x +2/3 +(-2/3) =7/3 +(-2/3) Axioma aditivo (=)

3. x +[2/3 +(-2/3)] =7/3 +(-2/3) Axioma asociativo (+)

4, X +0 =7/3 +(-2/3) Axioma invertivo (+)
5 X =7/3 +(-2/3) Axioma modulativo (+)
6. X =5/3 Axioma' clausurativo (¢)
i?
3
H ! 1 h— b e - o~
-2 -1 0] 1 2 3 4 5 6
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Ejemplo 2. Resolver la ecuacion: 8 =x *

Proposiciones Razones
2 8 =x +1/5 Dato
2 X ¢ 1/5 =8 Axioma simétrico (5
3. X +1/5 +(-1/5) =8 + Axioma aditivo (&
4. X +[1/5 + (-1/5)] =8 +(-1/5) Axioma asociativo (+)
5, X @0 =8 +(-1/5) Axioma invertivo (+)
6. X =8 +(-1/5) Axioma modulativo (+)
7. x =39/5 Axioma clausurativo (+)
4
i [ [— o e F—— 1+4-j S 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 @
Ejemplo 3. Resolver la ecuaciéon: 3/4 +x = -2
Proposiciones Razones
1 3/4 +x =-2 Dato
2. X +3/4 =-2 Axioma conmutativo (+)
2. X +3/4 +(-3/4) =-2 +(-3/4) Axioma aditivo (=)
3. X +[3/4 +(-3/4)] =-2 * (-3/4) Axioma asociativo (+)
4. X +0 =-2 +(-3/74) Axioma invertivo ()
5. X =-2 +(-3/4) Axioma modulativo (+)
6. x =-11/4 Axioma clausurativo (+)
-2!
171 1] e ] 3—e-
————————— Pt 1t 1011 1 1 | I | w
-0 -5 -4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 @

EJERCICIOS

1 Resolver las siguientes ecuaciones. Represente la solucién en la recta numérica.

1 x +1/3 =2/5 2. x+1/2=7/3 3. y+03=-24 4, y +4/3 =-3/2
5.5 =x +1/2 6.1/2 =x +3 7. -3/4 =y +2 8. -1=y+1/3

9. 4/3 +y =1/2 10. 5/2 +x =-0,9 1. 0,2 +x =-0,7 12. 1/2 +x =2/7
13. 4/3 =5/3 +y 14. 1/2 =1/3 +X 15. 0,5 =2,7 +x 16. -7/2 =6/2 +z

4.4.5. DEFINICION DE RESTA

Restar un numero racional de otro equivale a sumar al minuendo el opuesto del sustraendo.
Simbdlicamente se denota de la siguiente manera:

U =Q. Va, vb; a, be Q=>a-b :a+(_b) Ejemplo: 7/2 - 4/5 =7/2 + (—4/5)

La definicién anterior permite resolver ecuaciones de la forma: x - a = b:
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Ejemplo 1. Resolver la ecuacion: x - 2/3 =22/3

Proposiciones Razones

1 X - 2/3 =22/3 Dato

2. x +(-2/3) =22/3 Definicien de resta

3. X +(-2/3) m2/3 =22/3 ¢ 2/3 Axioma aditivo (=)

4. X +[(-2/3) m2/3] =22/3 ®w2/3 Axioma asociativo (+)

5. X +0 =22/3 ¢ 2/3 Axioma invertivo (¢)

6. X =22/3 ¢ 2/3 Axioma modulativo (+)

7. X =8 Axioma clausurativo (+)
- e . e S

0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 «

EJERCICIOS

1 Resolver las siguientes ecuaciones. Represente la solucién en la recta numérica.

1x -1/2 =374 2.2=x-3 3.x-0,7 =-1,6 4. x -2/3 =-3/4
5 -3=x-7 6. x -3/4 =-1/3 7.x-0,5=18 8. -3 +x =9
9. x-4=8 10. x -0,3 =-1,2 1 -2 +y =-3/2 12.y -4= -6

4.5. MULTIPLICACION DE NUMEROS RACIONALES

La multiplicacion se indica con el signo por (*). Algunas veces se utiliza un punto para indicar la
multiplicacién de dos o mas numeros, y otras se utilizan paréntesis. Por ejemplo: el producto de 3/4 por
4/3 se puede representar de las siguientes maneras: 3/4 * 4/3, 3/4 < 4/3 6 (3/4)(4/3)

4.5.1. CASOS DE LA MULTIPLICACION
En la multiplicacién de nimeros racionales se presentan los siguientes casos:
a. Multiplicacion de numeros enteros. Se aplica los
procedimientos estudiados para la multiplicacion de numeros

enteros. Por ejemplo: (-2).(-5) =10

b. Multiplicacion de fracciones: El producto de dos fracciones
3 5 3x5 15

4X2~4x2~8

es otra fracciéon cuyo numerador es el producto de sus
numeradores y cuyo denominador es el producto de sus
denominadores. Por ejemplo:

a C_ axc
b *d bxd
c. Multiplicacién de enteros con fracciones: Los enteros se ? 3.2 3_2x3_6
expresan como fraccién, escribiendo la wunidad como "X5~7*5- 1x5 —5

denominador de los mismos, y se aplica la regla anterior. Por

ejemplo:

d. Multiplicacion de numeros mixtos: se reducen los numeros .3 5 11 5 11x5 55
mixtos a fracciones, y se procede como en el punto b. Por 24%2 “ 4 X2 ~4x2 " 8
ejemplo:
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4.5.2. LEY DE LOS SIGNOS

Para multiplicar dos numeros racionales (llamados factores) se halla el producto de sus valores absolutos.
Si los dos factores tienen el mismo signo se antepone al producto el signo +, si los factores tienen signos
diferentes se antepone el signo menos (-).

Ejemplo:

(+4/3) (+3/2) =(+2) (+8) (+b) =(+0)

Si ay b son nimeros racionales
(+4/3) (-3/2) =(-2) y _ (a) (-b) =(-c)
y a.b =c, la ley de los signos se

(-4/3) (+3/2) =(-2) resume de lasiguiente forma: (-a) (+b) =(-c)

(-4/3) (-3/2) =(+2) (-a) (-b) =(+0)

EJERCICIOS

1 Resolver las siguientes multiplicaciones.

17/73.2/5 2.-1/5 .-2/3 3. 1/2 . -2/3 4.-3/4 .-5/3
5.-1/3 .-4/7 6.4/9. 1/5 7.-2/9 .-10/3 8. 1/2 .-2/13
9.-5/2.1/3 10. 3. 4/9 11 -4 x 2/3 12. -5 x 4/7
13. 4. 2/5 14. -5 x 2/7 15. -5 x 3/7 16. -2x7/8

4.5.3. AXIOMAS DE LA MULTIPLICACION DE LOS NUMEROS RACIONALES

Los Axiomas de la multiplicacion son los mismos que de los numeros enteros y son: clausurativo,
conmutativo, asociativo, modulativo e invertivo. A continuacion se indican la definicion, un ejemplo y la
forma simbdlica de cada uno de los Axiomas:

Observacion: el reciproco o inverso multiplicativo de un nimero, diferente de cero, es el nimero 1ldividido
por dicho nimero. Es decir el inverso multiplicativo se obtiene intercambiando el numerador con el
denominador. Por ejemplo:

El reciproco de 2 es 1/2 El reciproco de -4 es - £

El reciproco de 2/3 es 3/2 El reciproco de - 3/5 es - 5/3

El reciproco de 0,5 es 1/0,5 El reciproco de - 0,2 es - 1/0,2
Observacion: 2=2

El producto de un numero por su inverso multiplicativo (reciproco) es siempre igual a 1 Por ejemplo:
3»—=1 T»—=1 2.2-1
3 7

En los siguientes Axiomas, U =Q, se lee: "El universo es el conjunto de los nimeros racionales”. Y, Va,Vb,
Ve, se lee “Para todo a, paro todo b, para todo c", elementos de los racionales. Del mismo modo, Se, se
lee “Existe un Gnico elemento y solo uno”. El cuantificador particular Se se puede representar por: 3lc,
con el mismo significado.
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NOMBRE DEFINICION EJEMPLO F. SIMBOLICA

I.CLAUSURATIVO El producto de dos 2/3y4/5 eQ U =Q. Va, Vb, Se:
nameros racionales  5/3 x 4/5 =8/15
cualesquiera es un - g/15 s Q ax b=c=c"Q
ndmero racional Unico.
2. CONMUTATIVO El orden de los factores U =Q. Va, Vb:
no altera el producto. 5/2x4/3 =4/3x5/2 axb=bxa
a.b =b.a
3. ASOCIATIVO Los factores racionales U =Q. Va, Vb, Ve:

se pueden agrupar o

asociar de cualquier [(-1/3) x (-1/2)] x 1/6 (ax b)xc=ax(bxc)
modo, sin que altere el =(-1/3)x[(-1/2) x 1/6] (ab)c =a(bc)
producto.

4. MODULATIVO Existe uno y solo un U =Q. Va, Si:
numero racional, el 1, tal
El uno (1), se llama que multiplicado por 9/2x1=1x9/2=9/2 Ixa=axl=a

elemento idéntico. cualquier ndmero la =al =a
neutro o modulo de la racional el resultado es (-374)xl =1x(-3/4)=
multiplicacion. siempre ese mismo -3/4

numero racional.

5. INVERTIVO Para cada ndmero U =Q. Va, 3(l7a):
(1/a), se llama inverso racional a, diferente de 5x1/5 =1

multiplicativo, inverso o cero, existe un numero ae(1/a) =L a*0
reciproco de (a)y racional (1/a) tal que: (-3/74)x (-4/3) =1 a(l7a) =1
viceversa. a»(l/7a) =1

4.5.4. APLICACIONES (RESOLUCION DE ECUACIONES BASICAS)

Ejemplo 1. Resolver la ecuacion: -2x =3

Proposiciones Razones
19 -2x =3 Dato
2. x.(- 2) =3 Axioma conmutativo (x)
3. x.(-2).(-172) =3.(-1/2) Axioma multiplicativo”™)
4. x.[(-2).(-1/2)] =3.(-1/2) Axioma asociativo (x)
5. x.l =3.(-1/2) Axioma jnvertivo (x) <
6. x =3.(-1/2) Axioma modulativo (x)
7. x =-3/2=-1] Axioma clausurativo (x)
-
* 0 - i e 1 T3 1 (1 1 r
®© -5 -4 -3 -2 -1 ] 1 2 3 4 @

EJERCICIOS 1

1 Resolver las siguientes ecuaciones. Represente la solucién en la recta numérica.

1 3x =5 2.0,5x =3 3. 1/2x =3 4.0,25x =-0,5
5. 1/3x =-4 6. 4x =1/5 7.2x =- 10 8. 1/2x =-

9. -4x =-5 10. -1/5x =-7 1 -7x =3 12. -0,3x =-6
13. -1/4x =2 14. -0,75x= 0,25 15. -2x =-1 16. -1/3x =-2
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4.5.5. DEFINICION DE DIVISION

Dividir un namero racional por otro equivale a multiplicar el dividendo por el inverso multiplicativo
(reciproco) del divisor. Simbdlicamente se denota de la siguiente manera:

Ejemplo: -2/3 =2 (- 1/3)
U =Q. Va, Vb; a, beQ =as’b =a.l/b; b =0 -2/3 - 4/5 =(-2/3X5/4) =-5/6

Observacion: Todo numero Q dividido para la unidad es igual al mismo nimero (Van™Q: aN=a): 2/3-N=2/3.
Todo nimero Q, diferente de O, dividido para si mismo es igual a 1 (VaeQ: a-Hi =1; a*0): 3/2 3/2 =1

Todo numero Q, diferente de O, dividido para 0 no esta definido (a +0; a * 0 no esta definido): 4/7 * 0
no esta definido. Cero dividido para cero (0 4- 0) es una indeterminaciéon (Ind).

4.5.5.1. LEY DE LOS SIGNOS

Si los dos nimeros racionales (llamados dividendo y divisor, respectivamente) tienen el mismo signo el
resultado (llamado cociente) es positivo, caso contrario es negativo.

Por ejemplo: (+1/2) 4 (-3/5) =(-5/6).
Expresion que se escribe, generalmente, de la siguiente forma: B2

Observacion: el signo +se omite; en el dividendo, en el divisor, o en el cociente (se sobrentiende).
4.5.5.2. APLICACIONES (RESOLUCIC)N DE ECUACIONES BASICAS)

La definicion: a/b =a. 1/b; b * 0, nos permite resolver ecuaciones de la forma x/a =b, con a >0, utilizando
el proceso general para resolver ecuaciones:

Ejemplo 1. Resolver la ecuacion: x/-2 = -2
Proposiciones Razones
1 x/-2 =-2 Dato
2. X .(-1/ 2) =-2 definicion de division
S, x.(4). -?) =(-2).(- 2 Axioma multiplicativo (&
4. x .[(-1/2). (-2)] =(-2).(- &) Axioma asociativo (x)
5. X .1=(-2).(- 2) Axioma invertivo (x)
6. x =(-2).(- 2) Axioma modulativo (x)
7 X =4 Axioma clausurativo (x)
- 4 - 3 - 2 - 1 0 1 2 3 4

EJERCICIOS
Dt u ...T'TTIAEFfTHN

1 Resolver las siguientes ecuaciones. Represente la solucién en la recta numérica.

1 x/3 =0,5 2. x/4 =-0,5 3. x/2 =2 4. x/2 =-0,25
5. x/6 =1 6. x/6 =-1 7. x/0,5 =3 8. x/0,5 =4

9. x/-3 =0,5 10. x/-4 =-0,5 11 x/-2 =2 12. x/-2 =-0,25
13. x/-6 =1 14, x/-6 =-1 15. x/ -0,5 =3 16. x/-0.5 =4
17. -y/4 =3 18. -y/0.25 =6 19. -z/5 =-3 20. -x/7 =-3
21. -x/3 =3/4 22. - y/5 =-i 23.-z/2 =-3 24. -z/3 =1/6
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4.6. AXIOMAS DISTRIBUTIVO -RECOLECTTVO

El producto de un numero racional cualquiera por la suma de dos nimeros racionales cualesquiera, es igual
a la suma de los productos de ese nimero racional por cada uno de los sumandos. EI Axioma distributivo
se escribe en forma simbodlica de la siguiente manera:

U =Q. Va,Vb,Yc; a.(b+c) =a.b +a.c Ejemplo: (37/2) x (1/5 +3/4) =\ x \ x

Si en la definicién simbdlica, del axioma distributivo, se aplica el axioma simétrico de la igualdad, se tiene:

U =Q.Vavb.Vc: ab+ac =a.(b+c) Ejemplo: | x i+ | x | =(3/2) x (1/5 +3/4)

La operacioén realizada en el ejemplo anterior se conoce, generalmente, como axioma recolectivo o factor
comdn.

El axioma distributivo-recolectivo se escribe en forma simbdlica de la siguiente manera:

U =Q. Ya,Vb,Vc; a.(b+c) =a.b +a.c a ab+a.c =a.(b+c)

4.6.1. APLICACIONES

Verifique las siguientes igualdades aplicando el axioma distributivo o recolectivo, segin corresponda.

Ejemplo 1. Resolver: 5.(I/4 +1/3) =35/12

Proposiciones Razones

1 5.(1/4 +1/3) =35/12 Dato

2. 5. 1/4 +5.1/3 =35/12 Axioma distributivo
3. 5/4 +5/3 =35/12 Def. ()

4. 35/12 =35/12 Def. ()

Ejemplo 2. Resolver: 0,5 x 0,3 +0,5 x 0,4 =0,35

Proposiciones Razones

1 05x0,3 +0,5x%x 0,4 =0,35 Dato

2. 0,5.(0,3 +0,4) =0,35 Axioma recolectivo
3. 0,5x0,7 =0,35 Def. ()

4. 0,35 =0,35 Def. (X).

Observacion: en anexos se presenta un resumen de las operaciones basicas con numeros decimales.
<

EJERCICIOS

1 Verifique las siguientes igualdades aplicando el axioma distributivo o recolectivo, segln corresponda:

13.(4 +2) =18 2.0,7.(0,4 +0.5) =0,63 3. 2/5.(3/4 +2/5) =23/50
4.32 +5.2 =16 5.4.3. +54=32 6.2.3 +3.5 =21
7.5(1+2) =15 8. 0,1.(0,4 +0,3) =0,07 9.1/3.(3/2 +2/3) =13/18
10. 3.1/2 +5.1/2 =4 11 3.0,4+ 5.0,4 =3,2 12. 1/3.4 +5.1/3 =3
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4.7. DESIGUALDAD DE NUMEROS RACIONALES

4.7.1. DESIGUALDAD

La desigualdad, es una relacién matematica entre dos expresiones separadas por los signos: < (menor que)
o > (mayor que), que tienen diferente valor mmér\co (no son iguales). Por ejemplo: 2 <7 69 >1

En general:

1 Un numero racional a es menor que un nimero racional b, si en la recta numérica el punto a esta a la
izquierda del punto b, por ejemplo:

a b
«H 1 - - 1 kS O Lo h —»
-4 -3 * 22 = 0 ¢ 1 2 +m0
5 1
-2

Como puede verse en el grafico a<b y en particular -5/2< 1/2, por la razén indicada anteriormente.

2. Un ndmero real b es mayor que un nimero real a, si en la recta numérica el punto b esta a la derecha
del punto a, por ejemplo:

a b
2 1—e—— 3 1 I—e—121 1 >
-4 - 3 4 -2 -1 o | i 2 &>
5 1
2 2

Como puede verse en el grafico b >a y en particular 1/2 >-5/2, por la razén indicada anteriormente.

Definicion 1: a es menor que b es equivalente a decir que: la diferencia (a - b) es un niumero negativo:
En forma simbdlica se escribe:

a<b<=(a-b) <0 Ejemplo: -5/2<I1/2 porque -5/2-1/2 --6/2; es negativo.

Definicién 2: a es mayor que b es equivalente a decir que: la diferencia (a - b) es un nimero positivo. En
forma simbdlica se tiene:

a>b<>(a-b) >0 Ejemplos: 1/2 >-3 porque 1/2-(-3) = 7/2; es positivo

4.7.2. AXIOMAS DE LA DESIGUALDAD (ORDEN)

En los siguientes axiomas, U =Q, se lee: "El universo es el conjunto de los nameros racionales". Va,Vb,
Ve, se lee "Para todo a, b y c¢". Del mismo modo. Se, se lee "Existe un Unico elemento y solo uno*. El
cuantificador particular Se se puede representar por: 3!c, con el mismo significado.
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NOMBRE DEFINICION EJEMPLO F. SIMBOLICA

1. TRICOTOMIA Entre dos nuameros 1/2y 1/2, se cumple: U =Q. Va, Vb:
racionales cualesquiera 1/2 =1/2
se cumple una sola de las 5/2y 1/2, se cumple: a=b,a>b,a<b
siguientes relaciones: 5/2 > 1/2
- el ITroes igual al 2 1/3y 8/3, se cumple: a”™b<=>a>by a<b
- el Iro mayor que el 2do, o 1/3 < 8/3
- el Iro menor que el 2d)

2. TRANSITIVO Si un ler nmero racional 5/2 >3/2 a 3/2 >0 U =Q. Va, Vb, Ve:
es mayor (menor) que un 5/2 =0
2d0y éste mayor (menor)

a b e que un 3ro, entonces el o 1<3/2 a 3/2 <7/2 a>b a b>c = a>c
es mayor (menor) que el -=>1<7/2 a<ba b<c = a<c
3ro.

3. ANTISIMETRICO Si un numero racional es U =Q. Va, Vb:
mayor que un segundo, 5/3>2/3 2/3<5/3 a>b b<a
entonces el segundo es 4/3<7/3 <=7/3>4/3 a<b<>b=>a
menor que el primero. a>b<=b>a

5. ADITIVO Si a cada miembrodeuna 7/2>3/5 a 2=2 -» U =Q. Va, Vb, Ve:
desigualdad se suma un 7/2 +2 >3/5 +2
mismo numero racional a>b o c=c =a+c > b+c

ZA cualquiera, el sentido de 5/7 <9/2 a 3 =3 -» a<b . c=c = a+C < b+cC

la desigualdad no cambia. 5/7 +3<9/2 +3

(El signo no cambia)

6. MULTIPLICATIVO Si cada miembro de una NUmero positivo U =Q. Va, Vb, Ve:
desigualdad se multiplica 3/5 <9/2 a 2 = Z->
/\ por un mismo ndmero 3/5.2 <9/2.2 Numero positivo (¢ >0)
racional positivo, el a>ba c=c ==a.c >b.c

(El signo cambia si el sentido de la desigualdad  Namero negativo

factor es negativo) no cambia, pero si se 3/5<9/2 a -2 =-2-> Namero negativo (c<0)
multiplica por un nimero 3/5 (2) >9/2 (-2) a>ba c=c =>a.c <bc

7 racional negativo el signo
V de la desigualdad cambia.

4.7.3. APLICACIONES
a. INECUACION

Si una desigualdad contiene variables (X, y, z) se llama inecuacién. Una inecuacién es verdadera para
determinados valores de las variables que contiene. Para graficar el conjunto soluciéon de la inecuacion,
sobre la recta numérica, se encierra en una circunferencia el elemento “extremo”, y se remarca la recta
hacia la derecha si es “mayor que" y hacia la izquierda si es “menor que".

Ejemplo 1. Resolver: x > La inecuacion es verdadera para todos los valores mayores que i y es falsa

para todos los valores menores o igual a 1/2.
X > ¢

Iy

«H 1 1 1 1

-4 -3 -2 -1 (o} 1 2 3 4

La circunferencia, indica que el 1/2 no es elemento del conjunto, y la flecha que el conjunto es infinito.
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Ejemplo 2. Resolver: x < -3/2. La inecuacion es verdadera para todos los valores menores que -3/2 y
es falsa para todos los valores mayores o igual a -3/2.

X < -3/2

ANGU (i 1g)Hemmm beeeem froeee demeee 3o
- 4 - 3 - 2 2

La circunferencia indica que el -3/2 no es elemento del conjunto, y la flecha que el conjunto es infinito.

b. RESOLUCION DE INECUACIONES BASICAS

Ejemplo 1. Resolver la inecuaciéon: x +1/2 >5

Proposiciones Razones

1 X +1/2 >5 Dato

2. X +1/2 +(-1/2) =5 +(-1/2) Axioma aditivo (<>

3. x+ [/2 +(-1/2)] =5 +(-1/2) Axioma asociativo (+)
4. X +0 =5 +(-1/2) Axioma invertivo (+)

5. X >5 +(-1/2) Axioma modulativo (+)
6. X >9/2 Axioma clausurativo (+)

—>
+o0
Ejemplo 2. Resolver la inecuacion*. 2 <-2x
Proposiciones Razones
15 2 <-2x Dato
2. -2x >2 a<b<=b=>a
3. X.(-2) =2 Axioma conmutativo (X)
4. x.(-2).(-I/2) <2.(-1/2) Axioma multiplicativo (<,>)
5. x.[(-2).(-1/72)] <2.(-172) Axioma asociativa (x)
6. x.l <2.(-1/2) Axioma invertivo (X)
7 x <2.(-1/2) Axioma modulativo (x)
8. X <- Axioma clausurativo (x)
- >
5 6 ~J +00
1 Resolver las siguientes inecuaciones. Represente las soluciones en la recta numérica.
1x+3/2>1 2. z+8>5/3 3. x+2/5>-1 4. y+6/7 >-2/3
5.z +0,5 >0,25 6. y+7/4 >-2/5 7. x-5/3 <2/3 8. z-4<-8/3
9.x -1/5<4 10. x-3/2 <7/2 11 y -6 <-1/3 12. x -1/4 <-1/2
13. x/3 >2 14. z/5 >-3 15. x/5 <3 16. y/4 >1
17. z/3 >1/2 18. x/4 <-5 19. -2x <5 20. -6y >7
21. -2x <-1/3 22. -3y <-2 23. -4y >-5 24. -3y <7
25. 3 <5x 26. 5 <-3y 27. -5 <I1/2x 28. -5 <2y
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4.8. POTENCIACION (RACIONALES CON EXPONENTES ENTEROS: Q2)

Se llama potenciaciéon al producto formado mediante multiplicaciones sucesivas de un mismo nimero o
letra. Por ejemplo: (-2/3)3=(-2/3)(-2/3)(-2/3) -* (-2/3)3=-8/27. El -2/3 se llama base, el 3 exponente

(nimero de veces que el -2/3 se ha de multiplicar por si mismo), el -8/27 es la 3rapotencia de -2/3.

4.8.1.

DEFINICIONES BASICAS

Si la base a es un nimero racional, Q =Z U F, y el exponente n un entero, Z ={...,-2,-1,0,1,2,..}:

EXPRESION

1. POTENCIA CERO

2. POTENCIA UNO

3. POTENCIA ENESIMA
POSITIVA (PEP)
N* ={2,3,4,..}

4. POTENCIA ENESIMA
NEGATIVA (PEN)

Observacion: cuando el exponente es negativo no tiene sentido hablar de -n factores, por lo que se utiliza

DEFINICION

La potencia cero (exponente 0) de un numero
racional a, distinto de cero, es igual a
a°c =1; ano

La potencia uno (primera potencia) de un nimero

racional a, es igual al mismo ndmero sin el
exponente:
al=a

La PEP, de un numero racional a, es igual al
producto de nveces a; siendo n > 1:
an=a.a.a .. a;, a"0OAn™N=*
nveces
La PEN, de un numero racional a distinto de cero,
es igual al inverso de la potencia con exponente
positivo; n >0:

a'n=1/an; a* 0 a n>0"™N

la definicion: a'n=I1/an;a* 0 a n>0e N.

4.8.2.

TEOREMAS DE LA POTENCIACION

EJEMPLO
(0/5)° =3
(-3/74)° =1
(-2/5)° =1
01=0
31=3
(-2/3)1=-2/3
(-5)1=-5
1/2)2=
(1/2X1/2)
(-3/2)z =
(-3/2X-3/2)
0"2=3
2"1=1/2
2'3=1/23

(3/4)-2=1/(3/4)z

Si: any bn, son potencias definidas en los nimeros racionales con exponentes enteros:

NOMBRE
1. POTENCIA ENESIMA

POSITIVA PAR

2. POTENCIA ENESIMA
POSITIVA IMPAR

3. POTENCIA ENESIMA
PRODUCTO

4. POTENCIA ENESIMA DEL

COCIENTE

DEL

TEOREMA
La PEP par de base positiva (+) o negativa (-) es
positiva:

@" =X, neN* par
(-a)n =X; neN* par
La PEP impar de base positiva (+) es positiva y
de base negativa (-) es negativa:

(@™ =x; n~AN* impar

(-a)n = -X; n™N* impar
La potencia enésima del producto de numeros
racionales es igual al producto de las potencias
enésimas de cada uno de los factores.

(a.byl=a".b"
La potencia enésima del cociente de numeros
racionales (divisiéon), es igual al cociente de las
potencias enésimas; b * 0.

(a/byl=2a"/bn; b * 0

Observacion: (-2/3)2* - (2/3)2
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EJEMPLO
(1/2)2=1/4
(2/3)z =4/9
C-2/3)2=4/9
(-3/4)2 =9/16
(2/3)3=8/27
(3/2)3=27/8
(-2/3)3=-8/27
C-3/2)3=-27/8

[(2/5X3/6)]2 =
(2/5)z. (3/6)2

[(6/5M3/2)]2=

(6/5)z- (3/2)z
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4.8.3. OPERACIONES DE LA POTENCIACION

Si: amy an son potencias definidas en los niumeros racionales con exponentes enteros:

OPERACION TEOREMA EJEMPLO
De igual base:
1. PRODUCTO DE

POTENCIAS

(-1/2)2 (-1/2)3=
(-1/2)23=(-1/2)5

Se mantiene la base y se suman los exponentes.
aman = anm
De igual base:
2. COCIENTE DE
POTENCIAS

(-1/3)/ (-1/3)6-
(-1/3)46=(-1/3)"2

Se mantiene la base y se restan los exponentes.
am/an = am-n. Q ™ Q;

Se mantiene la base y se multiplican los exponentes.
3. POTENCIA DE (amn = amn [(-2/5)3]2 =
POTENCIA (-2/5)3x2=(-2/5)6

Observaciéon: Para todo a racional y n entero se tiene: -an=-(an), por ejemplo: -24 =-(24).

EJERCICIOS

1 Hallar los siguientes productos (cocientes), aplicando las definiciones y propiedades de los exponentes

enteros.
1 (43)(-44) 2. (-0,52)(-0,53) 3. (-1/35)(-1/35) 4. (223
5. (0,432 6. (V242 7. (2.3)2 8. (0.4. 0.5)3
9. (1/2.1/5)2 10. 45/~46 11.0,25-0,24 12. (I/3)%/-(1/3)2
13. (2/3)2 14. (0.4/0,5)3 15. (38/2)2 16. 24/23

2. Construir un mentefacto para la potenciacion.

4.9. RADICACION

Si a es un ndmero racional, y n es natural mayor que uno (conjunto representado por N*), se tiene:

4.9.1. DEFINICIONES BASICAS
EXPRESION DEFINICION EJEMPLO
La raiz enésima exacta de un numero racional a, Exacta
1. RAIZ ENESIMA llamado radicando es otro racional "x", que, elevado V8/27=2/3 -
EXACTA. a la potencia enésima, es igual al mismo radicando. (2/3)3~8/27
* ={2,3,4,..}
3a: va =X <=xn=a; n™"N*
Inexacta: J2/5 - 3,enQ
2. RAIZ ENESIMA DE 1 Laraiz enésima de les igual a 1
VT =1 VT=i
La raiz enésima y potencia enésima, de un mismo 3 7 —os
i =
ndimero racional a, se simplifican: \ I
3. RA,IZ y POTENCIA . (-D3=-2/5
ENESIMA: va" = (Va)n =a; n™N* impar 2
0/0(|)2 =2/5
Va" = (Va)n =a; a>0 ah ”™N* par 2f7_2

a-l =3

Observacion: la raiz de un numero racional no siempre es posible, s6lo ocurre cuando la raiz enésima es
exacta (definicion 1). Por ejemplo: V4/25 =+2/5 <=(+2/5)2 =4/25. La raiz V2/25 no es posible en los
numeros racionales porque no existe ningin numero que elevado a la potencia 2 de 2/25. Del mismo modo,
la raiz de y'4/3; no es posible porque no existe ningin namero racional que elevado al cuadrado de 4/3.
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4.9.2. TEOREMAS DE LA RADICACION

Si: Va y Vb, son raices definidas en los nimeros racionales con indice n, natural mayor que uno (N*):

NOMBRE

1. RAIZ ENESIMA
PAR EXACTA
N* = {2,3.4...}

Tiene 3 posibilidades:

2. RAIZ ENESIMA
IMPAR EXACTA

Tiene 3 posibilidades:

3. RAIZ ENESIMA
DEL PRODUCTO

4. RAIZ ENESIMA
DEL COCIENTE.

EJERCICIOS

1 Hallar la raiz cuadrada o cubica de los siguientes niameros, segin corresponda:

TEOREMA
1 Radicando positivo (+): tiene dos raices opuestas.
3a: Va =*x; a>0 a n- N* par
Inexacta: N3/5 =2, en Q
2. Radicando igual a O: tiene una raiz, el O
V6 =0; ne N* par
3. Radicando negativo (-): no tiene raices en Q.
V~a =i; n™~N* par (no tiene solucién en Q)
1 Radicando positivo (+): tiene una raiz positiva
3a: Va =+x;a>0 a n~N* impar
Inexacta: V5/27 =3, en Q
2. Radicando igual a O: tiene una raiz, el O
VO =0 ; n™N* impar
3. Radicando negativo (-): tiene una raiz negativa.
3-a: V=a = -xX; a>0 a n™N* impar
Inexacta: V-5/27 =3, en Q
La raiz enésima del producto es igual al producto de
la raiz enésima de cada factor (definidas en Q):
3a,b: Vciib =Va . Vb
Inexacta: 7(2/9)(5/6) =3, en Q
La raiz enésima del cociente, de nimeros racionales,
es igual al cociente de las raices enésimas (definidas
en Q), dividendo y divisor; b * 0.
3a,b: \lasb =Va / Vb :btO
Inexacta: V(2/9)/(5/6) =3, enQ

1.1/4 2.8/27 3.-8/64 4.4/25

6.27/64 7.-27/125 8.9/25 9.-9/36
2. Hallar el valor de la variable:

1 VX" =9/10 2. Vx =-3/4 3. */y=-2/5

5. Vx =-1/2 6. Vy =-2/3 7. -5/74

EJEMPLO
Exacta
M4/25= +£2/5 -
(£2/5)2=4/25
70= 0—
0)2=0

7-4/25 =2,en Q
Exacta

V&/2.7 =2/3 -
(2/3)3=8/27

=0

Exacta
V-8/125= -2/5 ~
C-2/5)3=-8/125
Exacta
V(4/9)(25/36)

. 725736

(2/3).(5/6)

Exacta
79/4M16/25 =

79/4/716/25 =
3/2 * 4/5

5.-4/49
10.64/81

4. Vz =3/4
8. =3/5

3. Escriba las propiedades y teoremas de la radicaciéon aplicando el axioma simétrico (3.

4. Realizar las operaciones y expresar la respuesta con exponentes positivos:

2. 0 -1

e IF

Observacion: La suma, la resta, el producto y el cociente de dos nimeros racionales es otro nimero racional. La
potenciacion es posible cuando el exponente es un nimero entero. Si la base es negativa con exponente par la potencia
es positiva y si el exponente es impar es negativa. La raiz de un nimero Q no siempre es posible, sélo es posible
cuando laraiz es exacta (Definicién 1: Va=x<=> xn=a). Con indice par se tiene: si el radicando es positivo dos raices
(® vy si el radicando es negativo no tiene solucion. Para indice impar: si el radicando es positivo tiene una sola raiz (+)
y si el radicando es negativo tiene una sola raiz (-).
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CAPITULO 5

NUMEROS REALES (R)

5.1. INTRODUCCION

En el conjunto de los nimeros N ={0, 1, 2, 3, ..}, usados para contar los elementos de un conjunto, las
diferencias (restas) en las cuales el minuendo es menor que el sustraendo no tiene respuesta, por lo que
se dice que no estan definidas, por ejemplo: 1- 2, 2 - 3, entre otros.

Por otro lado, el conjunto de los niumeros naturales no permite la consideracién de magnitudes que dan
lugar a dos sentidos, como la temperatura (sobre cero o bajo cero). Por estas razones, entre otras, fue
necesario ampliar el conjunto de los niumeros naturales, incluyendo nimeros negativos.

El conjunto formado por los nimeros naturales y sus opuestos se llama conjunto de los niumeros enteros
y se representa con la letra 2 ={..,, -3, -2, -1, 0,1, 2, 3,...}. Este conjunto permite resolver el problema
de la sustraccion de los niumeros naturales en todos los casos y también el de las magnitudes que dan
lugar a dos sentidos. En el Conjunto Z, las divisiones: 4/7, -3/8, entre otras; no estan definidas, por esta
razoén fue necesario ampliar el conjunto de los nUmeros enteros.

El conjunto formado por las expresiones: a/b, donde ay b son nimeros enteros, con b diferente de cero,
se llama conjunto de los nameros racionales: Q ={x/x =~;a ez a b ez, bt 0}. Los naturales y los

enteros son subconjuntos de los nUmeros racionales.
Si dividimos el numerador para el denominador, de una fraccién, el cociente puede ser:

1 Un nUdmero entero. Ejemplo: 20/4 =5

La divisién es exacta porque el resto es 0, en
este caso se trata de numeros enteros.

Numero decimal exacto, es decir con un
nuamero finito de cifras decimales.
La division es exacta porque el resto es O.

Numero decimal infinito periddico puro, es
decir con infinitas cifras decimales que, a
partir de la coma, se repiten.

Las cifras que se repiten se llaman periodo.

Observaciéon: Se usa el simbolo

NUumero decimal infinito periédico mixto, es
decir con infinitas cifras decimales que, a
partir de la coma, algunas no se repiten y otras
si.

El "no periodo" esta formado por las cifras
comprendidas entre la comay el periodo.

El 20 se llama dividendo, el 4 divisor, el 5
cociente y 10 resto.

Ejemplo: 1/ 4 =0,25.

El 0,25 se llama decimal exacto.

Ejemplo: 10/3 =3,33333 ... =3,3

En este caso la fraccién 10/3 se denomina
periédica pura (el periodo es 3).

", sobre el periodo, para evitar la repeticién del mismo.

Ejemplo: 7/18 =0,38888... =0, 38

En este caso la fraccién 7/18 se denomina
periédica mixta: El periodo es 8 y el “no
periodo” el 3.

Por lo tanto, un nimero decimal puede ser exacto e inexacto periédico: puro o mixto. Toda expresion
decimal, obtenida de esta manera, se puede transformar en una fraccién, llamada fracciéon generatriz de
la expresion decimal. Para hallar la fraccién generatriz de una expresion decimal exacta o periédica, se
procede de la siguiente manera:
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1 Namero decimal exacto.

Represente con una variable, por ejemplo, la x, el nimero dado Ejemplo: 0,5.
Multipliqgue los dos miembros de la ecuacion por la potencia de diez x =0,5
correspondiente, para eliminar la coma. I0x =5
Despeje la variable x. X =5/10
Simplifique la fracciéon (fraccion irreducible). X =1/2

2. Numero decimal infinito periédico puro.

Represente con x la expresién decimal Ejemplo: 0,33... =0,3
Multiplique los dos miembros de la ecuacion por la potencia de diez x =0,3 @
correspondiente, para que la coma quede después del primer I0x =3,3 ()
periodo.
Reste la expresion 1de la 2, miembro a miembro. IOx = 3,3
Despeje la variable x. -x =-0.3
Simplifique la fraccion. 9x= 3

x= 3/9

x= 1/3

3. NUmero decimal infinito peridédico mixto

Represente con x la expresion decimal. Ejemplo: 1,255...= 1,25
Multiplique los dos miembros de la ecuacién por la potencia de diez x= 1,25
correspondiente, para que la coma quede después del primer
periodo (1). 100x= 125,5 (¢D)
Multiplique los dos miembros de la ecuacién por la potencia de diez -IOx =- 12,5 2)
correspondiente, para que la coma quede antes del primer periodo 90x =113
(2).
Reste la expresion 2 de la 1 x =113/90

Despeje la variable y simplifique la f raccion.

La expresion periddica pura 0,999... y las expresiones periddicas mixtas de periodo 9, tales como:
0,0999..., 0,1999..., 0,2999..., 0,01999..., 0,02999..., entre otras, no son originadas por fracciones
comunes, es decir; no existe ninguna fraccion comudn tal que, dividiendo su numerador entre su
denominador, se obtengan dichas fracciones. Por eso, si se halla la fracciéon generatriz de 0,999... se
encuentra que 9/79 =1 Lo dicho anteriormente supone la existencia de otro tipo de nimeros los mismos
que se estudian a continuacion:

EJERCICIOS

1 Hallar, efectuando la divisidn, la expresion decimal de los siguientes nimeros racionales. Grafjque el
resultado en la recta numérica, y luego aproxime el resultado, por redondeo, a centésimas.

1. 374 2.-5/6 3.3/6 4. -4/3 5. 2/3

6.7/6 7. -6/5 8.8/6 9. -10/3 10. 5/3
1. 277 12. -15/7 13. 30/9 14. 14/5 15. -1/4
16. 56/6 17. 49/3 18. 75716 19. 11/13 20. -1/3

2. Hallar la fracciéon generatriz de los siguientes niumeros decimales:

1. 04 2. 0,555... 3.0,2444... 4.0,8 5.1,222...
6 1,4666... 7.0,25 8. 2,555... 9. 2,4777... 10. 0,55...
1. 2,4545... 12.4,55222... 13. 3,125 14. 5,777... 15.-0,455...
16. 0,22 17. 0,4242... 18. 3,25444. 19. 2,312555 20.0.,12.
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5.2. NUMEROS IRRACIONALES (Q’)

5i consideramos un triangulo rectangulo isésceles tal que cada uno de sus catetos mide 1, se tiene que la
hipotenusa es igual a V2, aplicando el teorema de Pitadgoras.

Luego, si se calcula la raiz cuadrada de este namero se pueden
obtener las sucesivas cifras decimales, sin llegar nunca a un resto
0. Se obtiene asi, un nimero de infinitas cifras decimales no
periddicas, algunas de las cuales se escriben a continuacion:

V2 =1,4142135623730950488016887242097...
1

El nimero V2 no es un namero racional porque no es posible hallar la fraccién generatriz del mismo. Se
denomina irracional al nUmero cuya expresion decimal, de infinitas cifras, no termina ni es periédica.

Definicion: Se llama nimeros irracionales al conjunto de nimeros que no pueden expresarse mediante el

cociente de dos nimeros enteros. Se representa por: Q* ,Q" ol.

El conjunto de los nimeros irracionales esta formado, entre otros, por las raices cuadradas o cubicas de
los nimeros que no son cuadrados o cubos perfectos, respectivamente. En general, todas las raices no
exactas de cualquier orden son irracionales.

Existen, ademas, otros nimeros irracionales que son de uso frecuente en matematica, por ejemplo:
tw (pi: 3,1415..), (o (omega: 1,61803...), e =2,7182..., entre otros.

Conviene destacar que hay mas nuameros irracionales que racionales. No s6lo son infinitos, sino que su nivel
de infinitud es superior a la infinitud de los numeros racionales. Tampoco tienen un sucesor. Para ilustrar
lo dicho anteriormente, basta ver que el nimero racional 2 da lugar a los siguientes nameros irracionales:

v2, Vz, VvV?, V?, B2etc.
5.2.1. EXPRESION DECIMAL DE UN NUMERO IRRACIONAL

Las expresiones decimales se pueden obtener de dos formas distintas: como resultado de una division
inexacta o al resolver una raiz inexacta. Estas dos expresiones, diferentes, se pueden distinguir
facilmente observando la parte decimal del namero:

1 En la division inexacta (Q), lo que encontramos, luego de la coma, puede ser una cantidad infinita
y periddica (pura o mixta) que se repite o una expresion decimal que termina. Por ejemplo:
8,3333333333... 04/5 =0,8.

2. En la raiz inexacta (Q"), luego de la coma, se tiene una cantidad infinita de cifras que no
terminan o ni son periédicas. Por ejemplo: V? =1,4142135623730950488016887242097...

3. Cuando se opera con nameros irracionales se considera un valor aproximado del mismo, en general
con una o dos cifras decimales. Por ejemplo: para >2 se considera 1,4 6 1,41. Se escribe V? - 1,4
6n/2* 1,41 (se lee aproximadamente igual).

4. Las raices indicadas que no pueden expresarse exactamente por ningdn numero entero ni
fraccionario, reciben el nombre de radicales (Q'). Por ejemplo: V2, +V3, £V5, entre otros. El
indice de la raiz indica el grado de un radical. Por ejemplo: V2 es un radical de segundo grado;

V§& es un radical de tercer grado.
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5.2.2. OPERACIONES CON NUMEROS IRRACIONALES

En lo referente a las operaciones: suma, resta, multiplicacién y divisién; no siempre cumplen con el axioma
clausurativo, en el conjunto de los numeros irracionales. Esta afirmacién quiere decir que dados dos
ndmeros irracionales no siempre: la suma, resta, multiplicacién o divisién; de dichos numeros, resulta un
namero irracional. Por ejemplo:

La suma de dos irracionales es irracional: V3 +2>/3=3V3

La suma de dos irracionales es un racional: V5 + (- V5) =0.

El producto de dos irracionales es irracional: V2 .V3 =V6.

El producto de dos irracionales es racional: V2 .V8 =VIi6 =4.

La divisién de dos irracionales es racional: VI8- V2 =VvV9= 3.

Los ejemplos anteriores nos advierten que los nimeros irracionales no se comportan, con respecto a las
operaciones, de manera similar a los numeros racionales. Sin embargo y a pesar de su extrafio
comportamiento tenemos dos afirmaciones que siempre son validas:

1 Si a es racional y b es irracional entonces la suma a +b siempre es irracional. Por ejemplo:
2 +V3 es irracional
2. Si a ¢0 es racional y b es irracional entonces el producto a.b siempre es irracional. Por ejemplo:
2.V5 es irracional
Los numeros irracionales se clasifican en: Algebraicos y trascendentes.

1  Algebraicos. Son aquellos que provienen de la solucion de alguna ecuacién algebraica y se
representan por un nimero finito de radicales libres o anidados. Por ejemplo:

1+V3
V2. .

2
Observacion; Existen numeros racionales que parecen irracionales, a simple vista. Pero, al
observarlos con mas detenimiento notamos que las raices son exactas y al calcularlos obtenemos
un ndmero racional. Por ejemplo:

I*Vv4

2 =3/2

2. Trascendentes. Son aquellos que no pueden representarse mediante un nuamero finito de raices
libres o anidadas; provienen de las llamadas funciones trascendentes: trigonométricas,
logaritmicas, exponenciales e hiperbdlicas. ElI nimero w (pi: 3,1415..) y e = 2,7182..., son
irracionales trascedentes, puesto que no pueden expresarse mediante radicales.

Los irracionales trascendentes también surgen al escribir nimeros decimales no periddicos al
azar o con un patron que no lleva un periodo definido. Por ejemplo:

0,1234567891011121314151617181920212223... 6

101001000100001000001000000100000001...
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5.2.3. REPRESENTACION GRAFICA DE NUMEROS IRRACIONALES
Los numeros irracionales pueden representarse en la recta numérica usando aproximaciones de su
expresion decimal. En el caso de algunos nUmeros irracionales como =+V2, +V3, =+V5,.. pueden
representarse mas "exactamente"” mediante el uso de una regla y un compas.
EJEMPLO 1. Representar: £V2
- En la recta real trazamos un triangulo rectangulo equilatero de

catetos igual a 1, con uno de sus vértices en el origen de larecta

(ver figura).

- Luego, con un compés trazamos una circunferencia de radio la
hipotenusa de dicho triangulo, que es V2.

- La interseccion de esta circunferencia con la recta real es el
nimero V2 a laderecha, y —V2 a la izquierda (ver figura).

EJEMPLO 2. Representar: £\5

- En la recta real trazamos un triangulo rectangulo de catetos 2
y 1, con uno de sus vértices en el origen de larecta (ver figura).

- Luego, con un compas trazamos una circunferencia de radio la
hipotenusa de dicho triangulo, que es V5.

- La interseccion de esta circunferencia con la recta real es el
numero V5 a laderecha, y -V5 a la izquierda (ver figura).

En general, los nidmeros irracionales de la forma Va, siendo a un niumero natural, pueden representarse
sobre la recta real descomponiendo previamente el nGmero a en una suma de cuadrados. Por ejemplo:

1 Para V2 se tiene: 2 =12+12 2. Para V5 se tiene: 5 =22+12

3. Para V3 se tiene: 3 =12 (V2)2 4. Para V7 se tiene: 7 =22+ (V3)2

EJERCICIOS

1 Grafique los siguientes nimeros irracionales:

1v3 2. V6 3. V8. 4.5 +V2 5.-3¢V3

5.3. NUMEROS REALES

El conjunto formado por la unién de los niumeros racionales y los niumeros irracionales forman el conjunto

de los numeros reales. Se representa con la letra KoR, mayuscula (negritas).
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A continuacion, se representan (diagrama de Venn - Euler) los siguientes conjuntos numéricos: Reales (R),
Racionales (Q), Irracionales (Q '), Enteros (Z), Naturales (N), enteros positivos (Z*), Enteros negativos

(z).

5.3.1. REPRESENTACION GEOMETRICA

Los nimeros reales pueden expresarse en forma decimal mediante un niumero entero, un decimal exacto,
un decimal peridédico o un decimal con infinitas cifras no periddicas. Los mismos que se representan sobre

la recta numérica, valiéndose de construcciones geométricas exactas, o mediante aproximaciones
decimales.

A cada punto de larecta le corresponde un nimero real y que cada namero real tiene su lugar en la recta
(correspondencia biunivoca). Por eso a la recta graduada de tal manera se la denomina recta real.

«-sentido negativo sentido positivo-»
-V2 V5

-214 -2 =i -4 0 14 1 3/2

5.4 AXIOMAS DE LOS NUMEROS REALES

Se llama axioma n In proposicidén que se acepta como verdadera. Algunos délos axiomas del conjunto de
los nimeros reales son: de la igualdad (=), de la adicién (+), de la multiplicacion (x), distributivo *
recolectivo, y de orden (<, >).

5.5 IGUALDAD DE NUMEROS REALES
f

Se denomina igualdad a dos expresiones separadas por el signo = que tienen el mismo valor numérico. Por
ejemplo: 1/2 =0,5.

5.5.1. AXIOMAS DE LA IGUALDAD

En los siguientes axiomas, U =R, se lee: “El universo es el conjunto de los nUmeros reales”. De igual forma;

Va,Vb, Ve, se lee: "Para todo a, paro todo b, para todo c", respectivamente.
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NOMBRE

DEFINICION

Entre dos nameros

reales cualesquiera se
cumple una y solo una de
las siguientes relaciones:
son iguales o son

diferentes.

Todo numero real es igual
a si mismo.

Si un primer namero real
cualquiera es igual a un
segundo, equivale a decir
que el segundo es igual al
primero.

Si un primer namero real
es igual a un segundo y
este igual a un tercero,
implica que el primero es
igual al tercero.

Si a cada miembro de una
igualdad se suma un

mismo namero real
cualquiera, la relacion de
igualdad se conserva

(subsiste, permanece).

Si a cada miembro de una
igualdad se multiplica por
un mismo numero real
cualquiera, la relacién de
igualdad subsiste (se

conserva).

ADICION DE NUMEROS REALES

1. DICOTOMIA
2. REFLEXIVO
0
3. SIMETRICO
a b
w
4. TRANSITIVO
r \ r \
a b e
\" S
5. ADITIVO
a c=b +c
6. MULTIPLICATIVO
a = b
axc=bxc
5.6.
5.6.1. VALOR ABSOLUTO

EJEMPLO

4y 3 son diferentes 43

1/2 y 0,5 son iguales
1/2=0,5

Sea el numero real 3,

luego 3 =3.

Sies -2, -2 =-2

1/4 GR y 0,25 eR:

1/4 =0,25<-»0,25=I1/4

0,5 =172 a
0,5 =2/4

1/2 =2/4 >

Si a la igualdad 3+5 =8
se suma el ndmero 4, se
tiene 3+5+4 =8+4.

Por lo tanto, la igualdad
se conserva (12 =12).

Si la igualdad 4+2 =6 se
multiplica por 3, se tiene
(4+2) x3 =6x3.

Por tanto, la igualdad se
conserva (18 =18).

F. SIMBOLICA

U =R. Va,Vb:
a-bvarsb

U =R. Va:

a=a

U =R. Va, Vb:
a=b o b=a

U =R. Va, Vb, Ve:
a=ba b=c=a-c

U =R. Va, Vb, Ve:

a=b a c-c =>a+c =b+c

U =R. Va, Vb, Ve:

a=Dba c-c ™>ac=b.c

Se llama valor absoluto de un numero real al mismo ndmero con signo positivo. Por ejemplo: el valor

absoluto de -1/2 es 1/2,y el valor absoluto de +ttes tt (si el numero es positivo se omite el signo El

valor absoluto de un nimero se denota mediante dos barras verticales, por ejemplo: I-tt]J=n y lt]=tt

En general, si X es un nimero real, el valor absoluto de x se representa por Ix |y se define:

X, si x >0

-X. si x <0

Ejemplo:

13/71=3/7y |-3/71=3/7 ->
|-v2]=V2->

Iv2l1=v2 vy

IMI=ETTy T =TT -»

13/71 = |-3/71
V21 = |-v2|

ITT |= 17T |

Completaremos los ejemplos anteriores agregando que el valor absoluto de O es O, es decir, 10 1 =0.
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Geométricamente, el valor absoluto de un nimero representa una distancia. Si ay b son dos puntos en la
recta numérica, la distancia entre ay b es: d(a,b) = Ib-a I. Por ejemplo:

La distancia entre O y 4 es: d(0,4) = 14-01= 14 |=4.
La distancia entre 4y O es: d(4,0) = 10-41= 1-41=4.

141
. +
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
<«
NI

5.6.1.1. TEOREMAS BASICOS DE VALOR ABSOLUTO
Los siguientes teoremas se cumplen para el valor absoluto:
U =R Vx:
1 Ix] =0. El valor absoluto de cualquier numero real es mayor o igual a cero.
2. Ix] =0 o x =0 El valor absoluto de cero es cero.
3. Ix|2=x2 El cuadrado del valor absoluto de un nimero es igual al cuadrado del ndmero.
4. IX] = El valor absoluto es igual a la raiz cuadrada del namero al cuadrado

El valor absoluto negativo de un nimero es menor o igual que el nidmero, y éste
menor o igual que el valor absoluto positivo del nimero.

U =R. VX, a, b; siendo b > 0.
6. Xi <b <==-b<x<b
7. Ix-al<b o -b<x-aSh
8. [Xi>b <==x<-bvxeb
9. labl=1lal. Ibl
10.1 a/b | =1la|/1b I; siendo b 0.

Observacion: La demostracion de los teoremas se realiza en capitulos posteriores.

1 Hallar la distancia entre los siguientes pares de numeros. Represente la solucién en la recta numérica.
1.-2y6 2.2y -4 3.-3y-2 4.7y0
2. Resolver las siguientes ecuaciones. Represente la solucién en la recta numérica.

1 x+ |-31=6 2. x+ 1172 2=d2 3.y +14 (-8)1=-2.4 4.y + 15/-21 =-3
3. Escriba las siguientes expresiones en notacion conjuntista (teoremas 6,7 y 8)..

1.1 x| <4 2. [x-31 <9 3.Ix] =5 4. |x]>2
4. Escriba un ejemplo para cada uno de los teoremas de valor absoluto.
5.6.2. AXIOMAS DE LA ADICION DE NUMEROS REALES

Los axiomas de la adiciéon son: clausurativo, conmutativo, asociativo, modulativo e invertivo.
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En los siguientes axiomas, U =R, se lee: "El universo es el conjunto de los niameros reales”. Va,Vb, Ve, se

lee:

representar por: Ble, con el mismo significado.

NOMBRE

1.CLAUSURATIVO

2. CONMUTATIVO

3. ASOCIATIVO

4. MODULATIVO
El cero (0), se llama
elemento idéntico.
neutro o moédulo de la
adicion.

5. INVERTIVO
inverso

se llama

(-a),

aditivo u opuesto de
(+a) y viceversa.

DEFINICION

La suma de dos numeros
reales cualesquiera es un

ndmero real Unico.

El orden de los sumandos
no altera la suma total.

Los sumandos reales se
pueden agrupar o asociar
de cualquier modo, sin
que altere la suma total.

Existe uno y solo un
numero real, tal que
sumado con cualquier

numero real, el resultado
es siempre ese mismo
ndmero real.

Para cada numero real a
existe un numero real (-
a) tal que: a + (-a) =0.
Siendo a diferente de

cero.

“Para todo a, b, c¢". Del mismo modo, Se, se lee "Existe un Unico elemento y solo uno", y se puede

EJEMPLO F. SIMBOLICA
2y4 eR a 2+4 =6 U=R.Va, Vb, Se:
=6 eR

>5+4 =4 +V5

a+b=c=>c eR

U =jR Va, Vb

a+b =b+a

U =IR Va,Vb,Vc:

(V2 +3/4) +2/5 -

>2 +(3/4 «2/5)

9 +0

(a+b) +c=a+ (b +c)

U =IR Va, So:

=0+9 =9

O+a=a+0=a

(-3) +0 =0 +(-3) =-3

+5 +(-5

3/4 +(-3/4) =0

) =0 U =IR Va, 3(-a):

a+(-a) =0;ato

yi2 +(-V2) =0

El siguiente esquema presenta algunos nameros reales y sus respectivos opuestos:

5.6.3.

V5 V2 -172 12

Ejemplo 1: Resolver la ecuacién: x + V3 =7

Proposiciones

1
2.

X +V3 =7
X +V3 +(-V3 =7 +(-V3)

3. X +[V3 +(-V3)] =7 +(-V3)

4.

o o
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X +0 =7 +(-V3)
X =7 +(-V3)

V?

x =5,2679... =5,27

85

V5

APLICACIONES (RESOLUCION DE ECUACIONES BASICAS)

Razones

Dato

Axioma aditivo (=
Axioma asociativo (+)
Axioma invertivo (+)
Axioma modulativo ()

Axioma clausurativo (+)

10 °°
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EJERCICIOS 1

1 Resolver las siguientes ecuaciones. Represente la solucién en la recta numérica.

1 x +VvV3 =6 2. x +1/2 =V2 3.y +0,3 =-2,4 4.y +V5 =-3
5.-2,5 =z *V# 6.1/2 =z +V6 7.-3/4 =y +87 8.-1,8=y +97

9. V5 +y =2,75 10. V9 +x =-0,9 11.0,2 +z=-v4 12.1/2 -z =42/7
13. 4/7 =V6 +y 14. 1/2 =1/3 +x 15.0,5 =2,7+z 16. - V2 =V3 +z

5.6.4. DEFINICION DE RESTA

Restar un nimero real de otro equivale a sumar al minuendo el opuesto del sustraendc. Es decir:

U =R. Va,Vb; a, b 6Rz>a-b =a + (-b) Ejemplo: 7 -4 =7 + (-4)

La definicibn anterior nos permite resolver ecuaciones de la forma: x - a =b.

Ejemplo 1: Resolver la ecuacién: x - V? =6

Proposiciones Razones
1 X -V7 =6 Dato
2. x +(-V7) =6 definicion de resta
3. x+(-V7) +V7 =6 +V7 Axioma aditivo (2
4. X +[(-V7) +V7] =6 +§7 Axioma asociativo (9
5% X-0=6+V7 Axioma invertivo (+)
6. x =6 +V7 Axioma modulativo (+)
7. X =7,9129... Axioma clausurativo (+)
8 X « 7,9 Aproximacion

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 o

Observacion: la expresion: x =7,9 se lee x es aproximadamente igual a 7,9.

EJERCICIOS

mm-.wmmm.

1 Resolver las siguientes ecuaciones. Represente la solucién en la recta numérica.

1x-1/2 =3/4 2.3-X-V2 3.x-0,7=-16 4.x -2/3 =-3/4
5. -3=x-V3 6.x -3/74 =-1/3 7.x-0,5=jlfl 8.-3+x =
9.x - ¥4 =V8 10. x - 0,3 =3f\ ¢ 1L -2 +y =173/2 12y - =-V-7

5.7. MULTIPLICACION DE NUMEROS REALES

La operacion aritmética multiplicacidon se indica con el signo por (*). Algunas veces se utiliza un punto para
indicar la multiplicacion de dos o mas nimeros, y otras se utilizan paréntesis.

5.7.1. AXIOMAS DE LA MULTIPLICACION

Los Axiomas de la multiplicacién son: clausurativo, conmutativo, asociativo, modulativo e invertivo. A
continuacion se indican la definicién, un ejemplo y la forma simbdlica de cada uno de los Axiomas:
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En los siguientes axiomas, U =R, se lee: “El universo es el conjunto de los nimeros reales". Y, Va,Vb, Ve,
se lee “Para todo a, para todo b, para todo c". bel mismo modo, 5c, se lee “Existe un Unico elemento y
solo uno vy se puede representar por: 3lc, con el mismo significado.

NOMBRE DEFINICION EJEMPLO F. SIMBOLICA
I.CLAUSURATIVO El producto de dos U =0* Va, Vb, Se:
ndmeros reales 2y4 eR a 2x 4 =8
cualesquiera es un ¥ 86R ax b=c =c~R

numero real Unico.

2. CONMUTATIVO El orden de los factores U =IR Va, Vb:

no altera el producto. 5x4 =4x5 axb=bxa
a.b =b.a

3. ASOCIATIVO Los factores reales se U =R. Va,Vb,Vc:
pueden agrupar o asociar
de cualquier modo, sin [(-3) x (-2)] x 6 = (axb)xc =ax (bxc)
que altere el producto. (-3) x [(-2) x 6] (ab)c =a(bc)

4, MODULATIVO Existe uno y solo un U =R. Va, Si:
nimero real, tal que

El uno (1), se llama multiplicado por 9x1= Ix 9 = 9 Ixa=axl=a

elemento idéntico, cualquier namero real el la =al =a

neutro o moédulo de la resultado es siempre ese (-3) x 1=1x (-3) =-3

multiplicacion. mismo numero real.

5. INVERTIVO Para cada nuimero real a, U =iR. Va, 3(I7a):
(1/a), se llama inverso diferente de cero, existe 5x1/5 =1

multiplicativo, inverso o un namero real (l/a) tal a-(/a)=l;a 0
reciproco de (a) y que: a*(I/a) =1. (- 3/4) x (-4/3) =1 a(l/7a) =1
viceversa.

Observaciones:

1  El reciproco o inverso de un numero, es el nimero 1 dividido por dicho namero. Si consideramos
que todo numero dividido para la unidad es igual al mismo nimero, entonces el reciproco se obtiene
intercambiando el numerador con el denominador. Ejemplos:

El reciproco de 2 es \ El reciproco de -4 es - i
El reciproco de 2/3 es 3/2 El reciproco de - 3/5 es - 5/3
El reciproco de 0,5 es 1/0,5 El reciproco de - 0,2 es - 1/0,2

2. El producto de un nimero por su inverso (reciproco) es siempre igual a 1

2
3« l: 1
3
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5.7.2. APLICACIONES (RESOLUCION DE ECUACIONES BASICAS)

Resolver una ecuacién es determinar los valores de las incégnitas que hacen cierta la igualdad.

Ejemplo 1. Resolver la ecuaciéon: 2x = -V §

Proposiciones

1. 2x =-V§
2. x.2=-v8
3.x.2.1/2 =M .1/2
4. x .[2.1/2] =- §8 .1/2
5. x.1=-98.1/2
6. x= -2.1/2
7. X =-1
*1 1 1 1 J i,
i i i i t
-00 -5 -4 -3 -2 -1

Ejemplo 2. Resolver la ecuaciéon: -2x =3

Proposiciones

1 -2x =3
2. x.(- 2) =3
3. x.(-2).(-1/2) =3.(-1/2)
4. x.[(-2).(-1/2)] =3.(-1/2)
5. x.1 =3.(-1/2)
6. x =3.(-1/2)
7. X =-3/2
N i i i i .
i e i - i i
-00 -5 -4 -3 -2 -1

Ejemplo 3. Resolver la ecuacion: >2 =-"x

Proposiciones

i rz---\x
2. -fx =V2
3. X.(-3/5) 42

4. x.(-3/5).(-5/3) =42 (-5/3)
5. x.[(-3/5).(-5/3)] =V2 (-5/3)

6. x.l =42 (-5/3)

7. x =42 (-5/3)

8. x =- 2,3570...
-5 -4 -3 -2 1

EJERCICIOS 1

* -2,36

Razones

Dato

Axioma conmutativo (x)
Axioma multiplicativo (=
Axioma asociativo (x)

Axioma invertivo (x)

Axioma modulativo (x). Def Va.
Axioma clausurativo (x)

Razones

Dato

Axioma conmutativo (x)
Axioma multiplicativo (=)
Axioma asociativo (X)
Axioma invertivo (x)
Axioma modulativo (x)
Axioma clausurativo (x)

i i ~
2 3 4 @
Razones
Dato

Axioma simétrico (&

Axioma conmutativo (x)

Axioma multiplicativo (=
Axioma asociativo (x)

Axioma invertivo (x)

Axioma modulativo (x)

Axioma clausurativo (x). Def Va.

1 Resolver las siguientes ecuaciones. Represente la solucion en la recta numérica.

13x =V? 2.0,5x =
5. (I/\i2)x - -4 6.VIx =1/5
9. -V7x =3 10. -0,3x =- V27
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3. -1/2x =3 4. -0,25x =-0,5
-VIiO x =-5 8. (-1/Vv5)x =-7
11 (-1/V5)x =2 12. -0,75x=

Numeros Reales



5.7.3. DEFINICION DE DIVISION

Dividir un namero real por otro equivale a multiplicar el dividendo por el inverso (reciproco) del divisor.
Simbdlicamente se denota de la siguiente manera:

U =E. Va, Vb; a, b gR=a/b =a.l/b; b =£0 Ejemplo: _Ji1

2 2
Observacion: Todo namero R dividido para la unidad es igual al mismo nimero (Va~E: a™=a): y/7*1=\I7.
Todo namero E, diferente de 0, dividido para si mismo es igual a 1 (Va"E: a a=%La* 0) t+ =1
Todo namero E, diferente de 0, dividido para 0 no esta definido (V a”i: a50; a* 0 no esta definido):

4/7 s0, no esta definido. Cero dividido para cero (O -h 0) es una indeterminacion (Ind).

Si los dos numeros reales (llamados dividendo y divisor, respectivamente) tienen el mismo signo el
resultado (llamado cociente) es positivo, caso contrario es negativo.

La definicién: a/b =a. 1/b; b * O, nos permite resolver ecuaciones de la forma: x/b =c, con b * 0.

Ejemplo 1. Resolver la ecuaciéon: x/2 = -V2
Proposiciones Razones
i x/2 =-\/2 Dato
2. X .1/2=-V2 definicién de division
B X.i. 2=(-V2) 2 Axioma multiplicativo (&
4. x [1/2. 2] =(-V2) 2 Axioma asociativo (x)
5. X .1-(-V2) 2 Axioma invertivo (X)
6. X =(-V2) 2 Axioma modulativo (x)
7. X =- 2,8284... « -2,83 Axioma clausurativo (x)
k- 1 b>* 1 1 1 [
-5 - 4 - 3 - 2 - 1 0 1 2 3 4 ©
Ejemplo 2. Resolver la ecuacion: x/-2 = -V2
Proposiciones Razones
1 x/-2 =-V2 Dato
2. X .(-1/ 2) =-V2 definicion de division
3. x.(4). (-2) =(-V2) (- 2) Axioma multiplicativo (&)
4. x .[(-172). (-2)] =(-V2) (- 2) Axioma asociativo (X)
5. X .1=(-V2) (- 2) Axioma invertivo (x)
6. x=(-V2) (- 2) Axioma modulativo (x)
7. X =2,8284... =2,8 Axioma clausurativo (x)
-5 - 4 - 3 - 2 - 10 1 2 3 4 o

1 Resolver las siguientes ecuaciones. Represente la solucién en la recta numérica.

1 x/3 =0,5 2.x/4 =-0,5 3. x/2 =2 4.x/2 =-0,25
5. x/-3 =0,5 6. x/-4 =-0,5 7.x/-2 =2 8. x/-2 =-0,25
9.x/-6 =1 10. x/-6 =-1 11 x/ -0,5 =3 12. x/-0,5 =4
13. -y/4 =3 14. -y/0,25 =6 15. -z/5 =-3 16. - x/7 =-3
17. 3 =x/2 18.-5 =x/3 19. - 3/2 =-z/5 20. /2 =y/5
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5.8. AXIOMA DISTRIBUTIVO-RECOLECTIVO

El producto de un namero real cualquiera por la suma de dos nimeros reales cualesquiera, es igual a la
suma de los productos de ese nimero real por cada uno de los sumandos.

El Axioma distributivo, a la izquierda, se escribe en forma simbdlica de la siguiente manera:

U=R. Va,Vb,Vc; a.(b+c) =a.b ¢ a.c Ejemplo: V2 (/5 +0,3) =V 2.1/5 +V 1.0,3

Si en la definicion (ejemplo) anterior se aplica el axioma simétrico de la igualdad, se tiene:

Ejemplo: V2 . 1/5 +>/2.0,3 =V2 (1/5 +0,3)
U=R. Va,Vb,Vc; a.b+a.c =a.(b+c)

Si consideramos lo anotado anteriormente, el axioma distributivo - recolectivo a la izquierda, se escribe
en forma simbdlica de la siguiente manera:

U=R. Va,Vb,Vc; a.(b+c) =a.b ¢ a.c a a.b+a.c =a.(b+c)
5.8.1. APLICACIONES

Verifique las siguientes igualdades aplicando el axioma distributivo / recolectivo, segin corresponda.

Ejemplo 1: V5 (1/4 +1/3) =V 5.7/12

Proposiciones Razones

1. V5(I/4 +1/3) =V5. 7/12 Dato

2.V5.1/4 +V5 1/3 =V5. 7/12 Axioma distributivo
3. =/5/4 +>/5/3 =\/5. 7/12 Def. (x)

4. V5. 7/12 =V5. 7/12 Def. M

Ejemplo 2. 0,5x0,3 +0,5x0,4 =0,35

Proposiciones Razones

1 0,5x0,3 +0,5x0,4 =0,35 Dato

2. 0,5.(0,3 +0,4) =0,35 Axioma recolectivo
3. 0,5 x0.7 =0,35 Def. M

4. 0,35 =0,35 Def. (x).

EJERCICIOS '

1 Verifique las siguientes igualdades aplicando el axioma distributivo a recolectivo segun corresponda:

13.(4 +2) =18 2.0,7.(0.4 +0.5) =0,63 3.2/5.(3/4 +2/5) =23/50
4.3.2+52 =16 5.43 +54 =32 6.23 +35=21
7.51+2)=15 8.0,1.(0,4 +0,3) =0,07 9. 1/3.(3/2 +2/3) =13/18
10. 3.1/2 +5.1/2 =4 11 3.0,4 +5.0,4 =3,2 12. 1/3.4 +5.1/3 =3
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5.9. ORDEN EN LOS NUMEROS REALES
5.9.1. DESIGUALDAD

La desigualdad, es una relacibn matematica entre dos expresiones que no son iguales. Los simbolos
utilizados para denotar una desigualdad son: < (menor que) o > (mayor que). Por ejemplo:

1 Un ndmero real a es menor que un numero real b, si en la recta numérica el punto a esta a la izquierda
del punto b, por ejemplo:

=-V2 b =V3,

r T L p—

-00 -4 -3 -2 -1 0 1 2
Como puede verse en el grafico a <by en particular - yfZ <V3, por la razén indicada anteriormente.

2. Un ndmero real b es mayor que un nimero real a, si en la recta numérica el punto b esta a la derecha
del punto a, por ejemplo:

a =V2 b =y/3
r
1 1 1 7l - 1 1 1 o | *
L 1 1- 1 1 1 1 b
- « - 4 - 8 - 2 - Al 0 1 2

Como puede verse en el grafico b > ay en particular V3 >->/2, por la razén indicada anteriormente.

Definicibn 1: a es menor que b es equivalente a decir que: la diferencia (a - b) es un nUmero negativo:
En forma simbdlica se escribe:

a<bo (ab) <0 Ejemplo: -V2 <V3 porque (-V2-V3) es negativo.

Definicion 2: a es mayor que b es equivalente a decir que: la diferencia (a - b) es un namero positivo. En
forma simbdlica se tiene:

a>b (a-b) >0 Ejemplos: V3~ > -V2 porque [V3~ - (-V2)] es positivo

Observaciones:

1 x>0 o xes positivo 2. x <0 o xes negativo
Son, también, usuales las siguientes notaciones:
4.a>b, se lee “mayor o igual". 3. a”™b, se lee “menor o igual".

a>boa>bva=b a<boa<bva =b

3. Los numeros reales no estan colocados de manera que se puedan ordenar de uno en uno. Es decir, no
existe “el siguiente™ de un nimero real, pues entre dos numeros reales cualesquiera hay otros, de
modo que, si se representan sobre una recta, ésta queda densamente ocupada por ellos: si tomamos
un tramo de recta, un segmento, por pequefio que sea, contiene infinitos nimeros reales.
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5.9.2. AXIOMAS DE LA DESIGUALDAD (ORDEN)

En los siguientes axiomas, U =R, se lee: "El universo es el conjunto de los nUmeros reales". Y, Va,Vb, Ve,
se lee: "Para todo a, paro todo b, para todo c". Del mismo modo. Se, se lee "Existe un Unico elemento y

solo uno “.El cuantificador particular Se se puede representar por: 3lc, con el mismo significado.

NOMBRE DEFINICION
1. TRICOTOMIA Entre dos numeros
reales cualesquiera se

cumple una sola de las

siguientes relaciones:

- el Toes igual al 2dd

- el Iroes mayor que el 2d0, o

- el roes menor que el 2d0.
2. TRANSITIVO Si un ler nimero real es
mayor (menor) que un 2d
y éste mayor (menor) que
un 3ro, entonces el 1o es

mayor (menor) que el 3ro.

3. ANTISIMETRICO Si

mayor que un segundo,

un ndmero real es
entonces el segundo es
menor que el primero.

5. ADITIVO Si a cada miembro de una
desigualdad se suma un
mismo numero real
cualquiera, el sentido de
la desigualdad no cambia.

(El signo no cambia)

6. MULTIPLICATIVO Si cada miembro de una
desigualdad se multipli-

ca por un mismo numero

real positivo, el sentido
(El signo cambia si el de la desigualdad no
factor es negativo) cambia, pero si se

multiplica por un numero
real negativo el signo de
la desigualdad cambia.

7. ARQUIMEDES

Si un namero real positivo es mayor que otro nimero
real positivo, existe por lo menos un nimero entero
positivo, que multiplicado por el menor da un

producto que es mayor que el nimero mayor dado.

8. DENSIDAD

Si un numero real cualquiera es mayor que otro,
existe por lo menos un namero real que es menor
que el mayor de ellos y mayor que el menor. En otras
palabras, entre dos nimeros cualesquiera existe un
conjunto infinito de nimeros reales.
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EJEMPLO
2y 2, se cumple que:
2=2
5y 2, se cumple que:
5>2
1y 3, se cumple que:
1<3

5>2 a 2>0-> 5=0

1<2 a 2<3

VT >-V2 +>-V2 <VT

4 <12 <» 12 >4
9>3 <= 3<9

7>3 a 2=2 —>»
7+2>3+2

5<9 a 3=3 —
5 SESISOET 3

NUmero positivo
3<9 a

3.2 <9.2

NUmero negativo

3<9 a 2:=-2 —>

3 (-2) >9 (-2)

8>3,4 e T
8 < 3.4

(

4 > 3 ,existe
3,5 tal que

4 >35 >3
3,15 tal que

4 > 315 > 3

-»1<3

+2 =42 —

F. SIMBOLICA
U =R. Va, Vb:

a=b

a>>b

a<bhb
a"b = a>by a<b

U =R. Va, Vb, Ve:

a>bAb>c=>a>c

a< bAb<c=>a<c

U =R. Va, Vb:
a>bo b<a
a<b<=b=>a
Q>b <=b >a

U =R. Va, Vb, Ve:

a=>b a c=c =>at+c >b+c

a<b a c=c =>at+c <b+c

U =R. Va, Vb, Ve:

NUumero positivo (c=>0)
a>b a c=c =~a.c >b.c

NUumero negativo (c<0)
a>b a c=c =a.c <b.c

U =R\ Va, Vb:

a>b,3n "Zt:a<b.n

U =R. Va, Vb, 3c:

a>boa>c=>b
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5.9.3. APLICACIONES (RESOLUCION DE INECUACIONES BASICAS)

Si una desigualdad contiene incdgnitas se Illama inecuaciéon. Una inecuacion es verdadera para
determinados valores de las letras que contiene, por ejemplo: x >3, es verdadera para todos los nimeros
reales mayores que 3. Las letras que intervienen en las inecuaciones reciben el nombre de variables, y
generalmente se indican mediante las Ultimas letras minuUsculas del alfabeto (x, y, z). La expresiéon que
se antepone al signo >o0 <se llama primer miembro y la que sigue segundo miembro.

Ejemplo 1. Resuelva la inecuacion: x +2 >5

Proposiciones Razones

1 X +2>5 Dato

2. X +2 +(-2) >5 +(-2) Axioma aditivo (<,>)

3. x+[2 +(-2)]>5+(-2) Axioma asociativo (+)

4. Xx+0 =5 +(-2) Axioma invertivo (+)

5. X =>5 +(-2) Axioma modulativo (+)

6. X >3 Axioma clausurativo (+)

1 1 k3 ! 1 >

-00 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 ~

La flecha con origen abierto (circunferencia) indica que todos los niUmeros mayores que 3 son soluciones

de la inecuaciéon, menos el 3.

Ejemplo 2. Resuelva la inecuaciéon: x - 2 <8.

Proposiciones Razones

a8 X -2<8 Dato

2 X +(-2) <8 Definicion de resta

3. x+(-2) +2 <8+2 Axioma aditivo (<,>)

4. x+[(-2)+2] <8+2 Axioma asociativo (+)

5. X+0 < 8+2 Axioma invertivo (+)

6. X <8+2 Axioma modulativo ()

7. X <10 Axioma clausurativo (+)
<<

-20 -10 10 20 30 40 50 60 70

Ejemplo 3. Resuelva la inecuacion: x/2 >-5

Proposiciones Razones

1 x/2 =>-5 Dato

2 x.1/2 >-5 Definicién de division

3. x.1/2.(2) >-5.(2) Axioma multiplicativo (< >)

4. x.[172.2] =-5.(2) Axioma asociativo (x)

5. x.I >-5.(2) Axioma invertivo (x)

6. x >-5.(2) Axioma modulativo (x)

7. X >-10 Axioma clausurativo (x)

1 1 1 1 >

-20 -10 0 10 20 30 40 50 60 70 =
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Ejemplo 4. Resuelva la Inecuaciéon: -3x <-4

Proposiciones Razones
1 -3x <-4 Dato
2 x.(-3) <-4 Axioma conmutativo (x)
3. x.(-3).(-I/3) =-4.(-1/3) Axioma multiplicativo (<>)
4. x.[(-3).(-1/3)] =-4.(-1/3) Axioma asociativo (X)
5. Xl > -4.(-1/73) Axioma invertivo (X)
6. X =>-4.(-1/3) Axioma modulativo (x)
7 X >4/3 Axioma clausurativo (x)
X il : W 7
-00 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 [e0]

iplo 5. Resuelva la inecuacion: 2 <-2X

Proposiciones Razones
1 2 < -2x Dato
2. -2x =2 a<b<=b=>a
3. x.(-2) =2 Axioma conmutativo (x)
4. x.(-2).(-I72) < 2.(-1/72) Axioma multiplicativo (<,>)
5. x.[(-2).(-I/72)] < 2.(-17/2) Axioma asociativo (X)
6. x.l <2.(-1/72) Axioma invertivo (X)
7. X < 2.(-1/2) Axioma modulativo (x)
8. X <-l Axioma clausurativo (x)

~ ~ = — i 1 1 1 — 4 domme- - -

-2 -1
EJERCICIOS

1 Resolver las siguientes inecuaciones. Represente las soluciones en la recta numérica.

1x+3=>1 2.2z+8>5 3. x+2>-1
4.y +6 >-2 5.z +0,5>0,25 6.y +7 =>-2
7.x-5<2 8.z-4<-8 9.x -1/5 <4
10.x -3 <7 1ny-6<-1/3 12. x - 1/4 <-1/2
13. x/3 >2 14. z/5 > -3 15. x/5 <3

16. y/4 > 1 17. z/3 >1/2 18. x/4 <-5=

19. -2x <5 20. -6y >7 21. -2x <-1/3
22. -3y <-2 23. -4y > -5 24. -3y <7

25. 3 <5x 26. 5 <-3y 27. -5 <1/2x
28. -5 <2y 29. -6 <-4z 30. 4 <-3/2y
31 2>3x 32.-4>5z < 33.-7>=>2x

34. 7 >4y 35. -2 >-1/3y 36. -1/3 >-5/4y

5.10. POTENCIACION (REALES CON EXPONENTES RACIONALES): (EQ

Se llama potenciacién al producto formado mediante multiplicaciones sucesivas de un mismo numero o
letra. Por ejemplo: (-2/3)3 = (-2/3).(-2/3).(-2/3). El -2/3 se llama base, el 3 exponente. Luego, como
(-2/3)3;: -8/27, el -8/27 es la tercera potencia de -2/3.
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5.10.1. DEFINICIONES BASICAS

Si la base a es un numero real (R), y el exponente n racional, Q ={x/x=£ p~Z a q™Z, q¢ O}

EXPRESION

DEFINICION EJEMPLO
La potencia cero (exponente 0) de un ndmero -3)° =
1. POTENCIA CERO P o (exp . ) -3 1
real a, distinto de cero, es igual a 1: (-3/74)° =1
(Exponente 0)
a°=1,a*0 °=1
La potencia uno (primera potencia) de un nimero -31=-
2. POTENCIA UNO P . (p. p _) 81=-3
real a, es igual al mismo namero sin el exponente: (-2/3)1=-2/3
(Exponente 1)
al=a (-v3)1=-v3
| La PEP, de un nimero real a es igual al producto (-3/2)2=
3. POTENCIA ENESIMA L .
de n veces a; siendo n>1 (-3/2%-3/2)
POSITIVA (PEP)
an=a.a.a. .. a; a™R a n~™N* (-v3)2=
N* ={2,3,4,...}
n veces (-V3)(-V3)
, La PEN, de un namero real a, distinto de cero, 2:3=1/23
4. POTENCIA ENESIMA . ) .
es igual al inverso de la potencia con exponente (374)2=
NEGATIVA (PEN) W .
positivo; siendo n >0: 1/(3/4)2
a‘n=1/an; a0 a n>0"N (V2)-3=1/(V?)3
La PEF, de un nimero real a positivo, es igual a la
4 raiz enésima de am siendo m y n naturales 4) = 8
5. POTENCIA ENESIMA 8 i ‘ ;
mayores que rimos entre si:
FRACCIONARIA (PEF) R 4 52 =V5 =
amh = van; a=>0 2236
[ah = va; a=0a m= 1]
5.10.2. TEOREMAS DE LA POTENCIACION
Si: any bn, son potencias definidas en los reales con exponentes racionales:
NOMBRE TEOREMA EJEMPLO
La PEP par de base positiva @9 0 negativa (-) (1/V3)2=1/3

1. POTENCIA ENESIMA es positiva: (2/V3)2=4/3
POSITIVA PAR (@” =x; n~N* par (-2/V3)2=4/3
(—a)n =x; n~N* par (-V2/4)2=1/8

La PEP impar de base positiva (+) es positiva y (2/3)3=8/27

B/1)3=27/u3
(-1/3)3=1u3/27
(-3/2)3=-27/8

3. POTENCIA ENESIMA
POSITIVA IMPAR

de base negativa (-) es negativa:
(@)” =x; n~N* impar
(-a)n = -x; n™N* impar
La potencia enésima del producto de numeros
1. POTENCIA ENESIMA DEL
DEL PRODUCTO

reales es igual al producto de las potencias (ti/5.3/6)2=

enésimas de cada uno de los factores. (w/5)2 (3/6)2
(a.b)n = an.bn

La potencia enésima del cociente (division) de

(0/5-3/2)2=

(6/5)2 (3/2)2

2. POTENCIA ENESIMA DEL
COCIENTE

numeros reales, es igual al cociente de las
potencias enésimas; b * 0.

(a/by =ar/bn;, b * 0

Observaciones:
1 El significado de un exponente (-) queda definido mediante la igualdad: a'~0=I/ama a?0 a m,n>0.
2. Cuando la base es una expresion decimal, es conveniente expresarla en forma fraccionaria.
3. Ladefinicidn de potencia con exponente negativo es a_mh =1/a™7'. Luego, si consideramos que: a™h = Va™,
se tiene: a_mh =1/ Va™.
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5.10.3. OPERACIONES DE LA POTENCIACION

Si'. ar'y an, son potencias definidas en los nUmeros reales con exponentes racionales:

OPERACION
1. PRODUCTO DE

POTENCIAS

. COCIENTE DE

POTENCIAS

. POTENCIA DE

POTENCIA

TEOREMA

De igual base:

Se mantiene la base y se suman los exponentes:
aman = anm

De igual base:

Se mantiene la base y se restan los exponentes:
anfa" = anin, a0

Se mantiene la base y se multiplican los exponentes:
(amn - a"™

1 Hallar los siguientes productos (cocientes):

1 (437)(-44/3)
5. (4/25)-12
9. (1/2 - 1/5)2
13. (2/3)2

17. 313 3V2

2. (-32)2/%(81)4 3. (-27)'2/X(1/16)'%¥:

6. 0,008 53 7. (-0,125)1/3
10. 45/-46 11. 0,25/-0,24
14. (0,4/0,5)3 15. (3/2)2
18. (3./213 19. (2.3)12

2. Demostrar: amh = (Va)m= (all)m = (amI/n; a >0

5.11. RADICACION

5.11.1.

DEFINICIONES BASICAS

EJEMPLO

(-7T/2)2. (-t/2)3=
(-t/2)28=(-n/2)5

(-1/3)4/ (-1/3)6=
(-1/3)46=(-1/3)'2

[(-2/5)3]2=
(-2/5)3=(-2/5)6

4. 0,01-52

8. (0,4. 0,5)3

12. (1/3)5/-(1/3)*
16. 24/23

20. @55

Si a es un nimero real, y n es natural mayor que uno (conjunto representado por N*):

EXPRESION

1.

Msc. Paco Bastidas Romo <&Otros

RA1Z ENESIMA
EXACTA
N* = {2,3,4,..}

RATZ ENESIMA DE 1
(indice n, exponente m)

RAIZ y POTENCIA
ENESIMA:

RATZ ENESIMA
INEXACTA
N* ={2,3,4,..}

. RATZ ENESIMA DE

UNA POTENCIA (am

DEFINICION

La raiz enésima exacta de un numero real a, llamado

radicando es otro numero real *x", tal que, elevado a

la potencia enésima, es igual al mismo radicando.
3a:va - x 0 x~=0; n~N~*

La raiz enésima de 1 es igual a 1; siendo: my n

naturales mayores que 1

=1 0

La raiz y potencia enésima de un mismo nimero real,
se simplifican:

yrm vr =1

Van = (Va)" =a; a>0 An~™N* par

va" = (Va)n =a; n™N* impar
La raiz enésima no exacta de un numero real a,
mayor que 0, es igual alA&t n natural mayor que 1

Va =al/; a> 0 a ne N* <

Va =-al/m, a>0 An~N* impar
La raiz enésima de una potencia (am), siendo: a mayor
que 0, ny m naturales mayores que 1,y primos entre
si, es igual a:

Va* = anyr= (Va)m; a >0 a n™N~*

96

EJEMPLO

v8/27 =2/3 -

(2/3)3=8/27

(V2/5)2=2/5
(7-2/5 )2=3, enR
(V275 )3=2/5
(77°2/5 )3=-2/5

V2 =213-

1,25992...
VT * -1,259..

V 2 =22/3(W2 )2
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Observaciones:

1 La radicacion es la operacion inversa de la potenciaciéon: Va =x =xn=a; n™N*. Por ejemplo:
VI6 =4 ~ 42=16.

2. De la definicién 4 se tiene que un nimero irracional se puede escribir como un nimero decimal
con infinitas cifras decimales no periédicas: V2 =212=1,4142...

3. La potencia 212se halla mediante logaritmos: 2UZ =x —» logsix) =1/2 -* log (x) =0,150515 —
X =1,4142... (Antilogaritmo).

4. Las raices indicadas que no pueden expresarse exactamente por ningln ndmero entero ni
fraccionario, reciben el nombre de radicales. Por ejemplo: +V2, t V3, V5. Generalmente, los
radicales no se expresan en forma decimal.

5.11.2. TEOREMAS DE LA RADICACION

Si: 7a y Vb, son raices definidas en los nimeros reales con indice, n, natural mayor que uno (N*):

NOMBRE TEOREMA EJEMPLO
1 Radicando positivo (+): Exacta:
Tiene dos raices opuestas. 74/25 =+42/5 - (+2/5)2=4/25
Va =#x; a >0 a ne N* par Inexacta:

1. RAIZ ENESIMA
PAR
(Exacta o inexacta)

41/25 =+72/5 - (&x/2/5)2=2/25
2. Radicando igual a O:
Tiene una raiz, el O VO= 0~ (0)2=0

Tiene 3 posibilidades:
VO =0 ; n™N* par

N* ={2,3.4,.} 3. Radicando negativo (-); Exacta:
No tiene raices en R. 7-4/25 =3,enR
V-a =3; n™~N* par Inexacta:

4 -2/25 =3, enR

1 Radicando positivo (H): Exacta:
Tiene una raiz positiva 48/27= 2/3 <
Va =+x;a>0 a n™N* impar (27/3)3=8727
Inexacta:
> RATZ ENESIMA \I5/27 =V5/3- (V5/3)3=5/27
IMPAR 2. Radicando igual a 0:
(Exacta o inexacta) Tiene una raiz, el 0 €#H=0n Q$=O
Tiene 3 posibilidades: VO =0 ; n™N* impar
3. Radicando negativo (-): Exacta
Tiene una raiz negativa. V -8/125= -2/5 - C-2/5)3=-8/125
VS =-x; a >0 a neN* impar Inexacta:
1/5/27 =-V5/3 - (-V5/3)3=-5/72
Exacta

La raiz enésima de un producto es 7(4/9)(25/36) =74/9 .725/36
igual al producto de la raiz enésima 579

3. RAIZ ENESIMA

de cada factor (definidas en R): Inexacta
DEL PRODUCTO 7(2/9)(5/6) =72/9.725/36 =
3a,b: "/a.b =Va . Vb 572/18

7-4/9.5/36,3 en R

La raiz enésima de la division es igual Exacta:
4. RAIZ ENESIMA al cociente de las raices enésimas 79/4-16/25 =79/4 /716/25 = 5/4
DEL COCIENTE. (definidas en R); b * 0. Inexacta:

3a,b: yu/b" =V5 7 Vb :b *0 7(2/3)/(5/6} = ~2/3 17576 = 2/75
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5.11.3. IGUALDAD DE RADICALES

La igualdad de radicales se puede establecer a partir de la igualdad de potencias de exponente
fraccionario. Dos potencias de exponente fraccionario son jguales si los radicales correspondientes lo
son, o también, si las fracciones de estas potencias son equivalentes:

Va™ = Va* = amh = agp = P
Si se multiplica o se divide el indice de un radical y el exponente del radicando por un mismo ndmero
natural distinto de cero, se obtiene otro radical de igual valor.

va™ = m\f

Esta propiedad permite: simplificar radicales, obtener dos radicales con el mismo indice y comparar
radicales.

5.11.4. SIMPLIFICACION DE RADICALES

Un radical esta simplificado cuando todos los factores primos, de la cantidad subradical, estan elevados
a exponentes menores que el indice del radical. Por ejemplo: Simplificar V18 :

Proposiciones Razones
1 7i8 =718 Axi. Reflexivo ().
2. Factores primos.
3. 718 =7 F .72 V¢Tb=Va. Vb
4. 718 =372 Va'™ =a
EJERCICIOS
1 Simplificar.
1750 2.727 3. 732 4. (1/2)V8 5. (2/3) Vi8
6. (3/4)748 7. (-1/5) 750 8. (-1/6)772 9. Vv81. 10. V56
11 -v48 12. ivle 13. (2/3)V54 14. (3/4) V128 15. (8/5) V600

2. Construir un mentefacto para la radicacion en R.

5.11.5. OBTENCION DE DOS RADICALES CON EL MISMO INDICE

Se escriben los radicales como potencia de exponente fraccionario.

Se simplifican los exponentes fraccionarios, si es posible,

Se halla el mcm de los denominadores,

Se divide el mcm entre cada denominador y el cociente se multiplica por el numerador respectivo.

o rwnN P

Se escriben los exponentes fraccionarios con el denominador comun.

Por ejemplo: escribir los siguientes radicales, con igual indice: Vio2 y VN?.

Proposiciones Razones \%

1 Vio2 y Tio5 Dato.

2. 102/3y 10" va™ = a7

3. El mem (3,4)= 12 Def. mcm.

4. 10812y 10912 Exponente fraccionario con igual denominador
5. y VIO* Qmin _

Luego, de dos radicales con el mismo indice es mayor el que tiene mayor radicando: Vio5 > Vio8
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EJERCICIOS
'WOBHB99

1 Escriba los siguientes radicales con el mismo indice. Indique cual es mayor.

l. Vay V? 2.v7y v »?
6. 85y V5 7./5 -y-V5

3.V64 y V4 4.V7y V7 5.VI2 y/i2

8,V2yV? 9. V?y V27 10. V32 y VI28

Il. V49yV343 12. V36 y V216 13. V729 y V81 14.V?yV? 15V i? yvVi?

5.11.6. RADICALES SEMEJANTES

Se llama radicales semejantes a los radicales que tienen el mismo grado y el mismo radicando. Por ejemplo:
\i2y 4/2 son semejantes, y se pueden operar como términos semejantes. V2 y 4/3 no son semejantes.

Observacion: se llama coeficiente al factor (nimero, letra) que precede a un radical.
5.11.7. OPERACIONES CON RADICALES
a. SUMA Y RESTA:

Para sumar y/o restar radicales se simplifican los radicales semejantes y se efectiuan las operaciones
indicadas. Por ejemplo: Simplificar: 2V75 +V28- /12 .

Proposiciones Razones
1 2/75~+V28 - \fl2 =2V75 +V28-VI2 Axi. Reflexivo (&)
2. 2V75"+/28 - VI2 =10V3—+2/7 -2/3 Simplificacién de radicales.

3. 2/75~+V28 - VI2 =8/3-i-2/7 Términos semejantes.

EJERCICIOS

1 Simplificar.
12V2 +3/2 2. 3V5 *V20 3. Vi2 +V27 4. </I8+/50
5.2/32*3/72 6. 3\f28- /63 7. 4V8 +5V5U 8.V8-1/3. VI2
9. 3V5+2/5 10. V24 +V8lI 11 2/16"+ 1/50 12. V24- vl

13. 4740—~- VI35 14.5/16'- VI28

15. V54-3V250

16. 394U-/T35

b. MULTIPLICACION DE RADICALES CON EL MISMO

Se conserva el signo radical. Se multiplican los coeficientes y

las cantidades subradicales,

respectivamente. Se simplifica el producto de la cantidad subradical, si es posible. Por ejemplo:

Multiplicar: 2vé . 3/10 .

Proposiciones

1 2V6.3VIO =2V6.3/i0
2. 2V6.3VIU =6V60"

3. 2V6.3%M10=12Vi5

EJERCICIOS

1 Multiplicar.
1 2\/~. 3V6 2.3v3 .-3/21

5..2yf32.3/72 6. 3V28 . V63

9.3/4 .2326 10. VI2 . 872 11 294
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3.44/5,] /20
7. -4V8.5V50

Razones

Axi. Reflexivo (&.

Def. (x).

Simplificacion de radicales.

4./18 .v50
8.V8 Vi2
12. V5 . VIO
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c. DIVISION DE RADICALES CON EL MISMO INDICE

Se conserva el signo radical. Luego, se dividen los coeficientes y las cantidades subradicales,
respectivamente. Se simplifica el cociente de la cantidad subradical, si es posible. Por ejemplo:

Dividir: IOVIO

Proposiciones Razones
1. IOvIO -5'/2 =I0OVIO -5V2 Axi. Reflexivo (&).
2. 10/i0-5V2 =10/5 .VW 2 Def.
3. Tovio -5v2 =2v5 Simplificacion.
EJERCICIOS
1 Dividir:
1. 2V8- HV2 2. 10VIU -2V5 3. 4\I2A -r] J3 4. veU~ V5
5. -2V75 - 3V3 6. 3V28 - V3 7. -4V8 - 5V5 8.V8-j. Vi2
9.-4VI6 - 2Vv2 10. V48 - V3 11.2v4 Vz 12. V50 - ViO
13. 4VIU - V2 14. 5936 - V4 15. V75 - 3V25 16. 3\/40 - V5

d. POTENCIA

Para elevar un radical a una potencia cualquiera se eleva la cantidad subradical a esa potencia. Por ejemplo:

Efectuar: (V? )3

Proposiciones Razones
1 (V2)3 = (v2)3 Axi. Reflexivo ().
2. yz)3=~ Def. (Va)n=Va"
3. (V2)3=2Vv2 Simplificacion de radicales.
EJERCICIOS
1
1 Calcular:
1 2(V5—)2 2.(vT)3 3. (V5~)4 4. 2(V10”)2
5. (V7 )3 6. 3(V6—)3 7.-5(Vir)3 8. 2(Vv5")3

e. RACIONALIZACION

Se llama racionalizacion a la operacion que consiste en transformar una fracciéon, que tenga uno o mas
radicales en el denominador, en otra fracciéon equivalente sin radicales en el denominador.

En general, para racionalizar el denominador se multiplica, el numerador y el denominador, por un factor
adecuado que permita obtener una fraccién equivalente, cuyo denominador sea un nimero racional. Es

decir, que tenga raiz exacta; a fin de extraer la raiz y eliminar el signo radical del denominador. Se
presentan tres casos:

1. Si es de la forma by se multiplica el numerador y denominador por \ic. Por ejemplo:
c'
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o 2
Racionalizar'. 32

Proposiciones Razones
1 -g- =-2- i ivo (9.
25 Axioma Reflexivo (&)
2 2 - 2 Multioli i6n: -
Coava r 3vAV2 ultiplicacion: a/b =ac/bc

Q 2 _ vz Def. Potencia
* 3v2 " 3(\/2)2

4 2 _2Vv2 w_
3v2" 32 (VS)' =a

) G Simplificacién.
w2 "3

1 Racionalizar el denominador:

e A 2. Vi S <-1

6-7i5 [ 8
2. Si es de la forma bvz%%- , se multiplica el numerador y denominador por Vcn~m. Por ejemplo:
Racionalizar:
3v4

Proposiciones Razones

Axioma Reflexivo (=). bef.an

Multiplicacion: a/b =ac/bc
Def.an Vab =Va. Vb

V&"™* =a

Simplificacion.

1 Racionalizar el denominador:

M 24 4.
. 74 a-é
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3. Si es de la forma /Y=, (el denominador es un binomio con a menos un radical); se multiplica el

numerador y denominador por el conjugado del denominador, el mismo que se llama factor de
racionalizacién. Los siguientes productos notables se usan para encontrar algunos factores de
racionalizacion:

(a- b)(a+b) =a2- b2 (0}
(a- b)(a2+ab +b2) =a3- b3 @)
(a +b)(a2- ab +b2) =a3+¢ b3 3)
Racionalizar: ™
Proposiciones Razones
1 \2- 1 V2-v3 Axioma Reflexivo (2.
z V2_2V3 - (V2—2(\>/32>)>(\\;23«—)75) Multiplicacién: a/b =ac/bc
A 2 _ 2v2+v3

AXi. Distributivo, Def. a2- b2
vi2-v'3 - (V5)2-(V3)2

4 2 215213

* 7275 -~ 23 (Ya)"=a
;_ ‘AN 2 Def @),
6- VTTS =-2V2-2V3 a/-1 =-a
EJERCICIOS
1 Racionalizar el denominador:
i a -0.3 K A
Lo 2 7577 8 0217 - 37173 V=Tl
2 i <]
6. 7. 8. 9 10 15
VIT2-VTT76 IR 3/6+37 7875 \i\/zA U5
213 4 a
14 - Q-
\IU7-3U3 12 vira B v ©

2. Construya un esquema de barras para la clasificacion de los numeros reales.
Observaciones:

1 Si observamos con atencion notaremos que las propiedades de los nimeros se basan en las operaciones de
suma, multiplicacién y potenciacion, debido a que son operaciones basicas. La resta, division, radicacién y
logaritmacién, dependen de ellas. La resta es la suma de un inverso aditivo: a-b =a +(-b). La division es la
multiplicacién por un inverso multiplicativo: a/b =a.l/b =a.b'}; b ¢ 0. La radicacién: Va =b =bn=ayla
logaritmacion: logba =n =bn=a. La resta y la divisiébn no son conmutativas y tampoco son asociativas. A pesar
de estos inconvenientes, estas operaciones son importantes en el calculo.

2. Lasuma, la resta, el producto y el cociente de dos nimeros reales es otro nimero real. La potenciacion es
posible cuando el exponente es un nimero racional. Si la base es negativa con exponente par la potencia es
positiva y si el exponente es impar es negativa. La raiz de un nimero real no siempre es posible, s6lo ocurre
cuando laraiz esta definida (definicion 1). Con indice par se tiene: para radicando positivo dos raices (x)y
radicando negativo no tiene solucién. Para indice impar: el radicando positivo tiene una sola raiz (¢) y el
radicando negativo tiene una sola raiz (-).
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CAPITULO 6

TEOREMAS &E LOS NUMEROS REALES

6.1. INTRODUCCION

En el presente capitulo se estudian los teoremas béasicos de los nimeros reales, los mismos que son de
utilidad para resolver ecuaciones e inecuaciones, mediante un proceso mas sencillo que el estudiado
anteriormente. En general, se llama teorema a toda proposicion que neceslti de la demostracion
respectiva. Los teoremas se clasifican en dos grupos, con fines didacticos: de la igualdad y de la
desigualdad; los mismos que se estudian a continuacion.

6.2. TEOREMAS BASICOS (IGUALDAD)

Los siguientes teoremas se definen en el conjunto de los nUmeros reales, los mismos que se demuestran
usando los axiomas estudiados anteriormente, previo a la utilizacion en resolucién de ecuaciones:

T NOMBRE FORMA SIMBOLICA

1 Cancelativo (términos positivos) a+c=b+c c”™a =b

2 Cancelativo (términos negativos) a-c=b-c <=a=b

3 Cancelativo (factores) a.c = b.c <=a=b

4 Cancelativo (divisores) a/c = b/c <=a=b; c ™0

5 Transposicion de términos positivos a+b=00a =-b at+b =c<==a=c- b

6 Transposicion de términos negativos a-b=0 o a=b a-b=c <Ma=c+b

7 Transposicion de factores ab=1<=a" /b; b ~0 a.b =c <=a =c/b; b £0
8 Transposicion de divisores a/b =1« a=b;bro0 a/b-coa =cb;bf0O
9 Cambio de signos -a:-boa:b

TEOREMA 1: CANCELATTVO (TERMINOS POSITIVOS)

Si en cada miembro de una igualdad se suprime un mismo ndmero real positivo cualquiera, la relacién de
igualdad se conserva (el primer miembro sigue siendo igual al segundo). El siguiente diagrama muestra,
que se puede eliminar el término positivo 3y la relacion de igualdad se mantiene.

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

U =R. Va, Vb, Ve; a ¢ c =b ac a=»b
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Demostracion:

Proposiciones Razones

1 a+c=b+c Dato

2. a+c +(-c) =b +c +(-c) Axioma aditivo (&

3. a+[c +(-c)] =b +[c +(-c)J Axioma asociativo (+)
4. a+0 =b +0 Axioma invertivo (+)
5. a=b Axioma modulativo (+)

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion aplicando teoremas: x + 2 =7+ 2

Proposiciones Razones
Lx+2 =7+ 2 Dato
2. X =7 T:a +c=b +coa=b

TEOREMA 2: CANCELATIVO (TERMINOS NEGATIVOS)

Si en cada miembro de una igualdad se suprime un mismo nimero real negativo, la relacién de igualdad se
conserva (el primer miembro sigue siendo igual al segundo). El siguiente diagrama muestra, que se puede
eliminar el término negativo -3 y la relacion de igualdad se mantiene.

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

U=R. Va, Vb, Ve; a-c=b-¢c <= a=>b

Demostracion:

Proposiciones Razones

1 a-c=b-c Dato

2. a +(-c) =b +(-c) Def. (-)

3. a+(c)+c =b+(-c)+c Axioma aditivo (&)

4. a +[(-c) +c] =b +[(-c) +c] Axioma asociativo (+)
5. a+0=b+0 Axioma invertivo ()
6. a=b Axioma modulativo (+)

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacién aplicando teoremas: x - 2 =7 - 2

Proposiciones Razones
1x-2=7-2 Dato
2. X =7 T:a-c =b-Coa=b

TEOREMA 3: CANCELATIVO (FACTORES)

Si en cada miembro de una igualdad se suprime un mismo factor, la relacién de igualdad se conserva (el
primer miembro sigue siendo igual al segundo). El siguiente diagrama muestra, que se puede eliminar el
factor positivo 3 y la relacion de igualdad se mantiene. Situacién parecida se presenta para el factor
negativo -3.
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Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

U =R. Va, Vb, Ve {( 0; a.c = b.c <= a=>b

Demostracion:

Proposiciones Razones

1 a.c=b.c Dato

2. a.c.1l/c=b.c.1/c Axioma multiplicativo (&)

3.a.[c.1/c] =b .[c.1/c] Axioma asociativo (x)

4. a.l=b.1 Axioma inventivo (X)

5. a=>b Axioma modulativo (x)

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion aplicando teoremas: 2 x =2 .4

Proposiciones Razones
12x=2.4 Dato
2. x=4 T: ac —bc <==a-b

TEOREMA 4: CANCELATTVO (DIVISORES)

Si en cada miembro de una igualdad se suprime un mismo divisor, diferentes de O, la relacién de igualdad
se conserva (el primer miembro sigue siendo igual al segundo). El siguiente diagrama muestra, que se
puede eliminar el divisor positivo 3y la relacion de igualdad se mantiene.

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

U =R. Va, Vb, Ve; a/c = b/c <= a =b; c™O

Demostracion:

Proposiciones Razones

1 a/c=b/c Dato

2. a.l/c=b.1/c Def. (*)

3. a.c.lc=b.c.lk Axioma multiplicativo (=
4.a.[c.1/c] =b .[c. 1/c] Axioma asociativo (x)

5. a.l1=b.1 Axioma inventivo (x)

6. a=b Axioma modulativo (x)
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Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacién aplicando teoremas: x/2 = 4/2.

Proposiciones Razones
1 x/2 =4/2 Dato
2. x =4 T: a/c =b/c <=a =b;c*0

TEOREMA 5: TRANSPOSICION DE TERMINOS POSITIVOS

Los términos positivos de una igualdad se pueden pasar o transponer, de un miembro a otro; siempre que,
al mismo tiempo, se cambie el signo ¢ por -, de los términos que se transponen. El siguiente diagrama
muestra, que se puede pasar el término 3, del primer miembro al segundo, cambiando el signo + por el

y la relaciéon de igualdad se mantiene (el primer miembro sigue siendo igual al segundo).

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

U=R Va Vb; a+b=00a =-b

Demostracion:

Proposiciones Razones

1 a+b =0 Dato

2. a+b +(-b) =0 +(-b) Axioma aditivo (5)

3. a+[b +(-b)] =0 +(-b) Axioma asociativo (+)
4. a +0 =0 +(-b) Axioma invertivo («)
5. a=-b Axioma modulativo (+)

Si en lugar del O, se tiene cualquier otro namero real, entonces el teorema se escribe de la siguiente
manera:

U =R. Va, Vb; a +b =c<=>a =c- b

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion aplicando teoremas y Axiomas: x +5 =8.

Proposiciones Razones

1. X +5 =8 Dato

2. X =8-5 T:a+b =c<e=a=c-b
3. x= 3 Def {).

TEOREMA 6: TRANSPOSICION DE TERMINOS NEGATIVOS

Los términos negativos de una igualdad se pueden transponer, de un miembro a otro; siempre que, al
mismo tiempo, se cambie el signo - por +, de los términos que se trasladan. El siguiente diagrama muestra,
que se puede pasar el término -3, del ler miembro al 2do, cambiando el signo - por el ¢, y la relacién de
igualdad se mantiene (el ler miembro sigue siendo igual al 2do).
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Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

U =R. Va, Vb; a-b=0 <=a=>b

Demostraciéon:

Proposiciones Razones

I o -5 =0 Dato

2. a+(-b) =0 Definicion de resta

3. a+(-b)+b=0+b Axioma aditivo (=)

4. a+[(-b) +b] =0 +b Axioma asociativo (+)
59 a+0 =0 +b Axioma invertivo (+)
6. a=b Axioma modulativo (+)

Si en lugar del 0, se tiene cualquier otro nimero real ¢, entonces se tiene:

U =R. Va, Vb; a,-bil=c o ER=Ic b

Ejemplo: resolver la siguiente ecuacion aplicando teoremas y axiomas: y - 4 =5

Proposiciones Razones

ly-4=5 Dato

2. y =5 +4 T:a-b =coa =c+b
3. y =9 Def ().

TEOREMA 7: TRANSPOSICION DE FACTORES

Un factor, diferente de cero, se puede pasar, de un miembro a otro de la iglialdad; siempre que se escriba
como divisor. El siguiente diagrama muestra, que se puede pasar el factor 3, del primer miembro al

segundo, como divisor, y la relaciéon de igualdad se mantiene.

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

En forma simbdlica, se expresa de la siguiente manera:

U =R. Va, Vb; ab=1<a=1/b ; b*0
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Si en lugar del 1, se tiene cualquier otro nimero real c, entonces se tiene:

U = R. Va, Vb; a.b =c <=a =c/b; b~O

Observacién: Se pide, al lector, demostrar el teorema en los ejercicios propuestos

Ejemplo: resolver la siguiente ecuacién aplicando teoremas y axiomas: 5 x = 1

Proposiciones Razones
15x=1 Dato
2. x= 1/5 T: a.b=c oa =c/b;b™0O

TEOREMA 8: TRANSPOSICION DE DIVISORES

Un divisor, diferente de cero, se puede pasar, de un miembro a otro de la igualdad; siempre que se escriba
como factor. El siguiente diagrama muestra, que se puede pasar el divisor 2, del ler miembro al 2do, como
factor, y la relacién de igualdad se mantiene (el ler miembro sigue siendo igual al 2cdo).

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

U =R. Va, Vb; a/lb =loa =b;b*0

Demostracion:

Proposiciones Razones

1 a/b =1 Dato

2. a.l/b =1 Definicién de divisién

3. a.1/b.b=1.b Axioma multiplicativo (&)
4.a[l/b .b]l=1.b Axioma asociativo (x)

5. a.1l=1.b Axioma invertivo (x)

6. a=b Axioma modulativo (x)

Si en lugar del 1, se tiene cualquier otro numero real c:

U =R. Va, Vb; a/b =c o a=cb;b*0

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuaciéon aplicando teoremes y axiomas: y/2 = 0,5

Proposiciones Razones

1y/2 =0,5 Dato

2. y=2.05 T:-a/lb-coa- cb;b*0
3. y=1 Def. (X)
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TEOREMA 9: CAMBIO DE SIGNOS

Los signos, de los dos miembros de una igualdad, se pueden cambiar y la relacidn se conserva. El siguiente
diagrama muestra, que se puede cambiar el signo -, de los miembros, y la relacién de igualdad se mantiene
(el 1*" miembro sigue siendo igual al 2%).

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro
<y

-12 3.4

En forma simbdlica, se expresa de la siguiente manera:

Demostracion:

Proposiciones Razones

1 -a=-b Dato

2. -a+a=-b+a Axioma aditive (=)

3. O0=-b+a Axioma invertivo (+)
4, 0+b=-b+a~+b Axioma aditivo (=)

5 0+b=-b+[a+b] Axioma asociativo (+)
6. 0+b=-b+[b+a] Axioma conmutativo (+)
7. 0+b=[-b+b]+a Axioma asociativo (+)
8. 0+b=0+a Axioma invertivo (+)
9. b=a Axioma modulativo (+)
10 a=b Axioma simétrico (=)

Ejemplo: Resolver la siguiente ecuacion aplicando teoremas y axiomas: -y = 0,5.

Proposiciones Razones
1.-y=05 Dato
2.y=-05 Ti-a=-b <a=b

EJERCICIOS

1. Demostrar:

U=R.Va,vb, ab=1<a=1/b;b=0 U=R.Va,vb;ab=c <a=c¢/b;b=0

2. Resolver las siguientes ecuaciones aplicando teoremas. Grafique la solucidn en la recta numérica.

1.x+10 = 8+10 "2.y+5=-3+5 3.z+1/2= 3+ %
4 x-10 = 8-10 5.y-5=-3-5 6.z-1/2=3-1/2
7.-3x=5(-3) 8.1/2x=1/2.3 2:052=05b.6

Msc. Paco Bastidas Romo & Otros 109 Teoremas de los Reales



10. x/-3 =5 /(-3) 11 x/-2 =3/-2 12. /0,5 =6/0,5
13. x+5 =6 14.y +3 =-7 15. z +1/2= 3
6. x-5 =6 17.y -3 =-7 18. z- 1/2 =-1/3
19. 3y =4 20. 4z =-5 21. 7z =-1/3
22.y/3 =7 23.2/5 =-4 24. x/6 =-1/2
25. -y=-1/8 26. -z =- 0,25 27. -x =-5/3

6.2.1. RESOLUCION DE ECUACIONES

Los teoremas demostrados anteriormente permiten resolver ecuaciones, evitando algunos de los pasos
que contienen los teoremas.

Ejemplo 1. Resolver: x +4 =12.

Proposiciones Razones

1 x+4 =12 Dato

2.x =12 -4 T.atb=co a=c-b

3. x=8 Axioma clausurativo (+).

Ejemplo 2. Resolver: x - 4 =-2

Proposiciones Razones

1.x-4=-2 Dato

2. x =-2+4 T.a-b =c <=a=c +b
3.x= 2 Axioma clausurativo (+).

Ejemplo 3. Resolver: 2(x - 5) =-13

Proposiciones Razones

1 2(x-5) =-13 Dato

2. 2x- 10 =-13 Axioma distributivo (x,+)
3. 2x =-13+10 T.a-b=c o a=c +b

4. 2x =-3 Axioma clausurativo (+).
5. x2 =-3 Axioma conmutativo (X).
6 X =-3/2 T.ab =co a=c/b, b™0
7 =-1,5 Def. (®

EJERCICIOS

1 Resuelva las siguientes ecuaciones utilizando los axiomas de los niameros reales y los teoremas.
Grafique la solucién en la recta numérica.

1) x+2=6 2) y +3=-5 3) z+4 =8
4) x-5=2 5) z-4=-3 6) 2x +2 =3
7) 3z +4=-2 8) 4y - 5=3 9) 5x - 3 =-13

10) 2(x +4) =-4
13) -4y - 5 =3
16) 2y +5 =9
19) -y- 2 =3
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11) -2x +2 =3

14) -5x - 3 =-13
17) -5x/2 - 3 =-3/2
20)-x +3=-6

110

12) -3z +4 =-2

15) -3(x -2) =-2
18) -4(x +5) =-4
21) -2(x -2) =-5
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6.3. TEOREMAS BASICOS (DESIGUALDAD)

Los siguientes teoremas se definen en el conjunto de los nimeros reales, los mismos que se demuestran
usando los axiomas estudiados anteriormente:

T NOMBRE FORMA SIMBOLICA

1 Cancelativo (términos positivos) a+c>b+c <=a>b a+c<b+c <=a<b
2  Cancelativo (términos negativos) a-c>b-c o a=>b a-c<b-c o a<b
3 Cancelativo (factores positivos) ac>b.coa>b;c>0 ac<b.coa<b;c=>0
4 Cancelativo (factores negativos) a.c >b.c <=a<b; c <0 a.c <b.c<=a=>b; c <0
b Transposicién de términos positivos at+b>0<=>=>a>-b a+b>c*£>a>c-b

6 Transposicion de términos negativos a-b>0 <=a>b a-b>c<sa>c«b

7 Transposicion de factores positivos a.b >1<=a >I/b; b>0 ab>co a=>c/b; b>0
8 Transposicion de factores negativos ab >10 a <I/b; b<0 a.b>co a<c/b; b<O
9  Transposicion de divisores positivos a/b >l<=>a>b;b=>0 a/b >c <=a >c.b; b>0
10 Transposicion de divisores negativos a/b >1<=a<b; b<0 a/b >c <=a<c.b; b<O0
11 Cambio de signos -a>-boeca<b -a<-bo a>b

TEOREMA 1. CANCELATIVO (TERMINOS POSITIVOS)

Si en cada miembro de una desigualdad se suprime un mismo nimero real positivo cualquiera, la relacion
de desigualdad se conserva (el ler miembro sigue siendo mayor o menor que el 2do, segln corresponda). El
siguiente diagrama muestra, que se puede eliminar el término positivo 3 y la relacion de desigualdad se
mantiene (mayor que).

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

En forma simbdlica, se expresa de la siguiente manera:

U =R. Va, Vb, Ve; a +c>b +c <= a>b

Demostracion:

Proposiciones Razones

1 a+c >b+c Dato

2. a+c +(-c) >b +c +(-c) Axioma aditivo (< >
3.a+[c +(-c)] >b +[c +(-0)] Axioma asociativo (+)
4. a+0>b+0 Axioma invertivo ()
5. a>b Axioma modulativo (+)

Ejemplo: Resolver la siguiente inecuacion aplicando teoremas y axiomas: x +3 >4 +3.

Proposiciones Razones
1x+3>4 +3 Dato
2. X >4 T:a +c>b +c o a>b
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TEOREMA 2. CANCELATIVO (TERMINOS NEGATIVOS)

Si en cada miembro de una desigualdad se suprime un mismo nimero real negativo cualquiera, la relacion
de desigualdad se conserva (el ler miembro sigue siendo mayor o menor que el 2do, segln corresponda). El
siguiente diagrama muestra, que se puede eliminar el término negativo -3 y la relaciéon de desigualdad se
mantiene (mayor que).

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

U =R. Va, Vb, Ve; a-c>b -c¢c <= a>b

Observacion: la demostracion es similar a la del teorema anterior.

Ejemplo: resolver la siguiente inecuacion aplicando teoremas y axiomas: x - 3 >4 - 3

Proposiciones Razones
1x-3>4-3 Dato
2. Xx>4 T:a-c>b-c<=>a>b

TEOREMA 3. CANCELATIVO (FACTORES POSITIVOS)

Si en cada miembro de una desigualdad se suprime un mismo factor positivo cualquiera, la relacion de
desigualdad se conserva (el primer miembro sigue siendo mayor o menor que el segundo, segun
corresponda). El siguiente diagrama muestra, que se puede eliminar el factor positivo 3y la relacion de
desigualdad se mantiene (mayor que).

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

U =R. Va, Vb, Ve; a.ob.c <=a> b; ¢c>0
Observacién: Se pide la demostracion al lector, en los ejercicios prepuestos.

Ejemplo: Resolver la siguiente inecuacion aplicando teoremas y axiomas: x . 3 >4 .3

Proposiciones Razones
1 y3>4.3 Dato
2. y=>4 T: a.c>b.co a>b;c >0
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TEOREMA 4. CANCELATIVO (FACTORES NEGATIVOS)

En cada miembro de una desigualdad se puede suprimir un mismo factor negativo cualquiera, siempre que,
al mismo tiempo, se cambie el signo de la relaciéon de desigualdad (mayor que por menor que o menor que
por mayor que, segun corresponda).

El siguiente diagrama muestra, que se puede eliminar el factor negativo -1, y la relaciéon de desigualdad
cambia, de menor que a mayor que.

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

Observacion: La desigualdad 3(-1) <2(-1) se puede escribir como -3 <-2. En la recta numérica se tiene
que el -3 se encuentra a la izquierda del -2 (menor que). Al suprimir el -1, se tiene que 3 es mayor que 2.
En este caso el 3 se encuentra a la derecha del 2, en la recta numérica.

«-sentido negativo sentido positivos
-3 <-2 - . . 3>2 .
: - i i i i 1 i w
1 i 1 1 L 1 1. 1 1 1 1 *
-00 -3 -2 -1 0 1 2 S °°

En forma simbdlica, se expresa de la siguiente manera:

U =R. Va, Vb, Ve; a.c>b.c 0 a <b; c <O

Demostraciéon:

Proposiciones Razones

i a.c>b.c Dato

2. a.c.(I/c) <b.c . (1/¢) Axioma multiplicativo (<>); ¢ <0
3. a.[c.l/c] <b.[c.(I/7¢)] Axioma asociativo (x)

4 a<b Axioma invertivo, modulativo (x)

Ejemplo 1: Resolver la siguiente inecuacion aplicando teoremas y axiomas: y . (-3) >5 . (-3)

Proposiciones Razones
1. y.(-3)>5.(-3) Dato
2. y<5 T: ac>b.c 0o a<b;c <0

Ejemplo 2: Resolver la siguiente inecuacion aplicando teoremas y axiomas: x (-2) < (-5)(-2)

Proposiciones Razones
1 x(-2) <(-5)(-2) Dato
2. x>-5 T: a.c >b.c <sa<b;c<0
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TEOREMA 5. TRANSPOSICION DE TERMINOS POSITIVOS

Los términos (+) de una desigualdad se pueden pasar, de un miembro a otro; siempre que, al mismo tiempo,
se cambie el signo ¢ por -, de los términos que se transponen.

El siguiente diagrama muestra, que se puede transponer el término +3, del roal 2db miembro, siempre que
se cambie de signo, es decir como -3.

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

En forma simbdlica, se expresa de la siguiente manera:

U =R. Va, Vb; a*b>00a=> -b

Demostracion:

Proposiciones Razones

1 a+b=>0 Dato

2. a+b +(-b) >0 +(-b) Axioma aditivo (<>

3. a +H[b +(-b)] =0 +(-b) Axioma asociativo (+)
4. a+0 >0 +(-b) Axioma invertivo (+)
5. a=>-b Axioma modulativo (+)

Si en lugar del O, se tiene cualquier otro nimero real c, entonces se escribe de la siguiente manera:
U =R. Va, Vb; a+b>coa=>c-b

Ejemplo: resolver la siguiente inecuacion aplicando teoremas y Axiomas: y +3 >5.

Proposiciones Razones

1 y+3>5 Dato

2. y>5-3 T:a+b>coa=>c-b
3. y>2 Def. (-)

TEOREMA 6. TRANSPOSICION DE TERMINOS NEGATIVOS

Los términos (-) de una desigualdad se pueden pasar, de un miembro a otro; siempre que, al mismo tiempo,
se cambie el signo - por + de los términos que se transponen.

El siguiente diagrama muestra, que se puede pasar el término negativo -3, del lroal 2d miembro, siempre
que se cambie de signo, es decir como +3.
i
Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro



B\ forma simbdlica, se expresa de la siguiente manera:
U =R. Va, Vb; a-b>0 <> a>b

Demostracion:

Proposiciones Razones

1 a-b=>=0 Dato

2. a+(-b) >0 Definicién de resta

3. a+(-b) +b >0 +b Axioma aditivo (<, >)
4. a- [(-b) +b)] >0 +b Axioma asociativo (+)
5. a+0>0+b Axioma invertivo (+)
6. a>b Axioma modulativo (+)

Si en lugar del 0, se tiene cualquier otro nimero real c, entonces se escribe de la siguiente manera:

U=R.Va,Vb; a-b>c<»a>c +b

Ejemplo: Resolver la siguiente inecuacion aplicando teoremas y axiomas: y - 3 >5.

Proposiciones Razones

ly-3>5 Dato

2. y >5+3 T:a-b>ccs>a>c +b
3. y >8 Def. (9

TEOREMA 7. TRANSPOSICION DE FACTORES POSITIVOS

Los factores positivos (mayores que cero) de una desigualdad se pueden pasar, de un miembro a otro;
siempre que, al mismo tiempo, se escriba como divisor. El siguiente diagrama muestra, que se puede
transponer el factor positivo 3, del ler al 2do miembro, siempre que se escriba como divisor, es decir como
1/3.

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

U =R. Va, Vb; a.b >1 <=a=>1/b; b>0

Demostracion %

Proposiciones Razones

1 a.b>1 Dato

2. ab.(/b)=>I1.(I/b) Axioma multiplicativo (<>); b=0
3. a.[b.(@/b)] =1.(1/b) Axioma asociativo (x)

4. a.1>1.(I/b) Axioma invertivo (X)

5. a > (1/b) Axioma modulativo (x)
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Si en lugar del 1, se tiene cualquier otro ndmero real c, entonces se escribe de la siguiente manera:
U =R. Va, Vb; a.b >c <£a >c/b; b >0

Ejemplo: Resolver la siguiente inecuacion aplicando teoremas y axiomas: 2y >4.

Proposiciones Razones

12y =>4 Dato

2.y2 >4 Axioma Conmutativo (x)
3. y>4/2 T: a.b>c o a=>=c/b; b>0
4, y>2 Def. (v)

TEOREMA 8. TRANSPOSICION DE FACTORES NEGATIVOS

Los factores negativos (menores que cero) de una desigualdad se pueden pasar, de un miembro a otro;
siempre que, al mismo tiempo, se escriba como divisor y se cambie el signo de la desigualdad.

El siguiente diagrama muestra, que se puede eliminar el factor negativo -1y la relacion de desigualdad
cambia, de menor que a mayor que.

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

Observacion: La desigualdad 3(-1) <2 se puede escribir como -3 <2, de esta forma se nota que el -3 se
encuentra a la izquierda del 2, en la recta numérica (menor que). Al pasar el -1, al segundo miembro, se
tiene que 3 es mayor que -2. En este caso el 3 se encuentra a la derecha del -2, en la recta numérica.

<-sentido negativo sentido positivo-»
-3 <2
e S iR 1
*— % 1 k2 1 k2 k2 % I-
- 3 - 2 - 1 0 1 2
t
3 =>-2

Observacion: El 3 se encuentra a la derecha del -2 (3 es mayor que -2). El -3 se encuentra a la izquierda
del 2 (-3 es menor que 2). \

En forma simbdlica, se expresa de la siguiente manera:

U =R. Va, Vb; ab >1 a<1l/b ; b <0
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Demostracion:

Proposiciones Razones

1 a.b>1 Dato

2. ab.(@/b) <l.(I/b) Axioma multiplicativo (<>); b <O
3.a.[b.(I/b)j <1.(I/b) Axioma asociativo (x)

4. a.1l1<l.(l/b) Axioma invertivo (x)

5. a<(1/b) Axioma modulativo (x)

Si en lugar del 1, se tiene cualquier otro namero real c, entonces se escribe de la siguiente manera:

U =R. Va, Vb; a.b>c o a<c/b; b <O

Ejemplo: Resolver la siguiente inecuacién aplicando teoremas y axiomas: -2y >4

Proposiciones Razones

1 -2y >4 Dato

2.y(-2) =4 Axioma Conmutativo (x)
3. y <-4/2 T:ab>c o a<c/b; b<0
4. y <-2 Def. (.)

TEOREMA 9: TRANSPOSICION DE DIVISORES POSITIVOS

Los divisores positivos (mayores que cero) de una desigualdad se pueden pasar, de un miembro a otro;
siempre que, al mismo tiempo, se escriba como factor. El siguiente diagrama muestra, que se puede pasar
o transponer el divisor positivo 2, del leral 2db miembro, siempre que se escriba como factor.

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

En forma simbdlica, se expresa de la siguiente manera:

U =R. Va, Vb; a/b>1 <=a=>b; b>0

Demostracion:

Proposiciones Razones

1 a/b =1 Dato

2. a.l/b>1 Definicién de division
3.a.1/b.b>1.b Axioma multiplicativo (<>); b >0.
4. a[l/b.b]>1. b Axioma asociativo (x)

5. a.1>1.b Axioma invertivo (x)

6. a=>b Axioma modulativo (x)
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Si en lugar del 1, se tiene cualquier otro ndmero real c:

U =R. Va, Vb; a/b>c o a=>c.b; b>0

Ejemplo: Resolver la siguiente inecuacion aplicando teoremas y axiomas: y/2 >4.

Proposiciones Razones

1y/2 >4 Dato

2. y>4.2 T:a/b>c o a>cb; b>0
3 y >8 Def. (X)

TEOREMA 10: TRANSPOSICION DE DIVISORES NEGATIVOS

Los divisores negativos (menores que cero) de una desigualdad se pueden pasar, de un miembro a otro;
siempre que, al mismo tiempo, se escriba como factor y se cambie el signo de la desigualdad.

El siguiente diagrama muestra, que se puede eliminar el factor negativo -1y la relacién de desigualdad
cambia, de menor que a mayor que.

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

Observacion: La desigualdad 3/(-1) <2 se puede escribir como -3 <2, de esta forma se nota que el -3 se
encuentra a la izquierda del 2, en la recta numérica (menor que). Al pasar el -1, al segundo miembro, se
tiene que 3 es mayor que -2. En este caso el 3 se encuentra a la derecha del -2, en la recta numérica.

«-sentido negativo sentido positivo-»
3/-1 <2
r — i
1 4 i »——-mmm e
"1 1 1 1 ! 1 1 1 1 r
— - - (o] oo
00 3 2> =y 1 2 3
| t
3>-2

Observacién: El 3 se encuentra a la derecha del -2, por lo tanto 3 es mayor que 2. el -3/1 se encuentra a

la izquierda del 2, por lo tanto -3/1 es menor que 2.

En forma simbdlica, se expresa de la siguiente manera:

U =R. Va, Vb; a/b>1 <= a<b;b<O0

Msc. Paco Bastidas Romo & Otros 118 Teoremas de los Reales



Demostracion:

Proposiciones Razones
1 a/b>1 Dato
2. a.l/b>1 Definicion de division

3.a.1/b.(b)=>1.(b)
4. a[1/b .(b)] =1.( b)
5. a.1l>1.(b)

6. a>b

Si en lugar del 1, se tiene cualquier otro nimero real c:

U =R. Va, Vb;

a/b>c

Axioma multiplicativo (<>); b <O
Axioma asociativo (x)

Axioma invertivo (x)

Axioma modulativo (x)

<= a<cb; b<oO

Ejemplo: Resolver la siguiente inecuacion aplicando teoremas y Axiomas: y/-2 >4,

Proposiciones Razones

1y/-2 >4 Dato

2. y<4.(-2) T:a/b>co a<cb;b<0
3. y <-8 Def. (x)

TEOREMA 11. CAMBIO DE SIGNOS

Los signos positivos o negativos, de los dos miembros de una desigualdad, se pueden cambiar siempre que
al mismo tiempo se cambie el signo de la desigualdad. El siguiente diagrama muestra, que se puede eliminar
el factor negativo -1y la relacion de desigualdad cambia, de menor que a mayor que.

Primer miembro Segundo miembro Primer miembro Segundo miembro

Observaciéon: En la desigualdad -3 < -1 se nota que el -3 se encuentra a la izquierda del -1, en la recta
numérica (menor que). Al cambiar los signos negativos, de los miembros, por positivos tiene que 3 es
mayor que 1 En este caso el 3 se encuentra a la derecha del 1, en la recta numérica.

<~sentido negativo sentido positivo-*

v

= P
— W

En forma simbdlica, se expresa de la siguiente manera:

U =R. Va, Vb; -a>-b <sa<b
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Demostracion:

Proposiciones Razones

1 -a>-b Dato

2. (-a).(-D) < (-b).(-D Axioma multiplicativo (<>)
3. a.l<b.1 Ley de signos

4, a<b Axioma modulativo (x)

Ejemplo: Resolver Jasiguiente inecuaciéon aplicando teoremas y axiomas: -y >4.

Proposiciones Razones
1 -y>4 Dato
2. y<-4 T. -a>-b a<b
EJERCICIOS M
éi
1 Demostrar:
1 U =R. Va, Vb, Ve; a-c>b-c a> 2. U =R. Va, Vb, Ve; a.c>b.c <=a=>b; c>0.

2. Resolver las siguientes inecuaciones aplicando teoremas y axiomas. Grafique la solucion.

1x.1/2>1.1/2 2.y.5<1/4.5 3. z.1/3<0,25.1/3
4. x.(-2) > 1/2 (-2) 5.y(-1/74) >7 . (-1/4) 6. z(-0,25) <0,3(-0,25)
7. y+1/2 >0 8.z +1/5 >1/2 9. x +0,25 <-0,5
10. y 1/2 =0 1.z -1/5>1/2 12. x -0,25 <-0,5
13. y.1/2 >0 14.z . 1/5 > 1/2 15. x .0,25 <-0,5
16. -1/2y >0 17. -1/5 z > 1/2 18. -0,25x< -0,5
19. y/3 >7 20. z/5 >-4 21. y/6 <1/3

22. y/-3 >7 23.z/-5>-4 24. y/-6 <1/3
25.z+1/2 >3 +1/2 26. X +2<1+2 27. y +5 <1/5 +5
28.z-1/2 >3 - 1/2 29.x-2<1-2 30. y-5<1/5 -5
31l -y >-7 32. -z >4 33. -x <-1/3

6.3.1. RESOLUCION DE INECUACIONES

Los teoremas demostrados anteriormente, nos permiten resolver inecuaciones evitando algunos de los
pasos que contienen los teoremas.

Ejemplo 1. Resolver: x +4 >12.

Proposiciones Razones

1 x+4 >12 Dato

2. x>12-4 T. a+b>c<=>a>c-b
3. x> 8 Axioma clausurativo (+).

Ejemplo 2. Resolver: x-4 <-2

Proposiciones Razones

1x-4<-2 Dato

2. X <-2+4 T.a-b<c<”™>a<c +b
3. x<2 Axioma clausurativo (+).

Msc. Paco Bastidas Romo & Otros 120 Teoremas de los Reales



Ejemplo 3. Resolver: -2x - 5 <13

Proposiciones Razones

1 -2x-5 <13 Dato

2. -2x <13+5 T.a-b<c o a<c+b

3. -2x <18 Axioma clausurativo (+).

4. x(-2) <18 Axioma conmutativo (X).

5 x>18/-2 T.ab<c oa>c/b(b<O
6. x>-9 Simplificacion

1 Resuelva las siguientes inecuaciones utilizando los axiomas de los nimeros reales y los teoremas,
trafique la solucion en la recta numérica

1L XxX+2>6 2. y+3<-5 3. z 4>8

4. x-5<2 5. z-4>-3 6. -3z +4 <-2
7. -4y -5>3 8. -5x-3<-13 9. 5x-3=>-13
10. 2(x +4) <-4 11 -2x +2 >3 12. -1z +4 <-2
13. -2y -5>3 14. -2x - 3 <-13 15. -3(x -2) >-2
16. 2x +2 <3 17. 3z +4 <-2 18. 4y - 5<3
19. 2(x +2) >6 20. 3(y +3) <-6 21. 2(z +4) >8
22. -2(x +2) =6 23. -3(y +3) <-6 24. -2(z +4) >8

6.4. AXIOMA DISTRIBUTIVO.

Los siguientes teoremas del axioma distributivo, son de mucha utilidad en la solucién de ecuaciones
inecuaciones:

TEOREMA  NOMBRE FORMA SIMBOLICA
1 Distributivo por la derecha (a+b).c =a.c +b.c
2 Distributivo para la diferencia a.(b-c) =ab-ac
3 Supresion de paréntesis precedido de signo + (a+b) =a+b
4 Supresion de paréntesis precedido de signo - -(a+b)=-a-b

TEOREMA 1. AXIOMA DISTRIBUTIVO POR LA DERECHA

El producto de varios sumados de un paréntesis por un nimero real, en la derecha, es igual a la suma de
los productos de dicho numero real por cada uno de los sumandos del paréntesis:

U =R. Va, Vb, Ve; (a +b).c =a.c +b.c
Demostracion
Proposiciones Razones
l(@+b).c=(@+b).c Axioma reflexivo (&
2. (a+b).c=c.(a+b) Axioma conmutativo (X)
3. (a+b).c=ca +cb Axioma distributivo (x)
4. (a+b).c =a.c + b.c Axioma conmutativo (x)
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Ejemplo 1. Resolver: (x +4)2 =12

Proposiciones Razones

1 (x+4)2 =12 Dato

2.2x+8 =12 T: (a +b).c =a.c +b.c
3.2x=12-8 T.atb=coa =c-b
4.2x =4 &ef ()=

5 x =4/2 T: a.b =c <>a=c/b; b* 0
6. x =2 Simplificacion

Ejemplo 2. Resolver: (x+4)3 <-2

Proposiciones Razones

1 (x+4)3 <-2 Dato

2.3x +12 < -2 T: (a+b).c =a.c +b.c
2.3x<-2-12 T. a+b<c<=>a< c-b

3. x<-14 Def ().

4. x <-14/3 T:ab<c o a<c/b; b=>0

TEOREMA 2. AXIOMA DISTRIBUTIVO PARA LA DIFERENCIA

El producto de un nimero real por la diferencia indicada de dos nimeros reales es igual a la diferencia
de los productos de dicho niamero real por cada uno de los nimeros incluidos en el paréntesis:

U =R. Va, Vb, Ve; a.(b - ¢c) =a.b - a.c

Demostracion:

Proposiciones Razones
la(-c)=a.(b-c) Axioma reflexivo (&)
2.a.(b-c)=a.[b+(c)] Definicion de resta
3. a(b-c)=a.b+a (-c) Axioma distributivo
4. a.(b-c) =a.b-a.c T: (-a).b =- a.b

Ejemplo 1. Resolver: 2(x - 4) =12

Proposiciones Razones

12(x-4) =12 Dato

2. 2x -8 =12 T: c(a - b) =a.c - b.c

3.2x =12 +8 T. a-b =c<=>a =c +b

4. 2x =20 Def M.

5. x =20/2 T: a.b=c <=a=c/b; b*0
6. x =10 Def. M

TEOREMA 3. SUPRESION DE PARENTESIS PRECEDIDO DE SIGNO POSITIVO
El paréntesis precedido de signo positivo (expreso o tacito) puede suprimirse siempre que se mantenga
el signo de todos los nimeros incluidos en el. Este teorema es un caso particular del Axioma distributivo,

cuando c =1

U =R. Va, Vb; (a+b) =a +b
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Demostracion:

Proposiciones

1 (a+b) =(a+hb)

2. (a+b) =(l).(a +b)
3.(a+b)y=WM.a+M.b
4. (a+b) =a +b

Ejemplo 1. Resolver: (x+4) <-2

Proposiciones
L(x+4)<-2
2. X +4 <-2
3. x<-2-4
4. X <-6

Razones

Axioma reflexivo (&
T. (.a=a

Axioma distributivo
Axioma Modulativo (x)

Razones

Dato

T: (@a+b) =a+b
T.a+b<coa<c-b
Def (.

TEOREMA 4. SUPRESION DE PARENTESIS PRECEDIDO DE SIGNO NEGATIVO

El paréntesis precedido de signo menos puede suprimirse siempre que se cambie de signo a todos los

numeros incluidos en el. Este teorema es un caso particular del axioma distributivo, cuando ¢ =-1.

Demostracion:

U =R. Va, Vb; -(a +b) =-a - b

Proposiciones

1 -(a+b) =-(a+b)

2. -(@a+b) =(-I).(a +b)

3. -(@a+b) =(D.a- (-).b
4. -(a+b) =-a +(-b)

5 -(a+b)=-a -b

x+4) =12

Proposiciones
1 -(x+4) =12

2.-x -4 =12

3. -x =12 +4

4. -x =16

5 x=-16
-(x+4) <-2

Proposiciones
1L-(x+4)<-2

2.-Xx-4<-2
3. -x<-2+4
4. -x <2
5. x>-2

Razones
Axioma reflexivo (&

T. (-).a=-a
Axioma distributivo
T. (-).a=-a

Definicion de resta

Razones

Dato

T: -(@a+b) =-a -b
T.a-b-co a=c+b
Def ()

T:-a=-bo a=b

Razones

Dato

T: -(a+b) =-a-b

T. a-b<c<=>a<c +b
Def (.

T: -a<-b a>b

1 Resuelva las siguientes ecuaciones (inecuaciones) utilizando los axiomas de los nimeros reales y los
teoremas. Grafique la solucién en la recta numérica.

L (x+2)3>6 2. (y+3)10<-5 3. (z+4)2 =8
4) 3(x-2)=>6 5) 10(y - 3) <-5 6) 2(z-4)=8
7. (x+2)>6 8. (y+3)<-5 9. (z+4) =8
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6.5. UNIFORMIDAD
TEOREMA 5. UNIFORMIDAD (SUMA)

Si se suman miembro a miembro dos igualdades el resultado es otra igualdad:

U =R. Va, Vb, Ve, Vd; a =bac =d=> a+c = b+d

Demostracion:

Proposiciones
la b, c,d£R

Razones
Dato

2.a+c e R Axioma clausurativo (+)

3. a+c =a+c Axioma reflexivo (&
4. a=b Dato

5.¢c=d Dato

6

.a+c =b +d Sustitucion 4y 5en 3

TEOREMA 6. UNIFORMIDAD (PRODUCTO)

Si se multiplican miembro a miembro dos igualdades el resultado es otra igualdad.

U =R. Va, Vb, Ve, Vd; a =bac =d=> a.c =b.d

Observaciéon: Se pide la demostracion, al lector, en los ejercicios propuestos.
EJERCICIOS

1 Resuelva las siguientes ecuaciones (inecuaciones) utilizando los axiomas de los nimeros reales y los
teoremas. Srafique la solucién en la recta numérica.
12(x +9) =6 2. -(z +i) =7
4. -(y- 1) <1/2 5 -(y-0,2) <15
7. -(4 +y) =9 8.5 +x =-0,9
10. (-5y +5) >3 11 -(5x +2) <1/2
13. 4(x - i) = 3/4 14. 2 =-(y -3)
16. 1/3 > (5y +1)3 17. /3 > (5z- 2)3
19. -(3x -4) =5 20. (0,5y -4) =3
22. -(x +2) >6 23. -(y +3) <-5

3. 2(y +0,3) =-2,4

6. (z - 7/3)(-2) <-9/2
9.0,2 +2- -0,7

12. -4z - 3>-0,5

15. -(-0,7 +z) =-1,6
18. -4 > -(1/3x -2)2
21. -(1/2z-2) =3

24. -(z +4) =8

2. Demostrar:

1-(a-b)=-a+b 2.-(-b) =b 3. b=a<=1/a=1/b

4. (b-c)a=ab-ac
7.a+c<b +coa<c
10.a+b<0o00<-b
13. ab< lab<0<a> 1/b

5.-(b+a)=-a-b
8. ac< bco a<b
1la-b<Ooa<b
14. -a< -bo a=>b

3. Verifijque el teorema de uniformidad (suma):

6. a-c>b-c<="a>b

9.¢c <0; ac <b.c<=a=>b
12.ab<la b >0 a<1l/b
15.a=ba c=d =a.c =bd

L 2+2=4a 2+7=9 2. -7+4=-3a 2-5=-3 3. 6+3=11-2a 2=6-4
4. Verifique el teorema de uniformidad (producto):
1L 2+2=4a 2+7=9 2. -7+4=-3a 2-5=-3 3. 6+3=11-2a 2=6-4
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CAPITULO 7

NUMEROS COMPLEJOS (C)
7.1. INTRODUCCION

En el conjunto de los numeros naturales (N) no es posible efectuar la sustraccién en todos los casos. Las
ecuaciones del tipo: x +7 =2, no tienen solucién, porque -5 no es elemento de los nimeros naturales. Para
resolver ecuaciones de esta forma, fue necesario ampliar N introduciendo los niUmeros enteros (Z).

En los enteros, se define la divisiéon sélo cuando el numerador es multiplo del denominador (divisiéon
exacta), siendo el denominador diferente de cero. En Z, ecuaciones del tipo: 4x +3 =0, no tienen solucion
(x =-3/4), porque -3/4 no es elemento de los enteros.

Para resolver ecuaciones de la forma: 4x+3 =0, fue necesario extender el conjunto Z e introducir el
conjunto de los nimeros racionales (Q), para dar significado a expresiones tales como -3/4 (numeros
racionales con un numero finito de cifras decimales o con un ndmero infinito de cifras decimales
periddicas).

El problema de la resta y la division, para todos los casos, se soluciona en Z y en Q, respectivamente.
Analizaremos ahora el problema de la radicacion:

1 Las raices impares de un nimero tienen el mismo signo que la cantidad subradical. Por ejemplo:
V27 - 3, V-27 =-3, entre otros.

2. Las raices pares de un namero positivo tienen doble signo. Por ejemplo: V? =+2, porque 22=4y
(-2)2=4. Las raices pares de un numero negativo no estan definidas en el conjunto de los nimeros
reales porque toda cantidad, positiva o negativa, elevada a una potencia par da como resultado un
nuamero positivo. La raiz y/A no se puede extraer en los nimeros reales. La raiz cuadrada de -4
no es 2 porque: 22¢ -4y tampoco -2 ya que (-2)2¢ -4. Observacion*. Si la raiz de un namero es
exacta la expresion es racional caso contrario es irracional.

Al resolver ecuaciones del tipo x2+b =0; b t 0, se tiene que x =V"b . Este nimero, X, no tiene significado
alguno en el conjunto de los nimeros reales, por lo que se dice que la ecuacion no tiene solucién en R. Por
ejemplo: Si x2+1 =0 entonces x =V/. El nimero VA no es elemento de los reales.

El conjunto de los numeros complejos, representado por € o C (mayuscula negritas), permite dar
significado a las expresiones del tipo Vb (siendo n un ndmero par y radicando negativo, o bien, las
potencias de base negativa cuyo exponente es una fraccion irreducible de denominador par).

La manera mas sencilla de trabajar con los niumeros complejos consiste en dar un nombre a VNi. A esta
cantidad se le conoce como unidad imaginariay se representa por i. Por ejemplo:

V-4 =ZVA =2i (-4)* =ZVA =2i

Observacion: Extender un conjunto significa que el nuevo sistema deberia: 1) Tener todas las
propiedades algebraicas del sistema antecesor. 2) Incluir todos los nimeros del sistema antecesor, de
tal forma que las operaciones algebraicas: anteriores y nuevas; cuando se apliquen al sistema antecesor
sean las mismas. 3) Contener los nimeros del sistema nuevo.

AAse. Paco Bastidas Romo & Otros 125 Ndmeros Complejos



7.2. DETERMINACION DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Determinar un conjunto es dar a conocer los elementos que lo conforman. Luego, los nimeros complejos

se pueden formalizar de las siguientes maneras: binémica, rectangular, polar y trigonométrica.

7.2.1. FORMA BINOMICA (FB)

DEFINICION. Elconjunto de los nimeros complejos se representa con la letra C o C (mayuscula negrita)
y se define de la siguiente forma:

C={z/z=a+bi/aabe R i=V-i}

Observaciéon: un niumero complejo se representa en forma binémica mediante la expresién: a + bi; siendo
ay b nimeros reales, e i = V-i la unidad imaginaria (Euler, 1977). Por ejemplo:

a) zi=9 - 4i b) 72=9 +Oi c) z3=2i

Para representar geométricamente un nimero complejo (Gauss, 1831), denotado en forma bindémica, se
usa los ejes X e Y, como sistema de referencia. El primero es el eje real (x) y el segundo el eje imaginario
(i). El plano X-Y, asi formado, se llama plano complejo.

Ejemplo 1: Graficar: zi =2 +2j, z2=-I+1,5i, Z3=-1,5-i, Z4&=2-1,5i; en el plano complejo.

-7y i ozi =2+2
zz =-1+15 (L..... Observacion: El punto zi = 2 ¢ 2j se llama "afijo™ del
= numero complejo. Notese que el eje Y, del plano
t complejo, se representa con la letra i Generalmente.
: > i = x se dice ”el punto z" en vez de “el punto z que
232 -15-i dn_ representa al nUmero complejo z =x +yi".
................ 4>za= 2-1,51

7.2.2. CLASES DE NUMEROS COMPLEJOS

Complejo Real: Si el término imaginario es 0. Se representa de la siguiente manera z =a +0j =a.
a) z=25+0i =25 b) zi=1-0j=1 c) zz=-j +0j =

Complejo Imaginario (Puro): Si el término real es 0. Se representa de la siguiente manera z =Obi =hi.
a) z =0 +5i =5i b) Zz-0~7/2i=-7/2; c) 23=0 +22i=22i

Complejo Nulo: Si su parte real e imaginaria son nulas, z =0 +0i =0.

Complejos lIguales: Dos nimeros complejos son iguales si se cumple que las partes real e imaginaria son
iguales, respectivamente.

Sea: zi =a +bi, Z2=c +di. 2\-zz = a+bi =c+di = a=c a b=d

Ejemplo: 2 +5;j =4/2 + 15i/3 ««»2 =4/2 a 5 =15/3

Observacion: en la definicién anterior las letras: a, b, c y d, son elementos de los numeros reales.
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Complejos Conjugados: El conjugado de un namero complejo z se obtiene cambiando el signo a la parte
imaginaria, se representa por: z. Es decir, si z =a +bi el nUmero complejo conjugado es z =a - bi.

a) z =2 +3j suconjugado es z =2 - 3i b) zi=7 - 9i suconjugado es zf 7 +9j

Complejos Opuestos: El opuesto de un nimero complejo z se obtiene cambiando el signo a la parte real
e imaginaria, se representa por -z. Es decir, si z =a +bi entonces el opuesto es: -z =-a - hi.

a) z =-4 +7i suopuesto -z =4-7j b) zi=-3 - 9i su opuesto -Zi- 3 +9i

A continuacion, se presenta un esquema de llaves que permite ver que el conjunto de los nimeros reales
es un subconjunto de los numeros complejos.

Enteros
Naturales positivos (%)
N) 0
Enteros &
Enteros negativos
Racionales =< <J) g

© @)

 grs Fraccionarios
R
Complejos ® Irracionales F)
© Q)
Imaginarios
0)

El siguiente diagrama de Venn - Euler muestra las relaciones de inclusion y disyuncion de los conjuntos
numeéricos: Complejos (C), Reales (R), Racionales (Q), Irracionales (Q"'), Enteros (Z), Naturales (N),
enteros positivos (Z*), Enteros negativos (Z~).

-1/2 +3i 1/5- 2i V2 +2i
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1 Graficar los siguientes numeros complejos, su conjugado y opuesto, en el plano complejo (Gaussiano).

1 3+i 2. 1/2-7i 3. 5+i
4. 2i 5. -i 6. -10 +i
7. -1+5i 8 2 9. -4-1/72

7.2.3. OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS (FORMA BINOMICA)

Las operaciones: suma, resta, multiplicaciéon y divisibn de numeros complejos, denotados en forma
binémica, se definen a continuacioén.

a. Suma (zi+za)

Para sumar dos 0 mas nimeros complejos, en su forma binémica, se suma la parte real y la parte imaginaria,

respectivamente. En forma simbdlica se tiene:
Si: zi =a +bi, za =c +di. Z1+72 =(a +bi) +(c +di) <<= Z1+22 =(a +c) +(b +d);

Ejemplo 1. Sumar zi =2 +i y Z2=4 +2j.

Proposiciones Razones

1 zi =2 +i; Z2=4 +2i Dato

2. zi +Z22=(2 +i) + (4 +2i) Sustitucion en z+22

3. zi +22 =2 +4) +(1 +2)i Def. (+) en C.

4. Zi+7Z2=6 +3i Def. (M en R
Ejemplo 2. Sumar zi =3 - i y Z2=-4 +3i.

Proposiciones Razones

1 zi =3-i; 7Z2=-4 +3j Dato

2. zi +72=(3 - i) +(-4 +3i) Sustitucion en z14+22

3. zi *z2=[3 +(- 4)] + (-1 ¢ 3)j Z1+72 =(a +c) +(b +d)i

4. Zi+Z2=-1+2j Def. () en R

b. Resta (Z1-22)

Para restar dos o mas nimeros complejos, en forma binémica, se resta la parte real y la parte imaginaria,

respectivamente.
Si: zi =a +bi, z2=c +di. zi-22 =(@+bi) - (c+di) <= 71-722=(a-c)+(b-di

Ejemplo 1. Restar: Z2=2 +2ide zi =5 - i.

Proposiciones Razones

1 zi=5-1i; 22=2+2i Dato

2. 21-22=(5-i)- (2 +2i) Sustitucién en zi-zz

3. z1-22=(5- 2) +(-1 - 2)i zl-z2=(a- c) +(b - d)i
4, 71-22=3 - 3; Def. (D en R
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Ejemplo 2. Restar: Z4=3 +2l de Z3 - - i.

Proposiciones Razones

1 23=-i;74=3+2i Dato

2. 73 24=(-i)- (3 +2i) Sustitucién en z3-z4
3. Z3-724=(-3) +(-1 - 2)i z1-z2=(a - c) +(b - d)i
4., 73-74=-3-3i Def. () enR.

1 Resolver las siguientes operaciones.

1 (2 +3i) +(5 +2i) 2. (“2+1,2i)-i 3. (i *4)-(-1+8)
4. 4-(5-9i) 5. (/2 - 5i)+(2/3 - i) 6. (0,5+0,2)) - (2+3))
z ?-vQTI—-@ -3 8. (25 +30i) - (6 +8i) 9. (7,251D)* (2)
10. (2 +3i) - (7 +4i) +(6 -i) 11. (@72 +2j) - (5 +4i) - (5 - 6i)
2. Restar zi de 22
1Lzi=2*2j,z22=5-3i 2.z2i=1/2 +3j/4,22=5/2 - 3i/2
3.zi=8-2i,72=-3i 4. 7i =5 +5i, Z2=5 +5i

3. Verificar que la definicion de resta de los nUmeros enteros se. puede, aplicar en los niumeros complejos
Observacion: zi - Z2 =zi +(-Z2), siendo -Z2 el opuesto de 72

c. Multiplicacion (zi«zz).

En la multiplicaciéon de nimeros complejos se tiene que la unidad imaginaria puede estar elevada a un

exponente par o impar. La unidad imaginaria se denota por i = luego, las potencias son:
1 il=i 5. i5=id =i g, -4
2. i2=-1 6. i6=id i2=-1 10, 10 4 4
3. i3=i2i=+ 7. i7=i4. i3=-i i st i
4. i4=i2i2=1 8. i8=idida=1 12 12_i4 14

Observacion: La potencia: i° =1 Los valores de las potencias de i se repiten en periodos de 4 en 4.

Ejemplo 1. Calcular el valor de i55.

Proposiciones Razones

1. % Dato

2 %B—i% Axi. Reflexivo (&
3 i%- (4913 3 (@Mm=Qm

4. i55-(1)13 i3 i4=1

5. 55=1.(-i) Def. (ar); i3=-i
6. i55=-j Def. (x)

Observacion: En el paso 2, se divide la potencia dada para 4 y se toma el residuo como potencia de i.

i%5 =i* 55 [4_
3 13
b5 = 4<13>*3 i55 = 4(13) 3 _ i55 _ JI3 D). i

El cociente indica que el periodo se repite 13 veces y el residuo indica el exponente de dicho periodo.
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Ejemplo 2. Calcular el valor de i'75.

Proposiciones Razones

1. s Dato

2 iT5_iT5 Ax. Reflexivo (=)

3 -75- 2/(75 an=1/an

4. iB- /(491803 Descomposicion de factores
5 iB=1/i3 i4=1 def. (an)

6. |75=-I/j i3=-1

7. iB=(1/0) . (/D) Racionalizacion

8. i-B/=-j/i2 Def. (xX)

9. r’>=-i/-i i2=-1

10. i B =i Simplificacion
icion: En el paso 7, como i es igual a entonces se debe racionalizar el denominador
3. Calcular el valor de z =’I\*§-

Proposiciones Razones

1l z =wr Dato

2. z=W/i9 =i4a. 4. =i

N € O ) anam=arsm

1ei

4. z=(l +{)8 Simplificacion

5. z=[A+i)2]4 (@adm=amm

6. z=(1+2i +i24 Cuadrado de un binomio
7. z=@A+2i-14 iz=-i

8. z=(2)4 Términos semejantes
9. z=24.14 T: (a.b)n=a". bn

10. z=16.1 Def. @"); i4=1

11. z=16 Def. (X)

Observaciéon: z es un complejo real.

EJERCICIOS

1 Calcular los valores de las siguientes potencias.

i. 8 4. (L+i)B 7 d 06l
" d*06-1
2. i3 5 (1-i)4 8 9 g
1*0*1
3. (-iy4 6. i3+i'4 0 a-09
%07

Para multiplicar dos o mas numeros complejos, en forma bindmica, se procede de la siguiente manera

(algebra elemental):

Si: zi =a +bi, Z2=c +di. a +bi
c +di
ac +cbi
adi +bdi2
ac +adi + bei +bdj2
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En la respuesta, de la multiplicacion anterior, se agrupan los términos con factor comun (i) y se reemplaza

i2por -1:

Si:

zi =a +bi, 22 =c +di.

Ejemplo 1. Calcular zi«zz,si: zi =2 +i y Z2=3 +2i.

Proposiciones

No gk wnNE

Zi =2 H; 22=3 +2i

Zi 22=(2 +i) (3 +2i)

zi 2=[(2)(3) +((2i) +(H3) +(i)(2)]
Zi 22=6 +4i +3i +2i2

Zi 22=6 +4i +3i +2(-I)

21 722=6 +4i +3{ - 2

Zi 72 =4 +71

Multiplicar: zi =1/2 + y zz =3 +7/2i.

Proposiciones

No ok wNE

zi =1/2 +i; 22=3 +7/2i
zi 2=(1/2 i) (3+7/2i)

zi 22=[(1/2)(3) +(1/2X7/21) +(0(3) + (|)(7/2i)]

Zi 22=3/2 +7/4i +3i +7/2j2
Zi 22=3/2  7/4i +3i +7/2(-)
Zi 22=3/2 +7/4i +3i - 7/2

Zi 2=-2 +19/4i

d. Division (zl/z2; 72 = 0)

ziZz = (a +bi) (c +di)

& 7172 =(ac - bd) +(ad +bc)i

Razones

Dato

7172 =(a +bi) (c +di)
m(a +b) =ma +nmb
Def. (X)

i2=-1

Def. (X)

Términos semejantes

Razones

Dato

2172 =(a -+hi) (c +di)
m(a+b) =ma +nmb
Def. (X)

i2=-1

Def.(X)

Términos semejantes

Para dividir dos o mas niameros complejos, en su forma binémica, se racionaliza el denominador. Es decir,

se multiplica el numerador y denominador por el complejo conjugado del denominador, siempre y cuando

el denominador (divisor) sea diferente de cero.

Si: zi =a +bi, Z2=c +di.

Ejemplo 1.

zi _ (¢ bi)
z2 ~(c+di)

Dividir: zi =2 +H para Z2=3 +2i.

Proposiciones

1
2.

w

© © N o o &

Msc. Paco

Zi=2¢i; 2=3 42

ZiI22= (2 +1i)/(3 +2i)

Zilz2=[(2 +i)/(3 +2D)][(3 - 2{)/( 3 - 2i)]
zi/zz=@ +i)(3 - 2)I[(3*21)(3- 2)]
zilz2=[6 -4i +3i -2{2)/[9 - 4i2]

zil z2=[6 -Ai +3j - 2(-1)]/[9 - 4(-1)]

zil z2=[6 -Ai +3i+2]/[9 *4]

zil z2=[8 - {]/[13]

2i/zz- 8/13 - i/13
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(@+hi) (c-di 72 pn

Razones

Dato

zj _ (a @bj)

72 (c+di)

4 _(a+bi) (c-d

Z2  (c+di) X (c-di)

Def. (x)

Def. (a- b)(a +b) =a2-b2
j2=-i

Def. (x)

Def. (*)

Axi. Distributivo
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Ejemplo 2. Dividir: zi =5 - 2i parazz- 4+ 2L

Proposiciones Razones
1 zi=5-2i; zz=4 +2; Dato
zj (aeb
2. zt/22=(5 - 2)/( 4 +2i) 2 (cedi)
Zi (aebi) (c-d)
3. Zi/Z22=[(5 - 2))/( 4 +2))][( 4 - 2i)/(4 - 2i)d 2 (c>di) X (c-di)
4. Zilz2=[(5 - 2i)( 4 - 2DV/[( 4 +2i) (4 - 2i)J Def. (x)
5. Zi/Z2=[20 -10j -8i + 4i2]/[16 - 4i2] Def. (a - b)(a >b) =a2-b2
6. zi/z2=[20 -10; -8i ¢ 4(-1)]/[ 16 - 4(-D] iz=-i
7. 2,/72=[20 -10j -8i -4]/[16 ¢ 4] Def. ()
8. zi/z2=[16 -18{]/[20] Def. (#
9. 2i/22=4/5 - 9i/10 Axi. Distributivo. Simplificacién

EJERCICIOS [m

i. Resolver las siguientes operaciones con numeros complejos.

1L (2¢5)x2*8)) 2. (26 12)xi 3. (mje4d)+(-1e38)
4. (4 +3i) x (5 - 9i) 5. (1/2-5i) +(2/3-i) 6. (0.5 +0,2{) - (2+30
7. (2-2i)x @3 -3j) 8. (25 +30i) r(6 +8i) 9. (7.251) +(2 +20
10. [(2 ¢ 3i)(7 ¢ 4D] - (6 -i) 1L [(1/2 * 2i) - (5 ¢ 4i)] x (5 - 6))

7.3. FORMA RECTANGULAR (FR)

La expresion binémica de un namero complejo (z =x +Yyj; X a y eR) se puede escribir, de manera

simplificada, usando pares ordenados elementos de RxR. Es decir:
2 =x ayi =(x,y)

A cualquiera de estas dos formas se conoce como forma binémica, sin embargo, llamaremos rectangular
a la segunda (Hamilton, 1870).

En el par ordenado (Xx,y), X es la parte real de z e y la parte imaginaria. El nUmero complejo: 2*2i (forma
binémica) se escribe como (2,2), en forma rectangular.

Los numeros complejos de la forma (x,0), con parte imaginaria 0, se escriben con el nimero real x. por
ejemplo: (1,0) =1, (0,0) =0, (2,0) =2, entre otros. El nUmero complejo i se representa por (0,1), es decir,
i=(0.1).

Los pares ordenados de la forma (x, 0) siempre se encuentran en el eje horizontal por esta razén se llama
eje real. Los pares ordenados de la forma (O, y) se encuentran en el eje vertical por lo que se le llama
eje imaginario. Todo nimero complejo puede ser representado mediante puntos en el plano. El plano usado
para esta representacién se conoce con el nombre de plano complejo.

DEFINICION: .
1
Todo numero complejo se puede escribir de la forma: z =(x,y), por lo tanto:

C-{z/z =(xy); xeR AyeR }
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7.3.1.

CLASES DE NUMEROS COMPLEJOS

Conjugado. Si z =(x,y) es un numero complejo, entonces z =(X, -y) es el conjugado de 2.

Opuesto. Si z =(x,y) es un numero complejo entonces -z =(-x, -y) es el opuesto aditivo de z.

7.3.2.

AXIOMAS DE LA IGUALDAD DE NUMEROS COMPLEJOS (zi =22

Dos nimeros complejos son jguales si y solo si sus partes reales e imaginarias son jguales:

= xi,y) =(x2y2) =

La igualdad de nimeros complejos cumple con los siguientes axiomas:

NOMBRE

1. DICOTOMIA

2. REFLEXIVO

0
3. SIMETRICO
VAN
z1 72

DEFINICION

Entre dos nimeros
complejos cualesquiera se
cumple una y solo una de las
siguientes relaciones: son
iguales 0 son diferentes.

Todo nuimero complejo es
igual a si mismo.

Si un primer namero
complejo cualquiera es igual
a un segundo, equivale a
decir que el segundo es igual

| primero.
4. TRANSITIVAprimer ndmero

5. ADITIVO
Zl = 22

7 7

Zl +723=72+1273

6.

MULTIPLICATIVO
;1 = %
7 7

ZI X 23=22*23
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complejo es igual a un
segundo y este igual a un
tercero, implica que el
primero es igual al tercero.

Si a cada miembro de una
igualdad se suma un mismo
ndmero complejo cualquiera,
la relacién de igualdad se
conserva (subsiste,
permanece).

Si a cada miembro de una
igualdad se multiplica por un
mismo numero complejo
cualquiera, la relacion de
igualdad subsiste (se

conserva).

133

EJEMPLO

Zi “ 2*3i, z¢ - 3 +2i:

Zl *22

Zi =3i/2, 72 =1,5i:
Zl =22

21 =v2 -0.31
Zl =71

zi =3i/2, 2z =1,5i
3i/2 =1,5i

1,6i =3i/2

zi =4, 72 =22j,
Z3 =V16i

4i =22ia 22i =VI6j
-* 4) =VI6j

Zi =4i, 72 =22
73 =2

4i +2 =22 +2

ZI =4i, 22 =22
73 =2

4i.2=22.2

Xi =x2 ayi =yZ Xi, x2,yi,y2e R

F. SIMBOLICA

U-C.Vzi, zZ
Zl =22 Y Zi* Zz

U =C. Vz:
=z
U =C. Vzi, Z22:

Zl =220 z2=1zl

U =C. V2, 22 23:
2l =22A2=723 =
7l =73

U =C. V21, 22, 23:

=722A 23 73 =
¢73 =724 73

z
z

U =C. VZIl, zz, Z3-

Zl =22 A 73= 73 =
Z1. 23=22 73
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7.3.3.

OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS EN FORMA RECTANGULAR

Las operaciones: suma, resta, multiplicacion y divisidon se definen a continuacion:

a. Suma (zi+22).

Se suman las primeras y segundas componentes, de los pares ordenados, respectivamente.

Si: zi =(xi, yt), 22 =(X2, yz).
Ejemplo 1. Sumar: zi =2 +i y Z2=4 +2i.

Proposiciones

1 zi =2 H; 22=4 +2i
2. zi +z2=(2,1) +(4, 2)
3. zi+Z22=(2 +4, 1+2)
4. zi +72=(6, 3)
5. zi +Z2=6 +3i

Ejemplo 2. Sumar: zi =3 - i y Z2=-4 +3i.
Proposiciones
1 zi=3-i; Z2=-4 +3i
2. zi +z2=(3, -1) +(-4, 3)
3. zi+Z2=(3 -4, 1+3)
4. zi+722=(-1,2)
5. zi +Z2=-1 +2i

Razones
Dato

71472 = (xi, y1) + (X2, yz) <« 71422 =(Xi +X2, yi +yz)

Sustitucion en Zi+Z2 FR.

Def. (¥) enC.
Def. (¥ en R

Forma binémica

Razones
Dato

Sustitucion en Z1+Z2. FR.

Def. (+) en C.
Def. () en R

FR

Forma binémica

La suma de nimeros complejos cumple con los siguientes axiomas:

NOMBRE DEFINICION

La suma de dos
1.CLAUSURATTVO numeros C cualesquie

es un nimero C Unico.

El orden de los
2. CONMUTATIVO
suma total.

Los sumandos C se

ueden agrupar de
3. ASOCIATIVO P aruRy

ra

sumandos no altera la

4. MODULATIVO

El par ordenado (0,0)
se llama elemento
idéntico, neutro 0
modulo de la adicidn.

5. INVERTIVO
(-2), se llama inverso

aditivo u opuesto de z.
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cualquier modo, sin que
altere la suma total.

Existe unoy solo un C,
(0,0), tal que sumado
con cualquier C, el
resultado es el mismo
numero C.

Para cada complejo z
existe un complejo (-z)
tal que sumados es igual
a (0,0); con z diferente
de cero.
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EJEMPLO

(2.0)y (0,4) £C a
(2.0)+ (0,4) = (2,49
->(2,4) eC

(5,0) + (0,4) =
(©,4)+ (5,0) =54

[(1.2)+ (3.4)] a

25) =
(1.2) + [(3,4) +
(2.5) 1

(9,4) + (0.0) = (9,4)

(5,1) + (-5,-1) =(0, 0)

F. SIMBOLICA

U = C. Vzi, 72, SZ3-
Zi+72=73=>7Z3eC

U =C. Vzi, 22
Zl + 22= 22+
U=C. Vzi, 22 73:

@+ 22+ 23=
ZI+ (Z2+ 23

U = C. Vz, S(0,0):
(0,0) + (xy) = (xy)

U =C. Vz, 3(-2):
z+(-z) = (0,0); z#(0,0)
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Ejemplo 3. Demostrar: U =C. Vzi, zz’ zi +

Proposiciones

1zi+zz - \N+zz

2-Zi +zz = (xi.yi) +(X2y2)
3. zi +7Z2 = (xi +x2)yi +y2)
4. 2\ +72 = (X2+Xxi,y2+yi)
5. zi +z2 = (X2,ya)+(xi.yi)
6.21+22=22+n

b. Resta (zi- Z2)

La resta de nimeros complejos consiste en <

si: zI - (Xi, yO, z2=(x2,y2):

Razones

Axi. Reflexivo (3.

Def. Complejo. FR.

Def () enC .FR

Axi. Conmutativo (+), Reales.
Def () en C .FR

Def. Complejo. FR.

al minuendo el opuesto del sustraendo.

Zi- 72 = Zi +(-2z2)

zi - z2=(xi, yi) +(-x2, -yz) <=>zi-zz- (Xi- x2yi -yz)

EJERCICIOS

1 Demostrar las propiedades de la suma.

2. Sumar los siguientes nimeros complejos, en forma rectangular.

1 (2 +5) +(2 +8) 2. (-2 +1.2i)- i 3. (-iad)-(-148)
4. 4 -(5- 9i) 5. (/2 - 5) +(2/3 - i) 6. (0,54 0,2)) - (2+3))
7. (2-2i)-(@B-3) 8. (25 *30j) - (6 +8j) 9. (7.2501)4(2)

10. (2 +3i) - (7 +4i) +(6 -i) 1 (172 +2i) - (5« 4)) - (5 - 6))

c. Multiplicacion (zi»Z2)

Si: zi =(xi, yi), Z2 =(x2, y2)-

Zi*Z2 = (xi, yi) (X2, y2) <= z2\*zz = (xix2- yiy2, Xiy2 +X2Xi)

La primera componente del par ordenado se obtiene hallado el producto de las primeras componentes
menos el producto de las segundas componentes. La segunda componente es igual a la suma de los
productos de los extremos mas la de los medios.

1. Multiplicar: zi =2 +i y 722 =3 + 2i.

Proposiciones Razones

1 Zi=2+; 22=3 +2i Dato

2. zrzz - (2,1) (3,2) FR

3. Zi Z2=(2x3 -1x2, 2x2 +3x1) Def. (X) enC

4, 2iZ22=(6- 2,4 +3) Def. (x) en R

5. ziZ22=(4,7) Def. (M enR

6. zi Z2=4 +T7i Forma binémica

2. Multiplicar: zi =1/2 H y Z2= 3 +7/2i.

Proposiciones Razones

1 zi =1/2 4-i; Z22=3 4 7/2j Dato

2. zi.zz =(1/2,1) (3,7/2) FR

3. zi z2=[(1/2X3) - (1)(7/2), (1/2)(7/2) +(1)(3)] Def. (x) en C

4. ziz2=(3/2 -7/2,7/4 43) Def. (x) en R

5 ziz2=(-2,19/4) Def. (H)en R

6. zi z2=-2 4 (19/4); Forma binémica
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La multiplicacion de nimeros complejos cumple con los siguientes axiomas:

NOMBRE DEFINICION EJEMPLO F. SIMBOLICA
El producto de dos 21y (@4 ec a U =C. Vzi, 22, Sz3:
I.CLAUSURATIVO nameros complejos (2.1) = (3.4) =(2.11) Zi ®72 =723 =73 G C

cualesquiera es un

-> (2,11) £C
complejo uUnico.
El orden de los (5.0) =(1.4) - U =C. Vzi, 22
2. CONMUTATIVO factores no altera el
producto total. @,4) =(5,0) =(520) oi.p =7.7
Los factores [(1,2)-(3,4)].(2,5)= U =C. Vzi, 22, 23:

complejos se pueden
agrupar de cualquier (1.2) = [(3.4) = (2.5)] 2l =22 = 3=
modo, sin que altere el Zi (2223

3. ASOCIATIVO

producto total.

4. MODULATIVO Existe unoy solo un (9,4) =(1.0) =(9.49) U =C. Vz, S(i.0):

El par ordenado (1,0)
se llama elemento
idéntico, neutro o
moédulo de la
multiplicacion.

5. INVERTIVO
(z-1), se llama inverso

multiplicativo o
reciproco de zy

ndmero complejo, tal
que multiplicado con

cualquier complejo, el
resultado es siempre
ese numero complejo.

Para cada namero
complejo z, diferente
de (0,0), existe un
ndimero complejo (z"1)

(5.1) = (5/26,-1/26)

(1.0) = (xy) =(xy)

0 =C. Vz, 3(z"):
z = (z-D) =(1,0);
zsHO.O).

. tal que: z = (z_D) =(1,0).
viceversa.

Observacion: el inverso multiplicativo de z =(x,y); i * 0, es z'1=[x/(X2+y2), -y/(X2+y2)]; (x2+y2) * 0.
DEMOSTRACION:

Proposiciones Razones
z =(xXy). z1=(ab)
. z# 1=(x,y)(a,b)
. zz''=(xa-yb, xb+ya) Def. (x) enC

1 Dato, suposiciéon z'1=(a,b); aeR a beR
2
3
4. (x,y)(a,b) =(xa-yb, xb+ya) Axi. Transitivo (®enC, 2y 3
5
6
7
8

Sustitucién en zz'1

. (xy)(@b) =(,00=1 Axi. Modulativo (x) en C
.xa-yb =1y xb aya =0 Igualdad de nimeros C. 4y 5

a- x/(x2+y2)y b = -y/(x2+y2) Resolviendo el sistema para ay b.
L Z2'1=[x/(x24y2), -y/(x2+y2D)]; (x2+y2) | 0 Sustitucion: 7 en 1

Si z ™ (0, 0) se tiene que (x2+y2) ==0. Luego el reciproco de un nimero complejo se define como:

z 1=[x/(x2+y2), -y/(x2+y2)]; (x2+y2) * O

Ejemplos: El reciproco de (2,3) es (2/13, -3/13) El reciproco de (0,-4) es (0,1/4)

Observacion: El producto de un nimero complejo por su inverso (reciproco) es siempre igual a 1
(2,3) (2/13,-3/13) =(1,0) =1 (0,-4) (0,12/74) =(1,0) =1
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d. Division (zi/zz; 22 *0)

La divisién de dos numeros complejos es igual a multiplicar el dividendo por el reciproco del divisor.

Si: zj =(xi, yi), zz =(x2,yz); z2 * 0. — = Zf22'%, 22 *0

Ejemplo 1. Dividir: (1,3)/ (2, 3).

Proposiciones Razones

1 71/ 22 =(1,3)/ (2, 3) Dato

2. zi/z2=(1, 3) (2713, -3/13) Def. de Divisién en C.
3. zi/ z2=(2/13 +9/13, -3/13 +6/13) Def. (x) en C

4. zi z2=(11/13, 3/13) Def. (D enR

Cualquier conjunto con dos operaciones, adiciéon y multiplicacion, que cumplan con las diez propiedades

indicadas anteriormente, mas la propiedad distributiva de la multiplicacidon respecto de la suma, se llama

campo. La propiedad distributiva de la multiplicacién respecto de la suma se define como:

U =C. Vzi, 72, Z3:

zi (22 +23) =(zi = 22) * (zi = Z3)

Ejemplo 1. Resolver: (1,3)[(2,3) +(4,1)], dos formas.

Proposiciones

1 (13)[(2,3) +@.1)]

2. =(1,3)(2,3) +(1,3)(4,1)
3. =(-7,9) +(1,13)

4. =(-6,22)

Proposiciones

1 (/73)[(2,3) +(4,1)]
2. =(1,3)(6,4)

3. =(-6,22)

EJERCICIOS
WSBk9 . BHSBHI

Razones

Dato

Propiedad distributiva.
Def. (x) enC

Def. () enC

Razones
Dato

Def. (t)enC
Def. (x) en C

1 Resolver las siguientes operaciones con nimeros complejos, en forma rectangular.

1 (2+5j)x (2 +8i)
4. (4 +3i))x (5-9)
7. (2-2i)x (3 -3i)
10. [(2 +3i) x (7 +4i)] - (6 -i)

2. Demostrar U= C. Vzi, 72, Z3:

2. (2+12)xi 3. (-i44)H-1*80
5. (1/2-51)4-(2/3-i) 6. (0,540.2i) - (43
8. (25+300 - (6 +80 9. (7,25)) 4-(2 + 2i)

11 [(1/2 ¢ 2i) - (5 +4i)] x (5 - 6i)

1. Zi * (22 +23) = (zi * 22) + (zi = 23) 2. zi+2z2 = Zi +22

3.ziTzl =2z .Ti
5.ziZ2=0 zi=0vzz=0

4. 7"1=2z/z. z
6. (Z1/22) (23/24) =(Z123)/(Z2/Z24); Z2"™0,Z4™N0 .

N = . ZAN
T 2+~ =212x7273,22#%# 70 0 8 zpzi =2zj-zi
22 74 2274
3. Mostrar, graficamente, que:
1 zy -z son simétricos respecto del origen 2. zy z son simétricos respecto del eje X (reflexion).

(Simetria respecto de un punto)
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7.4. FORMA POLAR DE UN NUMERO COMPLEJO (FP)
Sea el nimero complejo z =(x/y) =x +yi; no nulo. Llamaremos.

Mdédulo de z, radio (r) o valor absoluto de z a la longitud del segmento
z =(xy) (cantidad positiva) que une el origen con el punto z (afijo), denotado
por: r o |z|:

r = Jz] =Ix2¢y2=|x +yil (T. de Pitagoras)

Argumento de z o amplitud, al angulo positivo (9) que forma el
segmento (origen - afijo) con el sentido positivo del eje de las
abscisas, denotado por Arg (z) o O:

Arg (z) =0 =tan'l(™) (Def. arco tangente)

Observacioén: en funcién de los signos de x e y se suma « al angulo obtenido para hallar el angulo positivo,
en sentido anti horario.

DEFINICION

Si r es el médulo y O el argumento, de un niamero complejo no nulo, entonces (r, 9) son las coordenadas
polares planas del niumero complejo z. Luego, el conjunto de los nimeros complejos, se determina por:

C=(z/z =(r,0); r=Jz] a 0 =tan*1); 0 <9 <2u)

El nimero z =(r, 0) se puede denotar, también, escribiendo el moédulo (r) y el angulo (0) como subindice:
z =re 0 z = |z]e. Geométricamente se representa por la circunferencia de radio r, con centro en el origen,

y por el angulo 9, que forma con el eje X; siendo 0 <0 < 2tt. El extremo opuesto al origen del segmento
corresponde al afijo.

Cada numero complejo no nulo tiene infinidad de argumentos (multiplicidad), positivos y negativos, que se
diferencian entre si en multiplos enteros de 2 «. Por ejemplo: i1r/2 = hn/z = h-n/z, entre otros. Si z es igual
a cero, su médulo es cero, pero su argumento no esta definido.B

Si se quiere evitar la multiplicad de argumentos (angulos coterminales) se puede seleccionar para O un

intervalo semiabierto de longitud 27t. Por ejemplo: para [0, 2tt) se obtiene el argumento principal de z, y

la multiplicidad de los argumentos (multivariados) con: 8k=( d»+ 2k7i; k~N}.

Ejemplo 1. Groi\car z =2 +2i. Hallar el médulo y el argumento principal. Escribir z en forma polar.

El médulo, radio (r) o valor absoluto de z:
r ~ [zl =%2+y2=[x +vi|

r =z =vV22+22=2>/2
El 4ngulo (0 < 0 <2+¢r), argumento o amplitud de z:
0 =tan?‘); - 0 =tan'l(?) - 0=tan ™) - 0 =45°= v+

Forma polar: 2 =(2V2, 45¢) 0 z =’2V2 n/4
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Ejemplo 2. Expresar en forma polar: zi =I+j, z2 =-4+3i, z3=-2 -2i, za - 4-3i.

zi = 1+i

r, =|z| =VI2+12 =V2

0l =tan_1(]) =w/4 (positivo)
zi =V2i/4=(V? ;0,25t)

zz = -4+3i
r2=|z] =3(-4)2+(3)2=5
02 =tan_1(-]) =-0,21u

02 #-0,21t =0,79u (positivo)
2> =507 =(5; 0,79t)

z3 =-2 -2i Z4 =4-3i

r3=z =J(-2)zH-2)2 =vg P4= 2 =J(47+ (-3)2=5

03 =tan'!(“) =4 04 =tan 1(-~) =-0,2br

03 =t +ir/4 =5 w4 (positivo) 04 =2w- 0,217T =1,79u (positivo)
Z3 = V8 5TT/4 = (V8, 5tt/4) za =5 i,Pe=(5; 1,7971)

7.4.1. CONVERSION DE FORMA BINOMICA A POLAR Y VICEVERSA

Sea el numero complejo z =(x,y) =x +yi; no nulo. Para Efectuar las conversiones se procede de la siguiente
manera.

Bindmica: z =x +yi =(X,y). Polar: z =(r, 0) 6 z =re
r= |Jz] =JIx2*y2 = |[x+yil X =r eos O
0 =tan_]s;<) y -rsen O

Polar: z =(r, 0) 6 z =re Binémica: z =x +yi =(X,y)

7.4.2. OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS EN FORMA POLAR
A continuacién, se definen las operaciones: suma, resta, multiplicacién, divisién, potenciaciéon y radicacion:

a. Suma (zi+z2).

Para sumar dos niumeros complejos, en forma polar, se escriben los sumandos en forma rectangular. Luego,
se suman las primeras y segundas componentes, de los pares ordenados, respectivamente.

Si: zi =(n, 0i) =(xi, yi), Z2r (r2, 62) =(x2,y2.
21422 = (Xi, yi) +(x2,y2) <* zi+z2 =(xi * X2, yi +y2)

Observacion: El resultado puede escribirse en forma polar.
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Para sumar varios niumeros complejos, graficamente: se traza zi en el plano complejo, en el afijo de zj se
traza el nimero z2,y asi sucesivamente. La suma esté representada por el segmento dirigido comprendido
desde el origen al afijo del altimo nimero graficado. El procedimiento descrito se conoce con el nombre
de método del poligono y es similar a la suma de vectores mediante sus componentes rectangulares.

Ejemplo 1. Sumar: zi =3@ y zz =490

21t = (xj+ x2,yi +y2)

Conversion: zi =3Q o=y -
X =r eos O x =3 eos 00, x =3 X =4 eos 90°, x =0 Z1472 =(3 +0, 0 @4)
y =rsen 0 y =3 sen 0o,y =0 y =4 sen 90°,y =4 21t =(3,4)

Zi =(3,0) zz =(0, 4)

kil

Conversion: rectangular a polar

r =zl =JIx2¢y2 = r=J(3)2¢ (42 =5

0 =tan¥‘x) 8 =tan'(j) =53,1°
Z1+722 =5 ,, to Forma polar

Ejemplo 2. Sumar: zi =2450, z2=3 19Q, z3= 2 ,5 27QQ.

Componente: Real Imaginaria
21 = 245 X =2 eos 45° » 14 y=2sen45° ~14
j— 0 K _ = © * _
92 = 3190° X =3 eos 1 3 y =3 sen 1 0,5
B =~270° x =2.5 eos 270° =0 y - 2,5sen 270° =-2,5
Zxa-1,6 ly —-1.6
r =J(-1.6)2+¢ (-1.6)2 * 2.3 € =tan-,(g) «45°

0 * 225° (angulo positivo) Zi+72¢ 73= z =2.3225°
b. Resta (zi-z2).

Para restar dos numeros complejos, en forma polar, se escriben los sumandos en forma rectangular.

Luego, se aplica la definicion de resta:

Si: zi =(rl, 0i) =(xi, yi), zz =(r2, €2) =(x2,y2).
zi- 22 =zi +(-Z2) zi - Z2=(xi, yi) +(-x2, -y2) <>zi- Z2=(xi - X2,Vyi -y2)

Ejemplo 1. Calcular: Z1-Z2 si zi =3Q@ y z2=4900.

Conversion: z, =30 §§==-?08 zi- z2=(xi- x2,yi -y2)
X =r eos 0 X =3 eos 0°, x =3 X =4 eos 90' .x =0 zj-z2=(3-0,0 -4)
y =rsen O y =3 sen 0oy =0 y =4 sen 90( 721-22 =(3,-4)

z: =(3,0) z?=(0, 4)

Conversion: rectangular a polar.

r =z =Jx2e¢y2 = r - J(3)2+(4)2 =5
0 =tan’'(-) 0 =tan’(™) =-53,1°
zi-z2- 53080 Forma polar
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c. Multiplicacion (zi-z2)

El producto de dos numeros complejos, en forma polar, es un complejo cuyo médulo es el producto de
los médulos y cuyo argumento es la suma de los argumentos (suma de angulos).

Si: zi= |zilOly z2= |z2]¢2 . zi*zz=12J . |z2e,.

Ejemplo 1. Multiplicar: zi =1,5600 yz2=V -

Proposiciones Razones
Lzx=I"™oy z2=1jq0 Dato

2, z.22= 1,5 x 16004900 Z122=|21|.|Z22|0+e2
3-z>" =1515b Def. (x); Def. (+)

Ejemplo 2. Multiplicar: zi =15100 Yy z2=171J30.

Proposiciones Razones

1. Zi= 15100; Z2= 17330 Dato

2. Z122= 15x 17100"130 zi z2=1Izil. |22p1*e2
3. Zi Z2= 255230 Def. (x); Def. ()

Observacion: para multiplicar 3 o mas numeros complejos se aplica la propiedad asociativa de la
multiplicacion:
U =C. VZi, 22, Z3* (Zi » 22) « Z3=17i » (22 = Z3)

d. Division (zi/z2; zz*0)

El cociente de dos numeros complejos, en forma polar, es un complejo cuyo médulo es el cociente de los
moédulos y cuyo argumento es la diferencia de los argumentos.

Si: zi= lzilejy z2=|2le2. zi/z2=  * |z2lej-02' 22*0

Ejemplo 1. Dividir: Zi =303 y z2=6J%0.

Proposiciones Razones
1. Zi=303Qo; z2=6i30. Dato
2. 2i Z2= 30 r 6300, 13 ziz2= 4l |12p..e2
3. Zi5z2=510 Def. (-), Def. (-)
Ejemplo 2. Dividir: zx = yz2=L,0-
Proposiciones Razones
Dato
1 21 25880" 22 5x3"
2. Z1* Zz=--N 801 zi z2=|Zi| 5 |z2]qj . e2
3. Z1-s- 72 = 10,2750 Def. (*). Def. (-)

c. Potencia (z")

La potencia n-ésima de un nimero en forma polar, 1 es un complejo cuyo médulo es la potencia n-ésima
de r y cuyo argumento es nveces 9.

Sea z =re- zn=(re)n o z"=(rn,n0) z° =rme [Teorema De Moivre]
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1. Calcular: z2si z =4|10QJ

Proposiciones Razones

1 z--41® Dato.

2. z22=(41%)2 Cuadrado en 1

3- 27 4\xI8° zn=rme

4, z2=163%0 Def. (@)1 Def. (x)

2. Calcular: z5si z= 2750.

Proposiciones Razones

1 z-27 Dato

2- 25=255x750 z°=rmo

3. 25=323M0 Def. (a)r; Def. (x)

e. Radicacién (Vz)

Cualquier numero complejo, diferente de O, tiene exactamente nroices n-ésimas complejas, todas ellas
con el mismo moddulo y argumentos multivariados. De entre todas las raices n-ésimas de z designaremos
por: zo =Vz a la raiz n-ésima principal, definida por:

Vz =VFS ™ zo=Vz =(Vr, 0/n) Observacion: 0/n es el argumento principal.

Los argumentos multivariados se hallan mediante la expresion: Ok = siendo k =0,1,2,3....(n-1), segln

corresponda. Cuando k =0 se tiene el argumento principal: 0/n, y para valores de k >0 se hallan los demas
argumentos. Sea z =rek, escrito en forma polar.

Vrit = (Vr, Ok): Ok = L ; k=0,1,2,3 (n-1) [0 en radianes]

Vrek = (Vr, Ok); Ok = 3%Qk ; k=0,1,2,3,...#n-I) [O en grados]

Observacién: Considerando el indice del radical, existen n soluciones para Ok, correspondientes a k
elecciones consecutivas de nameros enteros positivos (n~Z*). Para hallar las n raices n-ésimas de Z, se
tiene: Para k = 0, el primer argumento (argumento principal), correspondiente a la primera raiz, k =1 (1
vuelta completa) se obtiene el segundo argumento para la segunda raiz, k =2 (2 vueltas completas) se
tiene el tercer argumento para la tercera raiz, k =n-1 se obtiene la raiz n-ésima. K indica el nimero de
vueltas completas y n el tipo de raices que se desea hallar: Por ejemplo:

Cuadradas: Ok = Qv 2uk : i(: o,f Argumentos multivariados:
¢}
0o = —; k =0 (argumento principal) 0i = —2n; k=1 (segundo argumento)
Cubicas: Ok = ; k=0,1,2 Argumentos multivariados:
0
0o = —; k =0 (argumento principal) o = ; k= 1 (segundo argumento)
02 = 9"31* ; k= 2 (tercer argumento)

Observacién: Para raices cuartas, n =4. Para raices quintas, n =5, y asi sucesivamente.

Geométricamente, significa que las raices n-ésimas de un niumero complejo z de médulo r estan situadas
en los vértices de un n-agono regular, inscrito en la circunferencia de radio V? con centro en el origen, y
que se localizan igualmente espaciadas. <
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Ejemplo 1. Obtener las tres raices cubicas de 1:

Se escribe el 1en forma binémica, (1 +0i), para calcular el médulo y el argumento, de la forma polar:

Médulo: r - IJxz*y2- \|12+02 =1; Arg (z) =0 =tan'¥™) =tan'y) =0 rad =00

Forma polar: z =(1, 00), 6 z =100
Sustituyendo, en el ejercicio propuesto, se pide hallar: Vi = aroc =M™

Definicién: VF5 =(VF. 0K); Ok= ; k=0,1,2,3....(n-1).
Médulo: Vi =1

Argumentos: Ok = --~ k; k=0,1,2

00 = =0 rad =00 (argumento principal: 0/n)

0L = =2w/3 rad =120°

02=— 272 =4w/3 rad =240°

Luego, las tres raices son:

zo - lon - loo
Zi = 12013 =11200
Z3 = 14nv/3 = 12400

Observacion: los afijos son los vértices de un triangulo equilatero. La variacion (espaciado) se
obtiene con: 2w/n, siendo n el nimero de raices. Luego la variacion es de: 2*1/3 6 120°.

Conjunto solucién: Vz ~zo, zi, Z25 CS =(lon, |21/3, 1471/3} 6 C5 ={loo, 11200,12400}.

VERIFICACION:

zo=lo =1+0i z03=13=1

Zl = 12w3 = 11200 Zl = (-1 +V3j)/2
ZI3=[(-1 +V3i)/2]3
ZI13 = [(-3+3(-1)2v3i) +3(-1)(V3{)2 ¢ (V3i)3]/8
zi3 =[-1 +3V3j -3.3j2+ (V3)3i3]/8 =[-1 +3V3j -9i2+ (V3)2V3;3]/8
zi3=[-1 +3>/3i +9 - 3V3i]/8 =8/8 =1

72 - 14w/3 =1240° zB=[(-1 - V3i)/2]3=1

Observacion: La expresion: zi =(-1 +V3i)/2, se obtiene transformando la forma polar: zi =11200, a forma
binémica: zi =(-1 +V3j)/2, con: cosl20° =-1/2, senl20° =V3/2, cos240° =-1/2, sen240° =-V3/2. De la
misma forma se verifica para zZ2
Ejemplo 2. Hallar las cinco raices quintas de -32.
Se escribe el -32 en forma binémica (-32 +0i) y luego en forma polar.

Modulo: r =Jxz +y2=J(-32)2+02 =32

Argumento: Arg (z) =0 =tan"*(") =tan_¥-~) =180°

Forma polar: z =(32,180°) 6 z =32is0°

Sustituyendo, en el ejercicio propuesto, se pide: V™32 = §/32180 =(V 32,180°)
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Definicion: Vréa =(Vr, 0k).

Médulo: V32 =2, Arg (z) =0 =180°.

Argumentos: Ok = 9 ; k=04,2,3,4
0o = }~- =36° (argumento principal)
Qi= 1g0I: 36"(1) =1Q80

5
e? . 180*#360*(2) = j80,

5

03= 18 »3680~(3 _ gggo
5

ed=u s 1 z324,
5

Luego, el conjunto solucién es:
CS ={2360, 2i080, 2i80°, 2252°, 2324°)

Observacion: los afijos son los y/érYices de un poligono regular de 5 lados. La variacién (espaciado)
se obtiene con: 2-rr/n, siendo n el nimero de raices. Luego la variacion es de: 2it/5 6 720.

1 Sustituya r por |z], en las siguientes expresiones, para obtener proposiciones equivalentes:

L @=(@e" « (2)"-rie 2. =Vr* =(VF. 0R: ek= ; k=0.1.2.3....(n-1)
2. Expresar en forma polar:

1 U\ 2. 2i 3. V6 +V2i 4.3/4 ¢ i/2
3. Multiplicar, en forma polar. Trazar la gréfica respectiva.

Zi —~30° 2 =312 2. 71 =545 22 = 13250
3. 7l - 3 22-2 4. 71 =4uw/2 2 - 2ji/6

4. Dividir, en forma polar. Trazar la grafica respectiva.

1 zi =5XD 2 =1/2" 2. 7z, =8%0 72 =585
3. Zi - 4n/ *2 - 2n/2 4. 7l =6n/i2 2 - 2n/6

5. Calcular la potencia: (zi)4 6 (Z2)*\ segin corresponda. Trazar la gréafica respectiva.

72 =23 2 »z7312P 3. 7 =548 4 p=1zm
5 ZI - 130 6. z2=1250 7. z.=8%o0 8. 2 — 5185

6. Calcular las raices, segun corresponda. Trazar la grafica respectiva.

1 Zi=230; Vzl 2. z2=312x»; Vzi 3. zi =5450; VzI 4, z2=130; Vzi
5 2z, =13;Vzi 6. z2=1/2%; VzJ 7. z,=8%o0:V zi 8. z2=5I180;Vz2

7. Hallar las raices complejas de las siguientes ecuaciones.

1 x2-2x+6 =0 2. x2-3x+3 =0 3. 2x2+4x+5 =0
4. xX2+3x+8 5. XM 3x2+36 6. x2+16 =0
Observacioén: Por la féormula, sustituir discriminante negativo por i2.

8. Hallar la expresion general para un nimero complejo opuesto y conjugado en forma polar.
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7.5. FORMA TRIGONOMETRICA DE UN NUMERO COMPLEJO

Sea el numero complejo z = (X,y) =X ¢ yi; no nulo. Las componentes rectangulares se calculan de la

siguiente forma:

Componente x (parte real):

eos 0 =x/r -*x -r eos O

Componente y (parte imaginaria):

Sen 0 =y/r —y =rsen0

Por sustitucién de V' e *y" en: z =x +yi, se tiene la forma
trigonomeétrica de un nimero complejo.

Proposiciones Razones

1 z=x+yi Def. FB

2. XxX=reosO0,y =rsenO Def. Componentes rectangulares
3. z=reosO+¢irsin0 Sustituciéon 2 en 1

4. z =r (eos 0 +isen 0) Factor comun en 3

5 z=rcisO0 Forma abreviada

Como r = |z|, por sustitucién se puede escribir:
Forma trigonométrica: z = |z] (eos O ¢ i sen 0) Forma abreviada: z = |z]cis O

DEFINICION

5i r es el médulo y O el angulo (argumento principal), de un nimero complejo no nulo, entonces el conjunto

de los nUmeros complejos, se determina en forma trigonométrica por:
C={z/z= |zl (eoso + iseno); JzZ1>0 ao s 0 < 2¢}
C={z/z=r (e0oso + iseno); r>0 a0 s 0 < 2t}
Ejemplo 1. Expresar: z =2 +2i, en forma trigonométrica.

El médulo, radio (r) o valor absoluto de z-

Z =(xy) r=Jz|] =

r=|l =vV22+22=2/2
El angulo (0 s O < 27r), argumento o amplitud de z¢

0 =tan'](-) - 0 =tan-'(f) - 9 =tan'(l) - 0 =45°= u/4

Forma trigonométrica:

z=2>/2 (e0S w4+ isen w4) 6 z -2\[2 (eos 45° ¢ i sen 45°)

Forma abreviada:
z =2V2 cis tt/4 ¢ z = 2V2 cis 45°
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7.5.1. CONVERSION DE FORMA BINOMICA A TRIGONOMETRICA Y VICEVERSA

Sea el nimero complejo z =(x,y) =x +yi; no nulo. Para Efectuar las conversiones se procede de la siguiente
manera.

Bindbmica a trigonomeétrica:
Z =X +vyi _ Bin6mica
r = Jz] =Ix2+y2
Arg (z)-Q- tan'i*)

z = |z] (eos O +isen 0) Trigonométrica

Trigonométrica a Bindmica:

z = |z] (eos O +isen 0) Trigonométrica
X =r eos 0
y =r sen 0

zZ =X +yi Bindmica

7.5.2. OPERACIONES EN FORMA TRIGONOMETRICA (FT)

a. Multiplicacion (zi*zz):

El producto de dos numeros complejos, en forma trigonométrica, es un complejo cuyo médulo es el
producto de los médulos y cuyo argumento es la suma de los argumentos (suma de angulos).

Si: zi =ri (eos 0i +i sen 0i), Z2=r2(eos 02 +i sen 02).

zrzz =ri*r2[eos (0i+02) +isen (0i +0e)]

Demostracion:

Proposiciones Razones

1. zi =rj (eos Oi+ isen 0i), Z2=r2(eos 02+ i sen 02) Dato

2.2iZ2=ri (eos Oi+ i sen 0i) r2(eos 07+ i sen C€2) Sustitucion len zi Z2
3.ziZ2=ri rz (eos Oi+ i sen 0Oi) (eos 02+ i sen €2) Axi. Conmutativo (X)
4. 21 22= ri rz [cos©icosCR + icos®isen02 +isenQicosC2+ isenOiiseB@] (x)

5.2ziZ2= ri r2 [cos©icosC? + icosOisen©2 +isen®©icosCP-  senOisendé2F -1

6. zi Z2=ri r2[cos0icos02 - senOisenC? +i(cosOisen02+senOicos02)] Factor comdn

7. zi Z2- n rz [eos (0i+02) +isen (0i +CR)] Sustitucion *

Observacion*: en el paso 7 se consideran las igualdades trigonométricas para la suma de angulos:
eos (0i+02) =cos0icos02 - senOisen(02 sen (0i +€2) =cos0isenC? +senQicosC?

Ejemplo 1. Multiplicar zi =2(cos30° +isen30°) y z2 = 3(cos25° +isen25°).

Proposiciones Razones

1 zi =2(cos30° +isen30°); Dato
72=3(c0s25° +i sen25°)

2. zi z2=2x3[cos (30°+25°) +isen (30°+250)] Def. zi Z2=rir2[cos(0i+02) + isen(0i+02)]
zi Z2=6[cos(55°) +isen(550)] Def. (x); Def. (9
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Ejemplo 2. Multiplicar zi =5(cos3° +i sen3°) y Z2=2(cosl5° +isenl5°).

Proposiciones Razones

1 zi =5(cos3° +i sen3°); Dato
z2=2(coslI5° +isenl5°)

2. zi z2=5x2[cos(3°+15°) +i sen(3°+150] Def. zi Z2=rir2[cos(0i+92) + isen(0i+02)]
zi z2=10[cos(18°) +i sen(180)] Def. (x); Def. ()

Observacion: el ejercicio anterior se puede resolver mediante la forma abreviada: z =rcisO.

La definicion de multiplicacion mediante la forma abreviada es:

zi Z2=rir2[cos(0i+02) + jsen(0i+02)] zi Z2=rir2Cis(0i+02)
Proposiciones Razones
1 zi =5cis3°; Dato
Z2=2cisl5°
2. zi Z2=5x2cis(3° + 15°) Def. ziz2=rir2CIs(0i+02)
3. zi Z2=10c;sI8° Def. (x); Def. (9

b. Divisidon (Z1/Z2; z270)

El cociente de dos nimeros complejos, en forma trigonométrica, es un complejo cuyo médulo es el cociente
de los médulos y cuyo argumento es la diferencia de los argumentos.

Si: 2\=ri (eos 0i +i sen 0i), Z2=r2(eos 02+i sen 02).
z1/72=(ri 4 r2)[cos (0i - 02) +isen (0i -02)]; Z2 ~0O
Demostracion:

Proposiciones Razones
1. zj =n (eos Oi+ i sen 0i), Z2=r2(eos 02+i sen 02) Dato

2 £i- ri(eos O @enQ) Sustitucion de len z1/Z2
22 " (eos Qg* «Sen02)

3 £1- rl (eos 91*I$en QjXcos 02- 'Sen 82)

Racionalizacién
''z2  r2(eos 02* jsen 02)(cos €2- jsen 82)

[ [(eos ©jeos 82* sen ©isen 02) * j(sen 8tcos 02 - eos ©isen 02 )3

Def. (X
*z2 12 (eos2 02*sen2 82) )

5. [cos (€L - €2) +" sen (Qj - 02)] Identidad T. Sustitucién *

Observacion*: en el paso 5 se consideran las igualdades trigonométricas para la resta de angulos:

cos (0i-02) =cos0icos02 +sen2sen02

sen (0i - 02) =sen0icos02 -cosOisen02

En forma abreviada se escribe:
- i™cos ®“ +1sen (®i' ™2)]: 22 *0 - . Ncis(9j-02) ;22 *0
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Ejemplo 1. bividir zi =10(cos28° +isen28°) y zz - 5(cos25° +isen25°).

Proposiciones Razones
1. zi =10(cos28° + isen28°); bato
zz =5(cos25° +i sen25°)

2. z1 H2z=10/5[cos(28°- 25°) +isen(28 -25°)] i =~"[cos (0j-02) ¢ isen (Or 02)];z2*0
3. zi Zz=2[cos(3°) +isen(3°)] Def. (h); Def. ()
Ejemplo 2. Dividir zj =9(cos45° +i sen45°) y z2=5(cos30° + isen30°).

Proposiciones Razones
1 zi =9(cos45° +i sen45°); bato
Z2=5(cos30° +isen30°)

2. Z! hrz2=9/5[cos(45° - 30°) +isen(400-30°)] i =U.[cos (Or 02) + jsen (Or 02)];z2* 0

3. zi h-Z2=1,8[cos(15°) +i sen(15°)] Def. (h-); Def. (+)

Observacion: se puede utilizar la forma abreviada z =rcisQ:

Proposiciones Razones
1 zi =9cis45°; bato
72 =5cis30°

2. zi+4-72=9/5cis(45° - 30° = _~cis(0: - :
( ) bef. 55 = cis(0;-02) ; 2z *0

3. zi Zz2=l,8cisI5® bef. (™) bef. (V)

c. Potencia (zn)

La potencia n-ésima de un nimero complejo, en forma trigonométrica, es otro nimero complejo cuyo
moédulo es la potencia n-ésima de r y cuyo argumento es n veces 0 (Férmula de be Moivre).

Sea: z =r (cos O +isen 0). Si multiplicamos un nimero complejo por si mismo, se tiene:

Proposiciones Razones

1.z=r (cos 0 +isen 0) bato

2.z*z=r (cos O +isen 0). r (cos 0 +isen 0) Sustitucion en'z«z

3. z«z =r*r [cos (0 +0) +isen (0+0)] zi.Z2=ri rz [cos (0i+02) +isen (0i +02)]
4. z2=r2[cos (20) +isen (20)] a2=a.a, 2a =a+a.

Para z3se tiene:

z3=z212

.z2*z =r2[cos (20) +isen (20)]. r [cos O +isen 0]
. z2*z =r2«r[cos (20+0) +isen (20+0)]

. z3=r3[cos (30) +isen (30)]

A w O

be la misma manera se pueden obtener formulas similares para: z\ z5, 26, z n para cada numero entero
positivo n. El teorema de be Moivre establece el resultado general:

Siz=r(cos0O+isen0)y ne Z+ zn=rn[cos (n0) +isen (n0)]
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El teorema De Moivre se demuestra por induccion matematica, de la siguiente manera:

1n=1 zn=rn[cos (nN0) +isen (nO)]
z =r[cos (0) +isen (0)]
2. n=k zk=rKcos (k©) +isen (k0)]
3. n=k+1 zM =rk#[cos (k+I)0 +isen (k+I1)0]
Teorema
zk =rkcos (kO) +isen (k0)] zM =rM [cos (k+I)0 +isen (k+1)0]
Hipotesis Tesis

Observacion: Para facilitar la demostraciéon se supone que: r =1

Proposiciones Razones

1 zk=[cos(kO) +isen (k0)] Dato.

2. zk[cos(0) +isen(0)] =[cos(kO) +isen(k0)] [cos(0) +isen(0)] Axi. Multiplicativo (®
3. zk*1=[cos(kO) +i sen(k0)] [cos(0) +isen(0)] ana =aml

4. zk+1=cos(kO)cosO +i cos(k0)senO +isen(k0)cosO - sen(kO)senO Def. (x). FB. i2=-1

5. zk*1=[cos(kO)cosO - sen(kO)sen0] +i[sen(k0)cosO +cos(kO)sen0] Agrupacioén, FC.

6. zkM =cos(kO +0) +i sen(kO +0) Suma de angulos.

7. zk*1=cos(k +1)0 +i sen(k +1)0 Factor comun

- DEFINICIONES BASICAS

Si z es un complejo, y n un numero natural mayor que uno (conjunto representado por N*), se tiene:

EXPRESION DEFINICION
1. POTENCIA Si la base es un nimero complejo z y n el exponente natural mayor que 1
ENESIMA Zn=2z.z.z ..z;Z eCa NEN*
*=(2,3,4,.) n veces
2.POTENCIA CERO Se llama potencia cero de un nimero complejo, distinto de 0, al nUmero 1
(Exponente 0) z°=1=1+0i;z* 0

Se llama potencia uno (primera potencia) de un nimero complejo z, al mismo
3.POTENCIA UNO

numero sin el exponente:
(Exponente 1)

zl =z
- TEOREMAS BASICOS DE LA POTENCIACION

NOMBRE TEOREMA

La potencia enésima de un producto es igual al producto de las potencias
1. POTENCIA DEL

PRODUCTO

enésimas de cada uno de los factores.
{zi.zzY =ziRZ2n, n>0e N

La potencia enésima de un cociente es igual a la potencia enésima del
2. POTENCIA DEL

COCIENTE

dividendo, dividida para la potencia enésima del divisor.
(zZl/22)n=2Z1"/ Z2n; 22 ~ O

Ejemplo 1. Desarrollar z2si z= 2(cos 30° + i sen 30°)

Proposiciones Razones

1 z=2 (eos 30° + isen 30°) Dato

2. z2=22[ eos (2x30°) + isen (2x30°)] Def. zn=rn[cos (N0) +isen (n0)]
3. z2=4(cos 60° +isen 60°) Def. (ar); Def. (x)
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Ejemplo 2. Desarrollar z5 si z= 2(cos 25°+ isen 25°)

Proposiciones Razones

1 z= 2(cos 25° + isen 25°) Dato

2. z5=25[eos (5x25°) + isen (5x25°)] Def. z" =rn[cos (n0) +isen (n0)]
3. z5=32 (eos 125° +j sen 125°) Def. (an); Def. (x)

Observacion: se puede utilizar la forma abreviada z =reis (0) de la siguiente forma:

zn=rn[cos (n0) +isen (n0)] _ zn=rncis(n0)
Proposiciones Razones
1 z=2cis 25° Dato
2. z5=25is(5x25° ) Def. zn=rncis (n0)
3. z5=32 cisl25° Def. (a)rn Def. (x)

Ejemplo 3. Hallar todas las potencias enteras positivas de i.

Se escribe el numero complejo i en forma binémica (0 +1i) y luego en forma trigonométrica.

Modulo: r =Ix2+y2=J(0)2+I12 =1

Argumento: Arg (z) =90° =tu2 Ver en el grafico adjunto.
Forma trigonométrica: z = r (eos O = isen 0) —* z=1(e0s w2 + isen w2)

r-1 Arg (2) =a/2
zn=rn[cos (n0) +isen (nO)]

in=In[cos (nt/2) +isen (ntJ2)]

n=1Jcos (tt/2) +isen (t/2)] =i
P - I[cos (tt) +isen (tt)] =-1 +0i=-1
B=I[cos (Bw/2) +isen (3u/2)] =0 -i =-i

K =I[cos (2tt) +isen (2t)] =1+0j =1

Las siguientes potencias enteras positivas de i, se repiten:

i5=idil=1i =i 6=i4i2=1(-1 =-1
i7=i4i3=1(-i) =-i iB=i4i4=1(1) =1

Geométricamente: Cada vez que el exponente se incrementa en 1, in pasa de un cuadrante al
siguiente, en el circulo unitario. Es decir:

=\t 41 = i, 2 =-1, jat3 _ i n<=N

Para hallar el valor de i55, por ejemplo, dividimos 55 para 4: 55 =4(13) +3. Luego, considerando la
expresion: 43 =-i, se tiene:

|55 _ 4<13).3 _ i55 _ j4(13) ;3 55 = 113 A {J = i
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d. Radicacién [Vz ]
Cualquier namero complejo, diferente de O, tiene exactamente n raices n-ésimas complejas, todas ellas

con el mismo médulo y argumentos multivariados. De entre todas las raices n-ésimas de z designaremos
por: Zo=Vz a laraiz n-ésima principal, definida por:

Vz =yr(co6sirn-sei”"0) <=zo=Vz =Vr [cos(ﬁ) +i sen(a)]
Observaciéon: 0/n es el argumento principal.

Los argumentos multivariados se hallan mediante la expresion: 8k=° -k siendo k =0,1,2,3,...,(n-1), segln

corresponda. Cuando k =0 se tiene el argumento principal: 0/n, y para valores de k >0 se hallan los demas
argumentos.

Sea z =r(cos 8<+isen 0k), escrito en forma trigonométrica.
Vz =Vr(coS 8k+isen Ok) & Vz =Vr [cos(~) +isen(-*¥K]; k =0,1,2,3,...,(n-I) [radianes]

Vz =7r(cos Ok+ jsen Ok) ™~ Vz =Vr [cos(- '° K) +isen(— 3&°K)]; k=0,1,2,3,...,(n-1) [grados]

Observacion: Considerando el indice del radical, existen n soluciones para @ correspondientes a k

elecciones consecutivas de nimeros enteros positivos (n™Z%*).
Ejemplo 1. Hallar las dos raices cuadradas de i.

Se escribe i en forma binémica, (0O +1), y luego en forma trigonométrica:

Modulo: r = Jx2*y2=J(0)2+I12 =1

Conjunto solucion: Vz = {zo, Zi)
Verificacién:

20=1/V2 +i/v2 *  z02=(l/V? +iIV2)2* 20 =}

2i=-1UNV2 - ityr2 —a  zi2=(-1V2 - iIV2)2 —#zi - |

Observacion: las raices: zoy Zi son inversos aditivos. La variacion (espaciado) se obtiene
con: 2-rr/n, siendo n el nimero de raices (2tl12). Luego, la variacion es: ««
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Ejemplo 2. Hallar las tres raices cubicas de: 1+0i

Modulo: r = Ix2+2=J()2+02 = 1
Argumento: Arg (z) =0 =00=0u 1 «
Forma trigonométrica: z =I(cos O+isen C)

Vi=Vr [eos (7)) *isen £4)]; k=0,1,2,3....(n-

Observacion: el indice es 3, luego n =3.

Vz =Vl [ecs (™ -Reisen(™]|% k=01, 2
zo=1[cos (Ow) +isen (Ow)]; k=O-* z0=1

El argumento principal es: 0/n — (Ow)/3 =0
zi=I[cos (y) +isen (y)]; k=1- zi=(-1+i>/3)/2
z2=1[cos (y) +isen (y)]; k=2 - z2=(-1-iV3)/2
Conjunto solucién: vz ={zo, zi, zZ}

Observacion: los afijos de las soluciones son los vértices de un triangulo equilatero. La variacion
(espaciado) se obtiene con: 2-rr/n, siendo n el nimero de raices (2t/3). Luego la variacion es: 2t/3.

Verificacion: [(-1 £iV3)/2]3 =I/8[(-1)3 «3(¢ iV3) - 3(& iV3)2* (+iV3)3
[(-1:wvs)/213 =I/8[-1 49 +i(*=3/3) + 3>/3)- 1

Considerando la forma abreviada se tiene:
Si: Z =rcisO: VZ =VrcisG » VZ =(rcisG)¥' —~ VZ=rUtis(~™): k=0,1,2,3....(n-1)
Ejemplo 1. Hallar las tres raices cubicas de: z =-1 +i

Modulo: r = JXx2+y2=J(-1)2+12 =v2

Argumento: Arg (z) =0 =-45° =135 ° =37r/4

Forma polar: z= V23r/4

Las raices cUbicas de z se obtienen a partir de la
expresion:

Vz =r1l/Zis (Eip£); k=0,1,2:
zo =r /Zis (y) =2l/6cis (t/4); K =0.
El argumento principal es: w4

zi=ris ( » ) =21&is 11wi2); K= 1.
z2=rZis (~y~) =2U&is (19/12); k =2.
Observacion: los afijos de las soluciones son los vértices de un poligono regular de tres lados. Las tres
raices tienen el mismo modulo, pero difieren en el angulo. La variacién (espaciado) se obtiene con: 2-rr/n,

siendo n el nimero de raices (2t/3). Luego la variacion es: 2t/3.
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Ejemplo 2. Hallar las 6 raices sextas de: z =1 +i

Modulo: r = Jx2+y2=J(1)2+12 =V?

Argumento: Arg (z) =0 =45°
Forma polar: z= Vv?45°

Las raices sextas de z se obtienen a partir de la expresion:

Vi=rActis(~), 0,1.2345
Observacion:

rih=vTf- ®2

Las raices son:

Z0="'V? cis 7,5°

El argumento principal es: 7, 50

71 = ®2 cis 67,5°

z2="'V2 cis 127,5°
z3="'V2 cis 187.5°
Z4=®/2 cis 247,5°

z5=M®2 cis 307,5°

Observacion: los afijos de las soluciones son los vértices de un poligono regular de seis lados. Las seis
raices tienen el mismo moédulo, pero difieren en el angulo. La variacion (espaciado) se obtiene con: 2-n/n,
siendo n el nimero de raices (2w/6). Luego la variacién es de 60°.

- DEFINICIONES BASICAS
Si z es un nimero complejo, y n es natural mayor que uno (conjunto representado por N*), se tiene:

EXPRESION DEFINICION
La raiz enésima de un numero complejo llamado radicando, es otro
complejo que, elevado a la potencia enésima, es igual al mismo radicando.

1. RATZ ENESIMA U=C. Zk=vz ==Zn=z: ne N*
N* ={2,3,4,.}

Todo numero complejo tiene n raices n-ésimas.

_ , La raiz enésima de les igual a 1
2. RAIZ ENESIMA DE 1

yi=i

- La potencia enésimay la raiz enésima de un mismo ndmero, se simplifican:
3.RAIZ y POTENCIA

ENESIMA: Vzr =(Vz)n=z

Observacién: Si el radicando es cero tiene como raiz cero: VO =0 <>03=0.
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- TEOREMAS BASICOS DE LA RADICACION

NOMBRE TEOREMA
La raiz enésima de un producto es igual al producto de la raiz enésima de

1. RADICACION DEL cada factor:

PRODUCT
obucTo U =C. \i2\Z2 - Wx V*2

La raiz enésima de un cociente es igual a la raiz enésima del dividendo

> RADICACION DEL dividida para la del divisor:

COCIENTE U =C. ~Zi/Zz =\[z[/ VzJ; zz™ 0

1 Sustituya r por lzl, con o sin subindices, para obtener proposiciones equivalentes:

1 zi Z2=ri r2(eos Oi+ i sen Qi) (eos 02+ isen C2) 2. zn=rn[eos (n0) +isen (n0)]
3. zi[Z2= (riH-r2)[cos (0i-02)+ isen (Oi-mQy)]; 22*0 4. Vz=rlUcis(”™), k0,1,2,3.
5. Vz=Vrcis0 « Vi =(rcisG)In 6. Vz=(rcis0)<>Vz = rlicis(
2. Multiplicar Z x 2.
1 zi =5(cos 30° +isen 30°) 22=2(cos 25° +isen 25°)
2. zi =1/2(cos 12° +isen 12°) 22=4/3(cos 15° +isen 15°)
3. zi =2(cos 270° +isen 270°) 22=3(cos 20° +isen 20°)
4, zi =3(cos 48° +isen 48°) 22 =1/6(cos 89° +isen 89°)
3. Dividir 4 @2.
1 Z=15(cos 30° +isen 30°) 22 =3(cos 25° +isen 25°)
2. zi =1/2(cos 12° +isen 12°) Zz - 4/3(cos 15° +isen 15°)
3. Zi=24(cos 270° +isen 270°) Zz - 8(cos 20° +isen 20°)
4. zi =3(cos 48° +isen 48¢) z2=1/2(eos 89° +isen 89°)

4. Calcular las siguientes potencias.

1 z1si z =5(cos 30° +isen 30°) 2. z2si z- 2(eos 25° +isen 25°)
3. z3siz=1/2(cos 12° +isen 12°) 4. 2z4si z=I(cos 15° +isen 15°)
5. z5si z =2(cos 30° +isen 30°) 6. z6si z =I(cos 20° +isen 20°)
7. z°si z=6(cos 8/3° +isen 8/3°) 8. z2si z =5(cos 75° +isen 75°)
9. z1si z=96(cos 48° +isen 48°) 10. z2si z =1/2(cos 89° + jsen 89°)
5. Calcular:  zj), Vfe), Vfo). vfa). Vfe)-
1 zi=(2 +5i) 2. ZI=(2/3-0
3. Z2=(2 +8j) 4. z2=(7-251)
5. 73 =(1/2 - 5i) 6. Z3=(-1 +3i)
7. Z4=(2 +3i) 8. Z=(2-i)
9. Z=(0,5 +0,2i) 10. Z5= (1 +3i)
6. Sea: zi= (2 +5i), zz =(2 +8j) y n =3. Verificar:
1. Vzizl =VziVzz 2-Vzilz2 =Vzil Vz?; 22/ O
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ANEXO 1. AXIOMAS DE LOS SISTEMAS NUMERICOS

N ={0,1, 2, 3,...}
Q* ={x/x€ Q}

z={,,-3.-2,-1,0,1.2.3_}%
R=Q u Q*

IGUALDAD (=). Va, Vb, Ve.

DICOTOMIA
REFLEXIVO
SIMETRICO
TRANSITIVO
ADITIVO
MULTIPLICATIVO

a=b ya *b

a=a

a=b<b=a
a=bAb =c=>a=c
a=Dba c=c=>atc=b+c

a=bac=c=>a.c=b.c

ADICION (+). Va, Vb, Ve.

CLAUSURATIVO (S0
CONMUTATIVO
ASOCIATIVO
MODULATTVO (So)
INVERTIVO (B.0)

DEF. DE RESTA

a¢b=c=ceU
aeb=Db+a
(@+tb)+c=ae((b+c)
at0=a

a @(-a) =0

a- b=a+¢ (-b)

MULTIPLICACION (x). Va, Vb, Ve.

CLAUSURATIVO (S0
CONMUTATIVO
ASOCIATIVO
MODULATIVO (So)
INVERTIVO (3-3)

DEF. DE DIVISION

DISTRIBUTIVO

a.b=c=ceU

O 5%5 0
(@.b).c=a.(.c)
a.l=a

a.(@/a) =1 a*0

la/b=a.l/b

a.(b +c)=ab +hbhe

ORDEN (<,>). Va, Vb, Ve.

TRICOTOMIA a*b<=>a>bva<b

ANTISIMETRICO a>b <= b<a

TRANSITIVO a>bAb>c=>a>c

ADITIVO a>ba c=C a*c >b+c

MULTIPLICATIVO (c>0) a> b a c=c =a.c >b.c
MULTIPLICATIVO (c<0) a>b a c=c =a.c <b.c

Q ={x=
OsN O=
Sl Sl
Sl Sl
Sl Sl
Sl Sl
Sl Sl
Sl Sl
=N us=
Sl Sl
Sl Sl
Sl Sl
Sl Sl
NO S1
3a,b Sl
U =N o=
Sl Sl
Sl Sl
Sl Sl
Sl Sl
NO Sl
3a,b Sl

RECOLECTIVO

U =N
Sl
Sl
S1
Sl
Sl
NO

o=z
Sl
Sl
Sl
Sl
Sl
Sl

aeZ a bez.b~0O}

Sl

C
I

Q
Sl

Si
Sl
Sl
Sl

Sl

S1
S1
Sl
S1
S1
S1

3a,b
Sl
S1
NO
NO

S1

U =Qq-
3a,b
S1
Si
NO
NO

Sl

U

Sl
Sl
Sl
Sl
Sl
Sl

Sl
Sl
Sl
Sl
Sl

Sl

Sl
Sl
Sl
Sl
Sl

Sl

a.b ¢ ac =a.(b +¢

=Q U=Q' U=R

Sl Sl Sl
S1 Sl Sl
Sl Sl Sl
Sl Sl Sl
Sl Sl Sl
Sl Sl Sl

Observacion: La resta de dos numeros naturales no siempre es posible, solo ocurre cuando el minuendo

es mayor que el sustraendo. El cociente de dos nimeros naturales o enteros no siempre es un ndmero

natural (entero), solo ocurre cuando la divisidn es exacta. La suma, la resta, el producto y el cociente de

dos numeros racionales es otro ndmero racional. La suma, la resta, el producto y el cociente de dos

ndmeros irracionales no siempre es otro nimero irracional. Los nimeros irracionales se pueden escribir

mediante numeros decimales periddicos y los irracionales mediante nimeros decimales no periddicos.
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ANEXO 2. POTENCIACION

2.1. NATURALES CON EXPONENTES NATURALES: NN

2.1.1. DEFINICIONES BASICAS

Si la base a y el exponente n, son nUmeros naturales; N ={0,1,2,3,

EXPRESION

1. POTENCIA CERO

2. POTENCIA UNO

3. POTENCIA ENESIMA
POSITIVA (PEP)
N* = {2,3.4..}

DEFINICION
La potencia cero (exponente cero), de un numero
natural a distinto de cero, es igual a 1:

a°=1, a*0
La potencia uno (exponente 1, primera potencia) de un
ndmero natural a, es igual al mismo ndmero sin el
exponente.

al=a
La PEP de un numero natural a, es igual al producto de
nveces a; siendon> 1:

a" = a.a.a... a; aEN A n™N*

nveces

2.1.2. TEOREMAS DE LA POTENCIACION

Si: any bn son potencias definidas en los nimeros naturales, N ={0,1,2,3,

NOMBRE
1. POTENCIA ENESIMA DEL
PRODUCTO

2. POTENCIA ENESIMA DEL
COCIENTE EXACTO

Observacién: (a.b)° = 1; a.b * 0, por ladefinicion 1. Del mismo modo: (a.b)1 = a.b,

TEOREMA
La potencia enésima del producto de ndmeros
naturales, es igual al producto de las potencias
enésimas de cada uno de los factores.

(a.b)" =anb"
La potencia enésima del cociente exacto (division
exacta) de nimeros naturales, es igual al cociente de
las potencias enésimas; b * O:

(a/b)n=a"/b"; b*0

2.1.3. OPERACIONES DE LA POTENCIACION.

Si a es un nimero natural, m y n naturales mayores que cero (m,n™N >0):

OPERACION

1. PRODUCTO DE
POTENCIAS

2. COCIENTE DE
POTENCIAS

3. POTENCIA DE
POTENCIA

TEOREMA
De igual base:
Se mantiene la base y se suman los exponentes.

aman = anmn

De igual base:
Se mantiene la base y se restan los exponentes.

a'7an=amn m>ny a* 0

Se mantiene la base y se multiplican los exponentes.

(Qm)n = Qm.n

EJEMPLO

o =3

@°=i

(2°=1

© =0

=1

21=2

3=3
0'r0.0
2=11=1
25=222=8
33=333=27

EJEMPLO
(23)° =1
(23) 1:23=6
(2.3)2=2232
62=4.9
(6/3)° =1
(6/3)1=6/3
(O/3)2=62/32
22=36/9

por la definicién 2.

EJEMPLO
2°23=20:3 =23
2} 23r 22%8- 25

24/23=243-7

(232=23Z =26

Observacion: la resta de exponentes, cuando el minuendo es menor que el sustraendo, no esta definida

en los nimeros naturales. Cualquier potencia de un nimero tiene un valor Unico o siempre es igual.
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2.2. ENTEROS CON EXPONENTES NATURALES: ZN
2.2.1. DEFINICIONES BASICAS

Si la base a es un nimero entero, Z ={...,-2,-1,0,1,2,...}, y el exponente n un natural, N ={0,1,2,

EXPRESION DEFINICION EJEMPLO
1. POTENCIA CERO La potencia cero, exponente O, de un nimero entero 0°=3
a, distinto de cero, es igual a I @° =1
ac=1,a*0 (-2)° =1
2. POTENCIA UNO La potencia uno (exponerle 1) de un nimero entero a, 01=0
es igual al mismo numero sin el exponente. 2% =2
al=a (-2 =-2
3. POTENCIA ENESIMA La PEP, de un nimero entero a, es igual al producto de ©2=0.0
POSITIVA (PEP) nveces a; siendo n>1 (22=22=4
N* ={234,..} an=ae-a*a .. a; ae2 a ne N* (-2)2=(-2X-2)
n veces (-3)3=(-3X-3X-3)

2.2.2. TEOREMAS DE LA POTENCIACION

Si: any bn son potencias definidas en los nimeros enteros con exponentes naturales, N =(0,1,2,3,...}:

NOMBRE TEOREMA EJEMPLO
1. POTENCIA ENESIMA La PEP par de base positiva (¢) o negativa (-) es 2)2=4
POSITIVA PAR positiva: 3)2=9
(@° =x; n™N* par (-2)2=4
(-a)" =x; n~N* par (-3)2=9
2. POTENCIA ENESIMA La PEP impar de base positiva (+) es positivay de base (23=8
POSITIVA IMPAR negativa (-) es negativa: (3)3=27
(@" =x; nN* impar (-2)3=-8
(-a)" = -X; n"N* impar ("3)3=-27
3. POTENCIA ENESIMA DEL La potencia enésima del producto de nulmeros
PRODUCTO enteros, es igual al producto de las potencias (-2.3)2=(-2)23z
enésimas de cada uno de los factores. (-2.3)2=(-2)232
(a.b)° =anbn 36 - 36
4. POTENCIA ENESIMA DEL La potencia enésima de cociente exacto (division
COCIENTE EXACTO exacta) de nimeros enteros, es igual al cociente de  (-6/3)2=(-6)2/32
las potencias enésimas; b * 0. (-2)2=36/9
(a/by =an/bn, b * 0 4 =4

Observacion: (-2)2* - 22 En el primer caso se tiene que (-2)2=4, y en el segundo -22 =-4.
2.2.3. OPERACIONES DE LA POTENCIACION

Si: amy an son potencias definidas en los nimeros enteros con exponentes naturales:

OPERACION TEOREMA EJEMPLO
De igual base: (-2)2 ("2)3=
1. PRODUCTO DE Se mantiene la base y se suman los exponentes. (-2)2'3=(-2)5
POTENCIAS am an = anin
De igual base: -2¥(-2)3=
2. COCIENTE DE Se mantiene la base y se restan los exponentes. (-2)53=(-2)2=4
POTENCIAS andan =anmin m£n ya*o0
3. POTENCIA DE Se mantiene la base y se multiplican los exponentes [-2)312 =(-2)38
POTENCIA (@any =amn [(*2)3]12 =26

Observacion: la resta (exponentes) no esta definida en N cuando el minuendo menor que el sustraendo.
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2.3. RACIONALES CON EXPONENTES ENTEROS: Qz

2.3.1. DEFINICIONES BASICAS

Si la base a es un nimero racional, Q =Z U F, y el exponente n un entero, Z ={...,-2,-1,0,1,2,..}:

EXPRESION

1. POTENCIA CERO

2. POTENCIA UNO

3. POTENCIA ENESIMA
POSITIVA (PEP)
N* =(2,3,4,...)

4. POTENCIA ENESIMA
NEGATIVA (PEN)

DEFINICION
La potencia cero (exponente 0) de un nimero racional a,
distinto de cero, esigual a 1:
a°=1,a*0
La potencia uno (primera potencia) de un ndmero
racional a, es igual al mismo ndmero sin el exponente:
al=a

La PEP, de un numero racional a, es igual al producto de
nveces @; siendo n>1

an=a.a.a ..a; aeQAn~N*

nveces

La PEN, de un numero racional a distinto de cero, es
igual al inverso de la potencia con exponente positivo; n
>0:

a‘n=I/an;a*0 a n>0"N

EJEMPLO
(0/5)° =3
(-3/4)° =1
(-2/5)° =1
01=0
31=3

(-2/3)1=-2/3
(-5)1=-5
(1/2)2=
(1/2X1/2)
(-3/2)2=
(-3/2X-3/2)
02=3
2-'=1/2
2'3=1/23
(3/4)-2=1/(3/4)2

Observaciéon: cuando el exponente es negativo no tiene sentido hablar de -n factores.

2.3.2.

TEOREMAS DE LA POTENCIACION

Si: any bn, son potencias definidas en los nimeros racionales con exponentes enteros:

NOMBRE

1. POTENCIA ENESIMA
POSITIVA PAR

2. POTENCIA ENESIMA
POSITIVA IMPAR

3. POTENCIA ENESIMA DEL
PRODUCTO

4. POTENCIA ENESIMA DEL
COCIENTE

TEOREMA

La PEP par de base positiva (+) 0 negativa (-) es

positiva:
(@" =x; n~N* par

(-a)n =x; n~N* par

La PEP impar de base positiva (+) es positiva y de base

negativa (-) es negativa:
(@)n=x; n~N* impar
(-a)n = -x; n~N* impar

La potencia enésima del

enésimas de cada uno de los factores.
(a.bT =an.bn

La potencia enésima del

racionales (division),

potencias enésimas; b * 0.
(/b f =anbn; b* 0

producto de numeros
racionales es igual al producto de las potencias

cociente de nameros
es igual al cociente de las

EJEMPLO
(1/2)2=1/4
(2/3)2=4/9
(-2/3)2=4/9
(-3/4)2=9/16

(2/3)3=8/27
(3/2)3=27/8

(-2/3)3=-8/27
(-3/2)3=-27/8

[(2/5X3/6)]2=
(2/5)2. (3/6)2

[(6/5M3/2)]2-
(6/5)2 (3/2)2

2.3.3. OPERACIONES

DE LA POTENCIACION

Si: amy an, son potencias definidas en los nimeros racionales con exponentes enteros:

OPERACION
1. PRODUCTO DE
POTENCIAS

2. COCIENTE DE
POTENCIAS

3. POTENCIA DE
POTENCIA

Msc. Paco Bastidas Romo & Otros

TEOREMA

De igual base:

Se mantiene la base y se suman los exponentes.
aman = ant

De igual base:

Se mantiene la base y se restan los exponentes.
am’an =ann, a * O:

5e mantiene la base y se multiplican los exponentes.

(am" = amn

159

EJEMPLO
(-1/2)2. (-1/2)3=
(-1/2)28=(-1/2)5

(1/3)V (-1/3)6=
(-1/3)46r (-1/3)-2

[(-2/5)3]2=
i-2/5)3*2=(-2/5)6
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2.4. REALES CON EXPONENTES RACIONALES: &
2.4.1. DEFINICIONES BASICAS

Si la base a es un nimero real (R), y el exponente n racional, Q ={x/x=

EXPRESION

1. POTENCIA CERO

4.

(Exponente 0)

. POTENCIA UNO

(Exponente 1)

. POTENCIA ENESIMA

POSITIVA (PEP)
NT ={2,3.4,..}

POTENCIA ENESIMA
NEGATIVA (PEN)

POTENCIA ENESIMA
FRACCIONARIA (PEF)

DEFINICION

La potencia cero (exponente 0) de un nimero real a,

distinto de cero, es igual a 1:
a° =1; a~0

La potencia uno (primera potencia) de un namero real

a, es igual al mismo ndmero sin el exponente:
al=a

La PEP, de un nimero real a es igual al producto de n

veces a; siendo n>1
an =a.a.a. .. a; a™R a n™N*
n veces

La PEN, de un nimero real a, distinto de cero, es igual
al inverso de la potencia con exponente positivo;

siendo n >0:
a‘n=1/an;a*0a n>0"N

La PEF, de un nimero real a positivo, es igual a la raiz
enésima de am siendo my n naturales mayores que 0

y primos entre si:

amih =Va»; g0 [al/lh=Va; a>0. m=1]

2.4.2. TEOREMAS DE LA POTENCIACION
Si: any bn, son potencias definidas en los reales con exponentes racionales:

NOMBRE

1. POTENCIA ENESIMA

3. POTENCIA ENESIMA
POSITIVA IMPAR

POSITIVA PAR

POTENCIA ENESIMA DEL
DEL PRODUCTO

POTENCIA ENESIMA DEL

COCIENTE

TEOREMA

La PEP par de base positiva @) O negativa (-) es

positiva: (a)" =x; n”"N* par

(-a)" =x; n~~N* par

La PEP impar de base positiva ¢® es positiva y de

base negativa (-) es negativa:
@" =x; n™N* impar
(-a)n = -x; n~N* impar

cada uno de los factores.
(a.by =anbn

enésimas; b * 0.
(a/b)" =anbn; b * 0

2.4.3. OPERACIONES DE LA POTENCIACION

Si: amy an, son potencias definidas en los nUmeros reales con exponentes racionales:

OPERACION TEOREMA
1. PRODUCTO DE De igual base:
POTENCIAS Se mantiene la base y se suman los exponentes:
aman = anm
2. COCIENTE DE De igual base:
POTENCIAS Se mantiene la base y se restan los exponentes:
aman =anin; a * 0
3. POTENCIA DE Se mantiene la base y se multiplican los exponentes:
POTENCIA (amn = gd=**
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La potencia enésima del producto de nimeros reales
es igual al producto de las potencias enésimas de

La potencia enésima del cociente (division) de
nameros reales, es igual al cociente de las potencias

p<=Za qeZ, q£0}:

EJEMPLO
3 =1
(-3/4)° =1
Me° =1
-31=-3
(-2/3)1=-2/3
(-73)1=-75
(-3/2)* =
(-3/2X-3/2)
(-T5)2=
(-V3X-V5)
2:3=1/23
(3/4)-2=
1/(3/4)2
(72)'3=1/(V2)3

41 =okr =8

5? =75 =
2,236...

EJEMPLO
(1/75)2=1/3
(2/T5)2=4/3
(-2/T3)2=4/3
(-T2/4)2=1/8
(2/3)3=8/27
(3/1)3=27/u3
Cw/3)3=n¥27
(-3/2)3=-27/8

(0/5.3/6)2 =
(i/5)2 (3/6)2

(6/5-i-3/2)2=
(6/5)2- (3/2)2

EJEMPLO
(=it/2)2 (-u/2)3=
(-1T/2)28=(-TT/2)S

(-1/3)V(-1/3)6=
(-1/3)46 (-1/3)2

[(-2/5)3]2=
(-2/5)3=F-2/5)6
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ANEXO 3. RADICACION

3.1. NATURALES

3.1.1. DEFINICIONES BASICAS

5i a es un numero natural, y n es natural mayor que uno (conjunto representado por N*):

EXPRESION
1. RAiZ ENESIMA

EXACTA
* =£234,.}

2. RAIZ ENESIMA DE 1

3. RAIZ y POTENCIA
ENESIMA:

3.1.2.

DEFINICION

La raiz enésima exacta de un numero natural llamado
radicando, es otro natural tal que, elevado a la potencia
enésima, es igual al mismo radicando.

3a: Va =x = X" =a; n™"N*

La raiz enésima de les igual a -

Vi =l
La raiz y potencia enésima de un mismo ndmero natural, se
simplifican:

VE* = (V5)n =a

TEOREMAS DE LA RADICACION

EJEMPLO
Vil =2 23=a
V2 =i.en N
VT =I
V?--2

Si: "/ay Vb, son ra\ces definidas en los nimeros naturales con indice, n, natural mayor que uno (N*):

NOMBRE
1. RAIZ ENESIMA DEL
PRODUCTO

2. RAIZ ENESIMA DEL
COCIENTE EXACTO

3.2. ENTEROS

3.2.1.

TEOREMA
La raiz enésima de un producto de nimeros naturales es
igual al producto de la raiz enésima de cada factor,
siempre que estén definidas.

3a,b: Va*b =Va * Vb
La raiz enésima del cociente exacto (division exacta),
de nlmeros naturales, es igual al cociente de las
potencias enésimas, dividendo y divisor; siempre que
estén definidas; b * 0:

3a,b: Va/b =Va / Vb; b N0

DEFINICIONES BASICAS

EJEMPLO

V4-25 =V4-V25
10 =10

V275 =3, en N

VI6-4=Vi6 *i/4
2=2

V175 =3,en N

Si a es un nimero entero, y n es natural mayor que uno (conjunto representado por N*), se tiene:

EXPRESION

1. RAIZ ENESIMA
EXACTA
N* ={2,3,4,...}

2. RAIZ ENESIMA DE 1

3. RAIZ y POTENCIA
ENESIMA:
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DEFINICION
La raiz enésima exacta de un numero entero llamado
radicando, es otro entero que, elevado a la potencia
enésima, es igual al mismo radicando.

3a: Va =x =Xx" =a; n™N*
La raiz enésima de 1es igual a 1

VT =1
La raiz y potencia enésima, de un mismo nimero entero, se
simplifican:

va" =(Va)" =a; neN* impar
Va" = (Va)° =a; a>0 An™N* par

Otros 161

EJEMPLO
Exacta

VI =2—23=8
Inexacta

V2 =3.enZ

VI =1
y?=2
\f-2% =-2
V?=2
2F =3
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3.2.2. TEOREMAS DE LA RADICACION

Si: Va y Vb, son raices definidas en los nimeros enteros con indice, n, natural mayor que uno (N*):

NOMBRE

1. RAIZ ENESIMA
PAR EXACTA
N* ={2,3,4,...}
Tiene 3 posibilidades:

2. RAIZ ENESIMA

IMPAR EXACTA

* ={2,3,4,.}
Tiene 3 posibilidades:

3. RAIZ ENESIMA
DEL PRODUCTO

4. RAIZ ENESIMA
DEL COCIENTE
EXACTO

3.3. RACIONALES

3.3.1.

TEOREMA

1 Radicando positivo (#): tiene dos raices opuestas.
3a: Va =xx; a>0 a neN* par
Inexacta: v3 =3 enZ

2. Radicando igual a 0: tiene una raiz, el 0.
VO =0; n™N* par

3. Radicando negativo (-): no tiene ra\ces en Z.
Va =3; n~N* par

1 Radicando positivo (#): tiene una raiz positiva
3a: Va =¢x;a>0a n~N* impar
Inexacta: V7 =3, enZ

2. Radicando igual a 0: tiene una raiz, el 0

VO =0 ; n*N* impar
3. Radicando negativo (-): tiene una raiz negativa.
3-a: V-a =-X; a> 0 a nefsT impar
Inexacta: 15 =3.enZ

La raiz enésima de un producto es igual al producto de la

raiz enésima de cada factor (definidas en Z):
3a,b: va.b =Va . Vb

La raiz enésima de la division exacta es igual al cociente
de las raices enésimas (definidas en Z), dividendo y
divisor; b * 0.

3a,b: Va/b

=Va /Vb :btO

DEFINICIONES BASICAS

EJEMPLO
Exacta
V25=i5~
(£5)2=25
Vo= 0 —
(©0)2=0
V4 =3,enZ

V8 =2 ~ 7Z3- 8

au
Il
e}

VA8 = 2% *(-2)3=-8

74*%25=74*725

v2*5 =3, enZ

716/4= 716 A/4

W3/7 =3.enZ

Si @es un NUMENO racional, y nes natural mayor gue U0 (conjunto representado por N*):

EXPRESION

1. RAiZ ENESIMA
EXACTA.
N* ={2,3,4....}

2. RAiZ ENESIMA DE 1

3. RAIZ y POTENCIA
ENESIMA:

DEFINICION

La raiz enésima exacta de un numero racional a. llamado
radicando es otro racional "x", tal que, elevado a la

potencia enésima, es igual al mismo radicando.
3a:Va=x ox"=a:neN™*
Inexacta: %2/5 =3, enQ

La raiz enésima de les iqual al: VT =1

La raiz enésima y potencia enésima, de un mismo ndmero

racional a. se simplifican:

Va" = (Va)° =a; n™N* impar

Van = (Va)" =o; a £0 An~"N* par

EJEMPLO
Exacta
V8/27 =2/3 «
(2/3)3=8/27

Vi =1
31
Jdl?=21/5
\ (-3 =-2/5
2
_(N2=2/5
2

_(§)*:3

Observacion: la raiz de un nimero racional no siempre es posible, s6lo ocurre cuando la raiz enésima es

exacta (definicidon 1). Por ejemplo: 74/25 =+2/5

(+2/5)2 =4/25. La raiz =>/2/25 no es posible en los

numeros racionales porque no existe ningln nidmero que elevado a la potencia 2 de 2/25. Del mismo modo,

la raiz de 74/3; no es posible porque no existe ningn nimero racional que elevado al cuadrado de 4/3.
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3.3.2. TEOREMAS DE LA RADICACION

Si: \a y Vb, son raices definidos en los nimeros racionales con indice n, natural mayor que uno (N*):

NOMBRE

1. RAIZ ENESIMA
PAR EXACTA
NT = {2,3,4,..}
Tiene 3 posibilidades:

2. RAIZ ENESIMA
IMPAR EXACTA

Tiene 3 posibilidades:

3. RAIZ ENESIMA
DEL PRODUCTO

4. RAIZ ENESIMA
DEL COCIENTE.

3.4. REALES

3.4.1.

TEOREMA
1 Radicando positivo (¢): tiene dos raices opuestas.
3a:va=ix; a> 0 an~ N* par
Inexacta: v3/5 =2. enQ
2. Radicando igual a O: tiene una raiz, el 0
VO = 0; n™N* par
3. Radicando negativo (-): no tiene raices en Q.
V=H = 2; n~N* par (no tiene solucién en Q)
1 Radicando positivo («): tiene una raiz positiva
3a: Va = #x;a> 0 a ne N* impar
Inexacta: v 5/27-2,enQ
2. Radicando igual a 0: tiene una raiz, el 0
VO =0; n”N* impar
3. Radicando negativo (-): tiene una raiz negativa.
3-a: V-4 = -x; a> 0 a n~N* impar
Inexacta: 7-5/27 - 2,en Q

La raiz enésima del producto es igual al producto de la raiz
enésima de cada factor (definidas en Q):

3a,b: Va.b = Va . Vb

Inexacta: V(2/9)(5/6) = 2,en Q
La raiz enésima del cociente, de nimeros racionales, es
igual al cociente de las rafces enésimas (definidas en Q),
dividendo y divisor; b+ 0.

3a,b:Va/b -Va ;s Vb . b~0

Inexacta: v(2/9)/(5/6) = 2.enQ

DEFINICIONES BASICAS

EJEMPLO
Exacta
74/25- £2/5
(i2/5)2= 4/25
yl'o- 0~
©0)2-0

7-4/25 = 3,en Q
Exacta

78/27 = 2/3 ..
(2/3)3- 8/27

Vo =0

Exacta
7-8/125- -2/5 <«
(-2/5)3- -8/125
Exacta
7(4/9)(25/36) =
74/9~. 725/36 =
(3/2)(4/5)
Exacta
V9/4-16/25 =
v9/4 /V16/25 -
3/2 + 4/5

Si a es un ndmero real, ¥ n €S natural mayor que uno (conjunto representado por N*):

EXPRESION

DEFINICION

EJEMPLO

1. RAIZ ENESIMA
EXACTA
N* ={2,3,4,..}

2. RAIZ ENESIMA DE 1
(indice n. exponente m)

3. RAIZ y POTENCIA
ENESIMA:

4. RAIZ ENESIMA
INEXACTA
N* ={2,3,4,..}

5. RAIZ ENESIMA DE
UNA POTENCIA (anm)

La raiz enésima exacta de un ndmero real a, llamado
radicando es otro ndmero real V , tal que, elevado a la
potencia enésima, es igual al mismo radicando.

3a: Va =x X" =a; n™N*
La raiz enésima de 1 es igual a 1, siendo: my n naturales
mayores que L VI® =1 ¢ VT =1
La raiz y potencia enésima de un mismo ndmero real, se
simplifican:

Va" =(Va)" =a; a £0 a n™N* par

va" =(Va)” - a:
La raiz enésima no exacta de un nimero real a. mayor que
0, es igual al7'; n natural mayor que 1

Va =al/n; a> 0 An€=N*

V-a =-al/n; a> 0 AneN* impar

n€N* impar

La raiz enésima de una potencia (am). siendo: a mayor que
0, ny mnaturales mayores que 1,y primos entre si, es igual
a Va* =anm/n= (Va)m a> 0 a n™N*
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78/27 1 2/3 -
(2/3)3=8/27

v?=i

(V2/5)2=2/5
(7™ )2=3,enR
(72/5 )3=2/5
(7175 )3=-2/5

VFs 213=
1,25992...
VT =-1,259.-

77 =223 )2
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3.4.2. TEOREMAS DE LA RADICACION

Si: Va y Vb, son raices definidas en los nimeros reales con indice, n, natural mayor que uno (N*):

NOMBRE

1. RAIZ ENESIMA
PAR
(Exacta o inexacta)
Tiene 3 posibilidades:

N* ={2,3.4, .}

2. RAIZ ENESIMA
IMPAR
(Exacta o inexacta)
Tiene 3 posibilidades:

3. RAIZ ENESIMA
DEL PRODUCTO

4. RAIZ ENESIMA
DEL COCIENTE.

Observaciones:

TEOREMA
1 Radicando positivo (¢):
Tiene dos raices opuestas.

Va =+x; a >0 a ne N* par

2. Radicando igual a 0:
Tiene una raiz, el 0

VO =0 ; neN™* par
3. Radicando negativo (-):
No tiene raices en R.

v=5 =3; n"N* par
1 Radicando positivo (@
Tiene una raiz positiva

Va =«-Xx;a >0 a N* impar

2. Radicando igual a 0:
Tiene una raiz, el 0

VO =0 ; n*N* impar

3. Radicando negativo (-):

Tiene una raiz negativa.
V-a =-x;a >0 a n€ N* impar

La raiz enésima de un producto es igual
al producto de la raiz enésima de cada
factor (definidas en R):

3a,b: yja.b =Va . Vb
La raiz enésima de la division es igual al
cociente de las raices enésimas
(definidas en R); b * 0.

3a,b: valb =val/ VB :b *0

EJEMPLO

Exacta:

74/25 - *2/5 ~ (£2/5)2=4/25
Inexacta:
72/25 =x72/5 (£72/5)2=2/25

75= 0 ~ (0)2=0

Exacta:

7-4/25 =5 enR
Inexacta:
7-2/25 =?.enR
Exacta:

78/27= 2/3 <»
(2/3  8/27
Inexacta:

75/27 =V5/3*- (V5/3)5=5/27
(T\/B=C> - O o

Exacta

7-8/125= -2/5 ~ (-2/5)3=-8/125
Inexacta:
7-5/27 =-75/3 -
Exacta
7(4/9)(25/36) =7479". 725/36 =5/9
Inexacta

7(2/9)(5/6) =7279". 725/36 =572/18
7-4/9.5/36.3 enR

Exacta:

79/4-16/25 =79/4 /716/25 =5/4
Inexacta:

7(2/3)/(5/6) =7273 /7576 = 2/75

(-V5/3)3=-5/72

La raiz de un numero: N, Z o Q; no siempre es posible, solo ocurre cuando la raiz es exacta.

En N, Z, Q, 1 y R se observa que:

1 Para las raices con indice par se tiene: radicando positivo tiene dos raices (¢)y radicando negativo
no tiene solucién.

2. Para indice impar: radicando positivo tiene una sola raiz (+) y radicando negativo tiene una sola
raiz (-).

3. La raiz n-ésima de un nUumero irracional se puede expresar mediante un nimero decimal con
infinitas cifras no periédicas, mediante una expresién aproximada.
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ANEXO 4. RADICALES

Los potencias de exponente fraccionario se pueden definir mediante la raiz principal de la base, es decir:
a™n _ n™m en donde R frQCCién m/n se supone simplificada, n positivo y se excluye el caso en que n es
par y a negativo. En el célculo con raices, es preferible la representacion mediante exponentes
fraccionarios. En casos mas sencillos es frecuente la representacion por radicales. Las propiedades de
los radicales son consecuencia inmediata de las propiedades de los exponentes y tienen, por consiguiente,
los mismos casos de excepcién. En los siguientes casos las letras my p representan enteros cualesquiera
y las letras n, gy k enteros positivos:

2. VabVa? = "Va™™ 3. 75/ 75 ="yfalb

1 7a75=Tab

4. "Va5" =75* 5. (75 )m = 7™ 6. N75* =™
ANEXO 5. TEOREMAS BASICOS DE LOS REALES

1 .1GUALDAD

TEOREMA  NOMBRE FORMA SIMBOLICA
1 Cancelativo (términos positivos) a+c=b+c <=a=b
2 Cancelativo (términos negativos) a-c=b-c <= a=b
3 Cancelativo (factores) ac =bc o a=b
4 Cancelativo (divisores) a/c = b/c <sa=b;c*0
5 Transposicién de términos (¢) a+b=0oa:-b a+b=coa =c-b
6 Transposicion de términos (-) a-b=0 oa =b a-b=c oa=c +b
7 Transposicion de factores ab=10 a=1/b;b* 0 a.b=co a=c/b;b*0
8 Transposicion de divisores a/b=10 a: b;bi O a/b =co a=cb;b”™0
9 Cambio de signos -a =-b<=a=>b

I. DESIGUALDAD

TEOREMA NOMBRE FORMA SIMBOLICA
1 Cancelativo (términos positivos) amc>bec o a>b
2 Cancelativo (términos negativos) a-c>b-c o a=>b
3 Cancelativo (factores positivos) a.c >b.co a>b; c >0
4 Cancelativo (factores negativos) a.c>b.co a<bh;c<O0
5 Transposicion de términos positivos a+b>0<==>a>=>-b a+b>coa=>c-b
6 Transposicién de términos negativos a-b>0 o a=>b a-b> o a=c+b
7 Transposicion de factores positivos ab >l <=a>1/b; b>0 ab>co a=>c/b; b>0
8 Transposicion de factores negativos ab >lo a<1/b; b<O ab>co0 a<c/b; b<O
9 Transposicion de divisores positivos a’/b >loo>b; b>0 a/b >co a=>c.b; b>0
10 Transposicién de divisores negativos a/b>1lo a<b; b<0 a/b >co0 a<ch; b<O
11 Cambio de signos -a>-bo a<b

3. DISTRIBUTIVO /7 UNIFORMIDAD

TEOREMA

NOMBRE FORMA SIMBOLICA
1 Distributivo por la derecha (a¢ b).c =a.c +b.c
2 Distributivo para la diferencia a.(b -c) =ab - ac
3 Supresion de paréntesis precedido de signo ¢ (a+b)=aeb
4 Supresion de paréntesis precedido de signo - -(a+b)=-a-b
5 Uniformidad para la suma de igualdades a=b a c-d z=at+c=b+d
6 Uniformidad para el producto de igualdades a=ba c=d =ac=bd
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ANEXO

6. SISTEMA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Los nimeros complejos son una extensidon de los nimeros reales, por lo mismo se cumplen los siguientes
axiomas:
ADICION (-).U =C. Yzi, 22.Sz3 MULTIPLICACION (x). U =C. Vzi, Zz. Sz3
CLAUSURATTVO (S¢ Zl ¢+ z22=23=>273 ~C CLAUSURATTVO (Sc) 2zl *z2=23=>23 ec
CONMUTATIVO Zl ¢+ 22 =22+ CONMUTATIVO ZI =72 =22 *2|

Zl ¢ Zz) ¢ 73 = i e e23 =
ASOCIATIVO ¢ ) ASOCIATIVO =z =2

ZIl ¢ (Zz ¢ Zj) Zi ®(2z = 23)
MODULATIVO. s@9 (0.0)¢+ (x.y) =(x.y) MODULATIVO. S@0 3T x© = x
INVERTIVO (3-0 z+(-z) = (0.0); z*(0.0) INVERTIVO 3<z-i) z = (z *) =(1.0); z*(0.0).
DEF. DE RESTA Zi-22=2zi+ (-22) DEF. DE DIVISION  zi-z2=21-72% zz *0

Observacion: Los numeros complejos poseen uno y solo un inverso aditivo e inverso multiplicativo

(reciproco): z 1=[x/(x2+y2), -y/(x2+¢ y2)]: (x2+y2) * 0. La multiplicacion es distributiva respecto de la suma

IDISTR

Ademas:

IBUTIVO: Zi = (z2+2Q =(zZi »zz) +(zi »z39 RECOLECTIVO: (Zi =2zz) - (Zi =zi) =zi» (zz + 23

1 Todo numero real es elemento de C.

2. La suma de dos nimeros reales en C es la misma que en el sistema de los reales.

3. El producto de dos nameros reales en C es el mismo que en el sistema de los reales.

4. El médulo de la suma en C es el O de los reales.

5. El médulo de la multiplicaciéon en C es el 1de los reales.

6. El conjunto C contiene un elemento especial i (unidad imaginaria) que tiene la propiedad:
i. i=i2=-1

Observaciones:

La relacion de orden de los nimeros reales no es aplicable a los nimeros complejos, es decir, no
tiene sentido hablar de que un nimero complejo es mayor o menor que otro. En consecuencia, no
se puede asignar un signo a un niumero complejo dado. Pero, aclaramos, si existe el negativo de un
nuamero complejo (axioma jnvertivo de la suma).

El teorema de los nimeros reales: Va Vb =Vab; a >0 a b >0, no es valida para los nimeros
imaginarios. Porque: V-QV i ~V(a)(b) sino a Vab. El resultado correcto se obtiene de la
siguiente forma: V-aV i = Vaj Vbj =i2vab = - Vab. Para evitar este error se escriben los
numeros complejos en la forma a +bj, se realizan las operaciones con i como si fuera un literal y
al final se reemplaza la potencia de i, considerando:

R 5 B=i*i=j 9. 9= 14
2. jz=-I 6. i6=i\ jz=-1 10. iio=i4 i4
3. i3=i2,= 7. &= = 1 "=i4i4
4. 4=i2 2=1 8. 8=i4ia=1 / 12. jiz=i4 i4

Observacién: Los valores de las potencias de i se repiten en periodos de 4 en 4.
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ANEXO 7. ISOMORFISMO NUMEROS COMPLEJOS - VECTORES

De la misma manera que dos nimeros complejos son iguales si y solo si la parte real e imaginaria son las
mismas, dos vectores en el plano son jguales si y solo si sus componentes x e y son las mismas. La
representacion geométrica de los niumeros complejos, generalmente, es la misma que se usa para los
vectores en el plano.

Adicionalmente, los nimeros complejos se suman (forma rectangular) de la misma manera que los vectores
y se representan geométricamente de la misma manera (método del paralelogramo o del poligono).

La multiplicaciéon de un nimero complejo por un nimero real, definido por:
(xi ¢ jyD)(x2+jy2) =(xix2-yjy2) ¢ j(xiy2 mx i), donde yi =0 es:
Xi(x2¢ iy2) = (xix2) ¢ j(xiy2)

Misma que, corresponde, exactamente a la multiplicacion de un vector por un escalar. Es decir:
multiplicando cada ‘componente” por el factor real.

Por lo mismo, se puede decir que existe una cierta ‘igualdad” entre estos dos topicos. Cuando dos sistemas
matematicos son los mismos, en este sentido, se dice que existe un isomorfismo. La palabra ‘ isomorfismo"
tiene dos raices griegos, ‘iso" que significa ‘igual” y ‘ morphos" denota ‘ forma".

Es importante recalcar que el isomorfismo es entre partes de estos dos topicos. La teoria de los nUmeros
complejos y la teoria de vectores en el plano, tienen la misma forma solamente cuando se restringe el
analisis de la relaciéon de igualdad, a la operacién adicion, y multiplicaciéon por un numero real (Producto
escalar en el sistema vectorial).

El isomorfismo como ‘analogia” no es necesariamente una ‘ igualdad™ completa. El sistema de los vectores
en el plano y el de los numeros complejos tienen diferencias importantes, por ejemplo: la multiplicaciéon
de dos nimeros complejos y la de dos vectores:2

1. El producto de dos nimeros complejos es un nimero complejo (axioma clausurativo) mientras que
el producto de dos vectores en el plano no es un vector en el plano (no es clausurativo).

2. El producto interno de dos vectores no es un vector es un escalar.
3. La multiplicacién de nameros complejos es asociativa y en el caso de los vectores no lo es.

Los dos sistemas difieren adicionalmente en el sentido de que los ‘vectores" pueden ser extendidos en
el espacio de tres o mas dimensiones.

ANEXO 8. FORMA EXPONENCIAL DE UN NUMERO COMPLEJO
Un namero complejo se puede denotar en forma exponencial mediante la férmula de Euler:
elD=eos O @isen O

Si. z =eos 0 ¢ i sen 0, es un nimero complejo donde r es su médulo y O su argumento, entonces mediante
la aplicacion de la férmula de Euler se tiene.

z=eos0+isen 0 =re'0

El estudio de la forma exponencial corresponde a niveles que superan los propésitos del presente texto.

Msc. Paco Bastidas Romo <§ Otros 167 Anexos



ANEXO 9. OPERACIONES CON NUMEROS DECIMALES
A continuacién, se enuncian algunas reglas practicas para operar con nimeros decimales

1 Para sumar dos o0 mas niumeros decimales se colocan uno debajo de otro, de tal forma que la coma
quede en la misma columna. Luego se suman como si fueran nimeros enteros (ley de signos).

Resolver: 234,125 +32,94

N
o w w O
N N N C
o M N O
o o ua 3

Observacion: Si en alguna posicion, de la parte decimal, faltan cifras complete con el O.
Resolver: Se suman los valores absolutos y al resultado se antepone el signo menos:

Es decir: -234,105 +(-32,94) =-267,065.

2. Pararestar dos o mas nimeros decimales se colocan uno debajo de otro, de tal forma que la coma
quede en la misma columna. Luego se resta como si fueran numeros enteros.

Resolver: 234,105 - 32,94.

C D U d c m
273 : 1 0 5

3 2 9 A
2 0 .1 .1 6 5

Observacion: Si en el minuendo hay un O, se debe restar de 10. Si la cifra del minuendo es menor
que la cifra del sustraendo, se suma diez a la cifra del minuendo y esa misma cantidad se resta
de lacifra del siguiente sustraendo.

Resolver: 32,94 - 234,105. Se resta el valor absoluto del minuendo del sustraendo, y al resultado
se antepone el signo del nimero que tiene mayor valor absoluto.

Es decir: 32,94 - 234,105 =-201,165.

3. Para multiplicar dos o mas nimeros decimales se multiplican como si fueran nimeros enteros y
luego se separan, en el producto, tantas cifras decimales como la suma de las cifras decimales de
los factores; empezando por la derecha.
Resolver: 14,12 x 2,3

14

N oo A
N pWN R
o

2
2
4

w N

La suma de las cifras decimales es 3 por lo tanto la respuesta es: 32,476

Observacion: Si en el producto no hay cifras suficientes para poner la coma, aumente los ceros
que fueran necesarios, a la izquierda del resultado. Ejemplo: 0,012 x 0,4 =0,0048.

Resolver: (-14,12) x 2,3. Se procede como en el ejemplo anterior y al producto se antepone el
signo menos (ley de sinos). (-14,12) x 2,3 =-32,476.
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4. Para dividir un nimero decimal para otro se multiplican, el dividendo y el divisor, por la unidad
seguida de ceros (10, 100, entre otros) como decimales tenga el dividendo o el divisor, para
eliminar los decimales, y luego se divide como en los nUmeros racionales.

Resolver: 141,2 +2,3

4 1 212 3 Dividendo y divisor
3 8 6 1, 3 9 tienen un decimal.
3 2 multiplicamos por
2 3 10, al dividendo y
9 0 al divisor.
6 9
2 1 0
2 0 7

Observacion: Cuando el dividendo es 9 se multiplica por 10, 90, y se pone la coma en el cociente.
El resto es 0,03 porque se multiplicé por 10 dos veces. Por el algoritmo de la divisidon se tiene:
1412 =23x61,39 ¢ 0,03.

Resolver: 141 + 2,3
14 10 12 3
6 1L 3 O El divisor tiene un
decimal, multiplicamos
por 10, al dividendo y
al divisor.

o N w o

(IS o (@]

Observacion: Cuando el dividendo es 7 se multiplica por 10 y se pone la coma en el cociente. El
resto es 0,1 porque se multiplicd una sola vez por 10. Luego, por el algoritmo de la division se
tiene: 1410 =23x61,30 +0,1.

Resolver: 141 +3g El dividendo y el divisor

1 12 . .
no tienen cifras
1.3 8 ! 3 decimales, entonces se
3.0 divide como en los
2 3 racionales.
7 0
6 9

Observacion: Cuando el dividendo es 3 se multiplica por 10 y se pone la coma en el cociente. El
resto es 0,01 porque se multiplicé por 10 dos veces. Luego, por el algoritmo de la divisiéon se tiene:
141 =23x6,13 +0,01.

5. Para hallar la potencia de un nimero decimal se opera la base como un entero (sin decimales),
luego si el numero decimal tiene m decimales y el exponente es n, tendrd mxn decimales.

Resolver: (2,5)3 (25)3 =(25)(25)(25) =15625 (2,5)3=15,625

Observacion: El numero tiene 1decimal y el exponente es 3 entonces el nimero tiene 3 decimales.
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