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.nas palabras de los autores

jBienvenido a la novena edicién de Cdlculo! Nos enorgullece ofrecerle una nueva version
revisada de nuestro libro de texto. Mucho ha cambiado desde que escribimos la primera
edicion hace mas de 35 afios. En cada edicion los hemos escuchado a ustedes, esto es,
nuestros usuarios, y hemos incorporado muchas de sus sugerencias para mejorar el libro.

A lo largo de los afios, nuestro objetivo ha sido siempre escribir con precision y de
manera legible conceptos fundamentales del calculo, claramente definidos y demostrados.
Al escribir para estudiantes, nos hemos esforzado en ofrecer caracteristicas y materiales que
desarrollen las habilidades de todos los tipos de estudiantes. En cuanto a los profesores, nos
enfocamos en proporcionar un instrumento de ensefianza amplio que emplea técnicas pe-
dagdgicas probadas, y les damos libertad para que usen en forma mads eficiente el tiempo
en el salon de clase.

También hemos agregado en esta edicién una nueva caracteristica denominada ejercicios
Para discusion. Estos problemas conceptuales sintetizan los aspectos clave y proporcionan
alos estudiantes mejor comprension de cada uno de los conceptos de seccion. Los ejercicios
Para discusion son excelentes para esa actividad en el salén de clase o en la preparacién de
examenes, y a los profesores puede resultarles valioso integrar estos problemas dentro de su
repaso de la seccion. Estas y otras nuevas caracteristicas se unen a nuestra pedagogia pro-
bada en el tiempo, con la meta de permitir a los estudiantes y profesores hacer el mejor uso
del libro.

Esperamos que disfrute la novena edicion de Cdlculo. Como siempre, serdn bienveni-
dos los comentarios y sugerencias para continuar mejorando la obra.

. B Wb

Ron Larson Bruce H. Edwards

ix
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.aracterl'sticas

Herramientas pedagogicas

iNUEVO! Los ejercicios para discusion que aparecen
ahora en cada seccion sintetizan los conceptos
principales de cada una y muestran a los estudiantes
c6mo se relacionan los temas. A menudo constituyen
problemas de varias partes que contienen aspectos
conceptuales y no computacionales, y que pueden
utilizarse en discusiones de clase o en la preparacion
de exdmenes.

—GARARISCISIONY)

72.

Desarrollo de conceptos

11. Considerar la longitud de la gréfica de fix) = 5/x, desde
(1, 5) hasta (5, 1):

¥
(1,5)

— oW e,
[CRRT I YA

5.1
14

——t—+—1—

ﬂ 12 3 45

Estimar la longitud de la curva mediante el calculo de

la distancia entre sus extremos, como se muestra en la

primera figura.

b) Estimar la longitud de la curva mediante el calculo de
las longitudes de los cuatro segmentos de recta, como
se muestra en la segunda figura.

¢) Describir cémo se podria continuar con este proceso
a fin de obtener una aproximacion mas exacta de la
longitud de la curva.

a

Utilizar la grafica para responder a las siguientes pre-
guntas.

a) (Entre qué par de puntos consecutivos es mayor la razén
de cambio promedio de la funcién?

b) (Larazén de cambio promediode f entre A y B es mayor
o menor que el la razon de cambio instantdneo en B?

¢) Trazar una recta tangente a la gréfica entre los puntos
Cy D cuya pendiente sea igual a la razén de cambio
promedio de la funcién entre C'y D.

DESARROLLO DE CONCEPTOS )

Los ejercicios de desarrollo de conceptos son preguntas
disefiadas para evaluar la comprensién de los estudian-
tes en torno a los conceptos bdsicos de cada seccion.
Estos ejercicios animan a los estudiantes a verbalizar y
escribir respuestas, lo que promueve habilidades de
comunicacion técnica que serdn invaluables en sus
futuras carreras.

— AYUDAS DE ESTUDIO )

Cuando se use la
definici6n para encontrar la derivada de
una funcién, la clave consiste en volver
a expresar el cociente incremental

Las ayudas de estudio distinguen errores comunes, indican casos especiales (0 cociente de diferencias), de manera
° 2 2 g que Ax no aparezca ¢ -
que pueden proyocar confuswn,.y amp'han a cop?eptos 1mp0r.tar.1tes. Estas due o b 1 cjemplo 3 tam-
ayudas proporcionan a los estudiantes informacién puntual, similar a los bién se puede resolver sin hacer uso de
o la regla de la cadena, si se observa que
comentarios del profesor en clase.

+3x' 4+ 32 + 1
Tener en cuenta

EJEMPLO | Levantamiento de un objeto

Determinar el trabajo realizado al levantar un objeto de 50 libras a 4 pies.

Solucién La magnitud de la fuerza requerida F es el peso del objeto, como se muestra en
la figura 7.48. Asi, el trabajo realizado al levantar el objeto 4 pies es

W =FD Trabajo = (fuerza)(distancia).
= 50(4) Fuerza = 50 libras, distancia = 4 pies.
= 200 libras-pies.

que se puede comprobar la respuesta de
un problema de integracion al derivar la

EJEMPLOS )

A lo largo del texto, se trabajan ejemplos paso a
paso, que muestran los procedimientos y técnicas
para resolver problemas, y dan a los estudiantes
una comprension amplia de los conceptos del
calculo.




— EJERCICIOS )

La préctica hace al maestro. Los ejercicios
son con frecuencia el primer lugar que
consultan los estudiantes en un libro de
texto. Los autores han dedicado mucho
tiempo analizdndolos y revisandolos; el
resultado es un completo y sélido conjunto s
de ejercicios de diferentes tipos y niveles de
dificultad al final de cada seccion para
considerar todos los estilos de aprendizaje

de los estudiantes.

Caracteristicas xiii

En los ¢j

Iml Ejercicios

os 1y 2, utilizar el ejemplo 1 como modelo para
evaluar el limite

sobre Ia regién delimitada por las grificas de las ecuaciones.

L= Vx

encia: Sea ¢, = 3i/n)

En los ejercicios 13 a 22, formular una integral definida que pro-
duce el drea de la region. (No evaluar la integral.)

13. flx) =5 4. flx)=6-3

s 6

—
4

63.  Ciclo respiratorio  El volumen Ven litros de aire en los pulmo-

y=0, x=0, x=3

2 fl)
(Sugerencia: Sea ¢, = i¥n’)

Y, y=0, x=0, x=1

En los ejercicios 3 a 8, evaluar la integral definida mediante la
definicién de limite.
o [

3 fxu\
6. fm'm

5. J’ X dx
7. [’nw ) d 8. f (222 +3) dx

1

— APLICACIONES )

“¢Cudando usaré esto?”, los autores tratan de responder esta
pregunta de los estudiantes con ejercicios y ejemplos que se
seleccionaron con todo cuidado. Las aplicaciones se toman de
diversas fuentes: eventos actuales, datos de trabajo, tendencias
industriales, y se relacionan con una amplia gama de intereses.
Entender dénde se usa (o puede usarse) el cilculo fomenta una
comprension mas completa del material.

H: 64.

nes durante un ciclo respiratorio de cinco segundos se aproxima
medianteelmodelo V = 0.17297 + 0.15221> — 0.03741* donde
res el tiempo en segundos. Aproximar el volumen medio de aire
en los pulmones durante un ciclo.

Promedio deventas Una compaiiia ajusta un modelo a los datos
de ventas mensuales de un producto de temporada. El modelo es
al
6.
donde S son las ventas (en miles) y 7 es el tiempo en meses.

S0 =4+ 1.8+0.5>en< ) 0<r<24

a) Utilizar una herramienta de graficacién para representar
f(t) = 0.5 sen(mt/6) para 0 <t < 24. Emplear la gréfica
para explicar por qué el valor medio de f(¢) es cero sobre
el intervalo.

Recurrir a una herramienta de graficacion para representar
S(1) y la recta g(1) = 1/4 + 1.8 en la misma ventana de
observacion. Utilizar la gréfica y el resultado del apartado
a) para explicar por qué g recibe el nombre recta de ten-
dencia.

b,

Modelado matemdtico ~Se prueba un vehiculo experimental en
una pistarecta. Parte del reposo y su velocidad v (metros por segun-
do) se registra en la tabla cada 10 segundos durante un minuto.

| 0 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60

v| 0| 5 |21|40|62|78]83

a) Emplear una herramienta de graficacion para determinar un
modelo de la forma v = ar® + bi* + ¢t + d para los datos.

318 CAPITULO4  Integracién

Inl Ejercicios de repaso

En los ejercicios 1y 2, utilizar la grifica de f para dibujar una
grifica de f.

e

En los cjercicios 3 a 8, encontrar la integral indefinida.

3. J‘l-’hl +x+3)de

s f‘—ﬂd\
=

7. ftz‘ ~ 9senx) dr

8. I(Sws x — 2 sec? x) dx

e

. Encontrar la solucié

particular de la ecuacion diferencial
pasa por el punto (1, —2:

5

. Encontrar la solucion particular de la ecuacin diferencial
f(x) = 6(x = 1) cuya grfica pasa por el punto (2, 1) y es
tangente a la recta 3x — en ese punto.

P Campos de pendientes ~ En los ejercicios 11y 12 se da una ecuacién
diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos
soluciones aproximadas de la ecuacién diferencial en el campo
de pendiente, una de las cuales pase a través del punto indicado.
b) Utilizar la integracién para encontrar la solucidn particular de
Ia ecuacion diferencial y utilizar una herramienta de graficacion
para representar la solucién.

bogeis -y 2@

11
dx . dx

una distancia de 264 pies. Encontrar la distancia en la cual
a velocidad
. suponiendo la misma desaceleracion

omévil puede llegar al reposo a partir d
de 30 millas por he
constante.

15. Velocidad y aceleracion Se lanza una pelota hacia arriba
verticalmente desde el nivel del suelo con una velocidad inicial

de 96 pies por segundo.

@) (Cudnto tardar
(Cuil es la altura méxima?

b)  ¢Cuindo la velocidad de la pelota es la mitad de la velocidad

i

©) ¢Aquéalturaesti la pelota cuando su velocidad es Ia mitad

de la velocidad inicial?

16. Modelado matemtico L tabla muesira las veloci
millas por hora) de dos carros sobre una rampa de a

a pelota en alcanzar su aliura méxima?

EJERCICIOS DE REPASO )

Los ejercicios de repaso ubicados al final de cada capitulo
proporcionan a los estudiantes mas oportunidades para
practicar. Estos conjuntos de ejercicios constituyen una
revision completa de los conceptos del capitulo y son un
medio excelente para que los estudiantes preparen un examen.

carretera interestatal. El tiempo 1 estd en segundos.

tl o 5 [10]15]2025 |30

[0 257 16|29

|02 |38]s

60 | 64 ‘ 65 ‘

@) Reescribir la

velocidades en pies por segundo,

Usar las des de regresion de una herramient]

era ara encontrar los modelos cuadriticos par

datos en el apartado a).

¢) Aproximar la distancia recorrida por cada carro duranty
30 segundos. Explicar la diferencia en las distancias.

En los ejercicios 17 y 18, utilizar Ia notacidn sigma para esc:
la suma,

lml Solucién de problemas

1 Sealy) = [ Lixso
it
a) Encontrar L(1).
b) Encontrar L'(x) y L'(1).
P8 () Uiilizar una herramienta de graficaci6n para aproximar el va-
lor de x (hasta tres lugares decimales) para el cual L(x) =
d) Demostrar que L(x, x,) = L(x) + L(xy) para todos los
valores positivos de x, y x,

W2 st = f sen 12 dr.

) Utilizar una herramienta de graficacion para completar la

, abla
1. +
3(10) ‘.‘o‘l.o‘m‘w‘zu‘
3241y (3\(nt 1}
o .
( B G )
En los ejercicios 19 a 22, utilizar las propiedades de las sum| ‘ x ‘ 21 ‘ 25 ‘ 30 ‘ 40 ‘ 50 ‘
el teorema 4.2 para calcular las sumas. ‘ F( »‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
x
19. 2i 20, Y @i—1) 1 S
ol ot by SeaGly) = 5 Flx) :—f sen 12 dr. Utilizar una
o 2 - -2,
A 3@y 2. Y- herramienta de graficacén para completar la tabla y estimar
2. a @) la suma de los primeros die

pares positivos,
1 enteros positivos y ¢) 6 + 10 + 14 + 18 + -+ + 42

) la suma de los cubos de los prim|

24, Caleular cada suma parax, = 2,3, = —1, %, = 5, x, =|

‘\ ‘|9‘195‘|99 2(\1‘21‘

el [ [ [ [ ]

) Utilizar la definicion de la derivada para encontrar el valor
exacto del limite lim G(v).

En los ejercicios 3 y 4, ) escribir el drea bajo la grifica de la
funcién dada definida sobre el intervalo indicado como un limite.
Después b) caleular la suma del apartado @) y ¢) caleular el limite

Ey

*

. La aproximacién gaussiana de dos puntos para fes

. Galileo Galilei (1564-1642) enunci6 la siguiente proposicién

[irmas=sl5) (5

\
‘ploxumrf cos x dx. Encontrar
. !

Utilizar esta férmula
el error de la aproxim

a

g

1
Utilizar esta frmula para aproximar I dr.

1
11+

Probar que la aproximacién
exacta para todos los polinomios

ana de dos puntos es
rado 3 o menor.

fmedes d 6 que el drea de un arco parabdl igual
2 del producto de la base y la altura (ver la figura).

p————

) Graficar el arco parablico delimitado por y = 9 = 'y
el je x. Utilizar una integral apropiada para encontrar el
drea A

g

Encontrar la base y la altura del arco y verificar la férmula
de Arquimedes.

Demostrar la formula de Arquimedes para una pardbola
general.

relativa a los objetos en caida libre:

Eltiempo en cualquier espacio que se recorre por un cuerpo
acelerado uniformemente es igual al tiempo en el cual ese

mismo espacio se recorreria por el mismo cuerpo movién-

SOLUCION DE PROBLEMAS )

Estos conjuntos de ejercicios al final de cada capitulo prueban las habilidades
de los estudiantes con preguntas desafiantes que retan su pensamiento.




Xiv Caracteristicas

Calculos clasicos con relevancia contemporanea

— TEOREMAS )

se enuncian claramente y se
distinguen del resto del texto
por medio de recuadros para
tener una rapida referencia
visual. Las demostraciones
mds importantes muchas

apéndice.

Los teoremas proporcionan el
marco conceptual del cdlculo;

veces siguen al teorema, y se
proporcionan otras mas en un

TEOREMA 4.9 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F es una antiderivada de
f en el intervalo [a, b], entonces

J f(x) dx = F(b) — F(a).

DEFINICIONES

P 4 €0\ Al igual que con los
DEFINICION DE LONGITUD DE ARCO teoremas, las definiciones se
e, -] enuncian claramente
Sea la funcién dada por y = f(x) que represente una curva suave en el intervalo [a, b]. utilizando palabras sencillas
. \
La longitud del arco de fentre a y b es y precisas; también se
b ‘ separan del texto mediante
|
s = f V1 +[f(x)]*dx. | recuadros para tener una
“ rapida referencia visual.
Similarmente, para una curva suave dada por x = g(y), la longitud de arco de g entre
cydes \
|
d
s = f V1+ [g /(y)] 2 dy La regla de L"Hopital también puede aplicarse a los limites unilaterales, como se de-
c muestra en los ejemplos 6 y 7.
EJEMPLO 6 Forma indeterminada 0°

Encontrar 1im (sen x)*.
=0+

Solucién  Porque la sustitucion directa produce la forma indeterminada 0°, proceder como
se muestra abajo. Para empezar, asumir que el limite existe y es igual a y.

— PROCEDIMIENTOS )
y= ‘lilp‘ (sen x)* Forma indeterminada 0°.
Los procedlmlentos aparecen Iny = l"“i'}}‘ (sen x)*} Tomar un logaritmo natural de cada lado
separados del texto para brindar una = lim [In(sen )] Contimidad
referenCIa faCll. Estas hneas pI'OPOI" = ‘1331 [x In(sen x)] Forma indeterminada 0 - ().
cionan a los estudiantes instruccio- i 500 )
L = lim ———— Forma indeterminada —o=/=.
nes paso a paso que les ayudardn a =0 L
oo s cot x R
resolver problemas de manera rapida =l e Resla de LHopitl
. —y2
y eficiente. = Jim Forma indeterminada 0/0.
— NOTAS ) -2
= ‘IL?,’ Seci = Regla de L'Hopital.
Las notas proporcionan detalles adicionales acerca de los
teoremas, definiciones y ejemplos. Ofrecen una profundiza- Ahora, porque In y = 0, concluir que y = ¢® = 1,y se sigue que
cién adicional o generalizaciones importantes que los estu- lim (sen x)* = 1. -

diantes podrian omitir
involuntariamente. Al igual
que las ayudas de estudio,
las notas resultan invalua-
bles para los estudiantes.

Al aplicar la férmula para la longitud de arco a una curva, hay que asegurarse de que la
curva se recorra una sola vez en el intervalo de integracién. Por ejemplo, el circulo dado por
X = costyy = sent,recorre una sola vez el intervalo 0 < 7 < 277, pero recorre dos veces el inter-
valo 0 = ¢ < 4. |




Ampliar la experiencia del calculo

— ENTRADAS DE cAPiTULO)

del calculo en la vida.

Las entradas de capitulo proporcionan motivacion inicial
para el material que se abordard en el capitulo. Ademads de
los objetivos, en la entrada de cada capitulo un concepto
importante se relaciona con una aplicacién del mundo real.
Esto motiva a los estudiantes a que descubran la relevancia

Caracteristicas XV

Ecuaciones
diferenciales

diferentes tipos d
ciales, como las homog
primer orden
mente apli as reglas para resolver
s diferenciales en problemas

= Como g
d

rar un campo de

de una ecuacién
diferencial y encontrar una solucion
particular, (6.1)

® Como usar una funcién exponencial
para modelos de crecimiento y

Converso del teorema 4.4

condiciones?

EXPLORACION

4Es verdadero el converso del teorema 4.4 7 Esto es, si
una funcién es integrable, gtiene que ser continua? Explicar el razonamiento y pro-
porcionar ejemplos.

Describir las relaciones entre continuidad, derivabilidad e integrabilidad. ;Cudl
es la condicién mds fuerte? ; Cudl es la mds débil? ;Qué condiciones implican otras

— _EXPLORACIONES )

Las exploraciones proporcionan a los
estudiantes retos Unicos para estudiar
conceptos que no se han cubierto
formalmente. Les permiten aprender
mediante el descubrimiento e introdu-
cen temas relacionados con los que
estan estudiando en el momento. Al
explorar temas de esta manera, se
estimula a que los estudiantes piensen

de manera més amplia.

EXPLORACION

Suponer que se pide encontrar una
de las siguientes integrales. ¢Cudl
elegirfa? Explicar la respuesta.

a) J’\/X" +1ldx o
J‘){zx/)rX + Tdx

b) jmnm) sec2(3x) dx o

J’tan(ax) dx

decrecimiento. (6.2)

® Como usar el método de separacin
de variables para resolver ecuaciones
diferenciales. (6.3)

B Como resolver ecuaciones
diferenciales lineales de primer
ordeny la ecuaci6n diferencial de
Bernoulli. (6.4)

Segiin el tipo de bacteria, el tiempo que le toma duplicar su peso al cul-
tivo puede variar mucho, desde varios minutos hasta varios dias. ;C6mo
usaria ion di i latasa imi
peso del cultivo de una bacteria? (Vea la seccién 6.3, ejercicio 84.)

r DESAFIOS DEL EXAMEN PUTNAM )

Preparacién del examen Putnam

133. (Cul es mayor
(VT o (VaF )
donde n > 87

134. Demostrar que si x es positivo, entonces

1

1+x

or (141)5

tion. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

Estos problemas fueron preparados por el Commitiee on the Putnam Prize Competi-

Las preguntas del examen
Putnam aparecen en algunas
secciones y se toman de los
examenes Putnam reales.
Estos ejercicios extenderan
los limites del entendimiento
de los estudiantes en relacién
con el calculo y brindaran
desafios adicionales para
aquellos mas interesados.

— _PROYECTOS DE SECCION )

Los proyectos aparecen en algunas secciones y exploran a
mayor profundidad las aplicaciones relacionadas con los
temas que se estan estudiando. Proporcionan una forma
interesante y entretenida para que los estudiantes trabajen
e investiguen ideas de manera conjunta.

Una funci6n y = fix) es una solucion de una ecuacion diferencial, si la ecuacion se satisface cuando yy sus derivadas
se remplazan por fix) y sus derivadas. Una manera de resolver una ecuacion diferencial es mediante los campos de
pendientes, los cuales muestran la forma de todas las soluciones de una ecuacién diferencial. (Ver seccion 6.1)

NOTAS HISTORICAS Y BIOGRAFI'AS)—

Las notas histéricas proporcionan a los estudiantes
informacion sobre los fundamentos del calculo; las
biografias les ayudan a
sensibilizar y a ensefarles
acerca de las personas que
contribuyeron a la creacion
formal del célculo.

»

BLAISE PASCAL (1623-1662)

[SUMA DE LOS PRIMEROS CIEN ENTEROS.

tro de Carl Friedrich Gauss (1777-
idi6 a sus alumnos que sumaran
Jos enteros desde 1 hasta 100. Cuando
egresd con la respuesta correcta muy
empo después, el maestro no pudo
nirarle atonito. Lo siguiente fue lo

0 Gauss:
Pascal es bien conocido por sus
contribuciones a diversas dreas de las 2k 3100
matematicas y de la fisica, asi como por P9+ B+ -+ 1
suinfluencia con Leibniz Aunque buena 100 + 101 + -+ + 101
parte de su obra en calculo fue intuitiva y 101 _ 5050

carente del rigor exigible en las mateméticas
modernas, Pascal anticipd muchos generaliza por medio del teorema

resultados relevantes. nde

— 100(101) _
3= s

b

[ Frovecro e rmaswo]

Demostracién del teorema fundamental

Utilizar una herramienta de graficacion para representar la funcién b)  Utilizar las funciones de integracion de una herramienta de gra-
yi = sen’r en el intervalo 0 < 1 < 7. Sea F(x) la siguiente funcién ficacion para representar F.
dex. ) Emplear las funciones de derivacion de una herramienta de gra-

. ficacion para hacer la grfica de F'(x). ;C6mo se relaciona esta
Fo) = | sen?rdr o P N
o grdfica con la gréfica de la parte b)
@) Completar la tabla. Explicar por qué los valores de f estn cre- d) Verificar que la derivada de y = (1/2)1 — (sen 21/4 es sen’r.
ciendo. aficar y y escribir un pequefio prrafo acerca de c6mo esta
grifica se relaciona con las de los apartados b) y ).

x ‘ 0| w6 | w/3 ‘ /2 :ﬁ/s‘sﬁ/e‘ o ‘

ol T T T [ [ []




Xvi Caracteristicas

Tecnologia integrada para el mundo actual

EJEMPLO5 Cambio de variables INVESTIGACIONES CON SISTEMAS

—_— ALGEBRAICOS POR COMPUTADORA

Encontrar f x/2x = Ldx. Los ejemplos a lo largo del libro se

acompafian de investigaciones que

Solucion  Como en el ejemplo previo, considerar que u = 2x — 1 para obtener dx = p . g . q

du/2. Como el integrando contiene un factor de x, se tiene que despejar x en términos de emplean un sistema algebralco por

u, como se muestra. computadora (por ejemplo, Maple®)
u=2x-—1 |:> X = (u + 1)/2 Resolver para x en términos de u. para explorar de manera adlCIOHal un

ejemplo relacionado en el libro.
Permiten a los estudiantes explorar el

Wore= w1\ | (du calculo manipulando funciones,
f e e f < 2 ) ! <7> gréficas, etc., y observar los resultados.

Después de esto, utilizando la sustitucién, se obtiene

= %j(uyz + u'/?) du

1<MS/2 u3/2>
===+ +
a\spt3p)tc

1 4 1
=—(2x— 102+ ~-(2x - 1)*2 + C
10 2x—1) 6 2x = 1) C

PF Razonamiento grdfico En los ejercicios 55 a 58, a) usar una
herramienta de graficacion para representar graficamente la
— EJERCICIOS CON HERRAMIENTAS DE GRAFICACI [’] N ) funcion, b) rel?l’resentar su fun_cnon lflversa,utlllzando la he.l,'ra.mlen-
ta de graficacion y ¢) determinar si la grafica de la relacién inver-

sa es una funcién inversa. Explicar la respuesta.

La comprensién con frecuencia mejora utilizando
una grafica o visualizacién. Los ejercicios de 5. f(x)=x%+x+4 56, h(x) = x/4 — 22
tecnologia de graficacion piden a los estudiantes
recurrir a una herramienta de graficacion para
ayudar a encontrar una solucién.

TECNOLOGIA )

A lo largo del libro, los recuadros
de tecnologia dan a los estudiantes

o sy o b it e o una vision de c6mo la tecnologia
de pendi parala ecuacién di ial y b) trazar la gréfica de
Ia solucién que satisface la condicion inicial especificada. @D Enlos cjercicios 79 82, usar un sistema algebraico por compu- puede usarse para ayudar a resolver
tadora para encontrar la integral. Usar el sistema algebraico por

" computadora para ha fica de dos antiderivadas. Describir problemas y explorar los conceptos

67. % =025y, v(0) =4 la relacién entre la s de las dos antiderivadas. d 1 /1 1 N ,1 .
) el calculo. No sélo proporcionan

68. :% —4—y y0) =6 79. de\ 80. J Foonn G . R p P

/ f . sy discusiones acerca de donde la
6. D= 0010y, y0) =2 8L | ———uap 82. £ ) ax L. L. 9 9.4

d ’ I send "z tecnologia tiene €xito, sino también
0. D022y, 0 =9

dx

sobre donde puede fracasar.

dy

=04y3 —x). y(0) =1

dx Enlos ejercicios 33 a 40, usar un sistema algebraico por computado-

bl m ra para determinar la primitiva que atraviesa el punto dado. Usar -
72 =g e (0) = el sistema para hacer la grifica de la antiderivada resultante. TECNOLOGIA La regla de Simpson puede usarse para dar una buena aproximacién
Sx 6 + 1 del valor de la integral en el ejemplo 2 (para n = 10, la aproximacién es 1.839). Al usar
3 fm"‘- (6.0) 34. f - 1) dx, 2.1) la integracién numérica, sin embargo, se debe estar consciente de que la regla de Simp-
3, [Prxt2, o 36 J’ Y G 9 son no siempre da buenas aproximaciones cuando algunos de los limites de integracién
(2+22 7 (=427 estdn cercanos a una asintota vertical. Por ejemplo, usando el teorema fundamental del

célculo, se obtiene
x4+ 3
| EJERCICIOS CON SISTEMAS J’ T dv= 6213,
ALGEBRAICOS POR COMPUTADORA ’
Aplicando la regla de Simpson (con n = 10) para esta integral se produce una aproxi-
. . L macién de 6.889.
iNUEVO! De igual manera que los ejercicios con

herramientas de graficacion, algunos ejercicios
pueden resolverse mejor utilizando un sistema
algebraico por computadora. Estos ejercicios son
nuevos en esta edicion.




|ﬂ Preparacion
para el calculo

En este capitulo se revisan varios concep-
tos que lo ayudardn a prepararse para el
estudio del cédlculo. Estos conceptos in-
cluyen el dibujo de gréficas y funciones
asi como el ajuste de modelos matemati-
cos a conjuntos de datos. Es importante
repasar estos conceptos antes de adentrar-
se en el célculo.

En este capitulo, se aprendera:

B Coémo identificar las caracteristicas de
las ecuaciones y dibujar sus graficas.
(P.1)

B Cémo encontrar y graficar ecuaciones
de rectas, incluidas rectas paralelas y
perpendiculares, utilizando el concep-
to de pendiente. (P.2)

B Coémo evaluar y graficar funciones y

sus diferentes transformaciones. (P.3)

B Co6mo ajustar modelos matemadticos a
conjuntos de datos encontrados en la
vida real. (P.4)

g

Jeremy Walker/Getty Images

En 2006, China rebaso a Estados Unidos como el mayor emisor de didxido de
carbono del mundo, el principal gas del efecto invernadero. Dadas las concen-

| traciones de dioxido de carbono en la atmdsfera durante varios afios, ;pueden

los viejos modelos matematicos predecir con exactitud las futuras concentra-
ciones atmosféricas en comparacion con modelos mas recientes? (Ver la seccion
P.1, ejemplo 6.)

Los modelos matematicos se usan generalmente para describir conjuntos de datos y pueden representarse por diferen-
tes tipos de funciones tales como las lineales, cuadraticas, clbicas, racionales y trigonométricas. (Ver la seccién P.4.)




2 CAPITULO P

Preparacioén para el cédlculo

Iml Graficas y modelos

Archive Photos

RENE DESCARTES (1596-1650)

Descartes hizo numerosas

contribuciones a

la filosofia, la ciencia y las matematicas. En
su libro La Géométrie, publicado en 1637,
describi6 la idea de representar los puntos
del plano por medio de pares de nimeros
reales y las curvas en el plano mediante

ecuaciones.

7

y
8
0,7)
6
4 1.4 3x+y=
T Ve
} N—F—— x
4 6
-2 (,-2)
- 4,-5)
-6 ’

Procedimiento grafico: 3x + y =7

Figura P.1

~

— N W R N

y=x2—2

] ]
T T
—4 -3 —

<

La parabola y = x> — 2
Figura P.2

=

B Trazar la gréfica de una ecuacion.

= Encontrar las intersecciones de una grafica con los ejes.

B Analizar las posibles simetrias de una grafica con respecto a un eje y el origen.
® Encontrar los puntos de intersecciéon de dos graficas.

B Interpretar modelos matematicos con datos de la vida real.

La grafica de una ecuacion

En 1637, el matematico francés René Descartes revolucioné las matematicas al unir sus dos
ramas principales: dlgebra y geometria. Con ayuda del plano coordenado de Descartes, los
conceptos geométricos se pudieron formular de manera analitica y los algebraicos visuali-
zarse de forma gréfica. La potencia de este método es tal que durante un siglo se consiguid
desarrollar la mayor parte del cdlculo.

Las posibilidades de éxito en el cdlculo aumentardn siguiendo el mismo método. Es
decir, realizar el cdlculo desde multiples perspectivas —grdfica, analitica y numérica—
incrementard la comprension de los conceptos fundamentales.

Considerar la ecuacion 3x + y = 7. El punto (2, 1) es un punto soluciéon de la ecuacién
puesto que esta ultima se satisface (es verdadera) cuando se sustituye x por 2y y por 1. Esta
ecuacién tiene muchas otras soluciones, como (1, 4) y (0, 7). Para encontrarlas de manera
sistemadtica, despejar y de la ecuacidn inicial.

Meétodo analitico.

y=7T-—3x

Ahora, elaboramos una tabla de valores dando valores de x.

x|{0|1]2| 3 | 4
yl704[1|-2]| =5

Método numérico.

A partir de la tabla, puede verse que (0, 7), (1, 4), (2, 1), (3, —2) y (4, —5) son soluciones
de la ecuacion inicial 3x + y = 7. Al igual que muchas ecuaciones, ésta tiene una cantidad
infinita de soluciones. El conjunto de todos los puntos solucién constituye la grafica de la
ecuacion, como ilustra la figura P.1.

Aunque se mencione el dibujo de la figura P.1 como la grafica de 3x +y = 7, en realidad s6lo
representa una porcion de la misma. La grafica completa se extenderia fuera de la pagina. |

En este curso se estudiardn varias técnicas para la representacion grafica. La mas simple
consiste en dibujar puntos hasta que la forma esencial de la grafica se haga evidente.

EJEMPLO | Dibujo de una grafica mediante el trazado de puntos

Dibujar la grifica de y = x* — 2.

Solucién  Primero construimos una tabla de valores. A continuacion, marcamos los puntos
dados en la tabla.

x| =2/ -1, 01| 1 2|3
yl 2 | =1 =2 -12]7

Por tltimo, unir los puntos con una curva suave, como se muestra en la figura P.2. Esta gréfica
es una parabola. Se trata de una de las conicas que se estudiardn en el capitulo 10.



EXPLORACION

Comparacion de los métodos
grdfico y analitico Utilizar una
herramienta de graficacion para
representar cada una de las siguientes
ecuaciones. En cada caso, encontrar
una ventana de representacion que
muestre las principales caracteristicas
de la gréfica.

a) y=x -3 +2x+5

b) y=x"—3x*+2x+25

) y=—x—-32+20x+5
d) y=3x— 402 + 50x — 45
e) y=—(x+ 12y
Hy=Gx=2&—=4)x—-06)

Resolver este problema usando

s6lo métodos gréficos conllevaria
una estrategia simple de “intuicion,
comprobacion y revision”. ;Qué
tipo de aspectos podria involucrar
un planteamiento analitico? Por
ejemplo, ;tiene simetrias la grafica?,
(tiene inflexiones? Si es asfi, (donde
estan?

A medida que se avance por los
capitulos 1, 2 y 3 de este texto, se
estudiardn muchas herramientas
analiticas nuevas que serdn de ayuda
para analizar graficas de ecuaciones
como éstas.

SECCION P.1  Griéficas y modelos 3

Uno de los inconvenientes de la representacion mediante el trazado de puntos radica en

que la obtencién de una idea confiable de la forma de una grafica puede exigir que se marque
un gran nimero de puntos. Utilizando sélo unos pocos, se corre el riesgo de obtener una
visién deformada de la gréfica. Por ejemplo, suponiendo que para dibujar la grafica de

y = 30x(39 — 102 + x%)

se han marcado sélo cinco puntos: (=3, —3), (=1, —1), (0, 0), (1, 1) y (3, 3), como se
muestra en la figura P.3a. A partir de estos cinco puntos, se podria concluir que la gréfica es
una recta. Sin embargo, esto no es correcto. Trazando varios puntos mds puede verse que
la grafica es mas complicada, como se observa en la figura P.3b.

y y= %x(39 —10x% +x%)

3 3.3) 07
7/ 3+
2- /
7/
2,,
RS TN
0,0 7 1

gy SV 1 2 3 J I } } } } x
1. =D =1 Si se marcan ¢ 2\ 23
, i’ 5 pocos puntos, -1

puede obtenerse
una grafica
| incorrecta

b)

Figura P.3

TECNOLOGIA La tecnologia moderna ha simplificado el dibujo de grificas. No
obstante, incluso recurriendo a ella, es posible desfigurar una grafica. Por ejemplo, las
pantallas de una herramienta de graficacion de la figura P.4 muestran una porcién de la
grafica de

y=x—x—25.

La pantalla de la izquierda puede inducir a pensar que la gréafica es una recta. Sin embar-
20, la de la derecha muestra que no es asi. Entonces, cuando se dibuja una gréfica ya sea
a mano o mediante una herramienta de graficacion, debe tenerse en cuenta que las dife-
rentes ventanas de representacion pueden dar lugar a imagenes muy distintas de la gra-
fica. Al elegir una ventana, la clave estd en mostrar una imagen de la grafica que se
adecue al contexto del problema.

.
/1

-10 -35

Visualizaciones en la pantalla de una herramienta de graficacion de y = x* — x* — 25
Figura P4

\[1)'W En este libro, el término herramienta de graficacion se refiere a una calculadora graficadora
0 a un programa graficador como Maple, Mathematica o a la calculadora TI-89. |
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Una interseccion con el eje y
Figura P.5

Intersecciones de una grafica
Figura P.6

o - 1ol

No hay intersecciones con el eje x

Preparacion para el cdlculo

Intersecciones de una grafica con los ejes

Dos tipos de puntos solucién ttiles al representar graficamente una ecuacién son aquellos
en los que la coordenada x o y es cero. Tales puntos se denominan intersecciones con los
ejes porque son los puntos en que la gréfica corta (hace interseccidn con) el eje x o el eje y.
Un punto del tipo (a, 0) es una interseccién en x de la grafica de una ecuacién si es un
punto solucién de ésta. Para determinar las intersecciones en x de una grafica, igualar y a
cero y despejar x de la ecuacién resultante. De manera andloga, un punto del tipo (0, b) es
una interseccion en y de la grafica de una ecuacion si es un punto solucién de la misma.
Para encontrar las intersecciones en y de una grafica, igualar x a cero y despejar y de la
ecuacion resultante.

1}/’ En algunos textos se denomina x interseccion a la coordenada x del punto (a, 0) en lugar
del propio punto. Salvo que sea necesario distinguirlos, se usard el término interseccion para denotar
tanto al punto de interseccion con el eje x como a su abscisa. |

Es posible que una grafica carezca de intersecciones con los ejes, o que presente varias
de ellas. Por ejemplo, considerar las cuatro gréficas de la figura P.5.

=
<

Tres intersecciones con el eje x Una interseccion con el eje x No hay intersecciones
Una interseccion con el eje y Dos intersecciones con el eje y

EJEMPLO 2 Determinacion de las intersecciones con los ejes xy y

Encontrar las intersecciones con los ejes en la grifica de y = x* — 4x.

Solucion Para determinar las intersecciones en x, hacer y igual a cero y despejar x.

X —4x =0 y se iguala a cero.
x(x —2)(x+2)=0 Factorizar.
x=0,20-2 Despejar x.

Puesto que esta ecuacién admite tres soluciones, se puede concluir que la gréfica tiene tres
intersecciones en x:

0,0),(2,0) y (—2,0) Intersecciones en x.

Para encontrar las intersecciones en y, igualar x a cero. Resulta entonces y = 0. Por tanto,
la interseccién en y es

0,0) Interseccion en y.

(Ver la figura P.6.) —

TECNOLOGIA En el ejemplo 2 se utiliza un método analitico para determinar las
intersecciones con los ejes. Cuando no es posible tal enfoque analitico, se puede recu-
rrir a métodos gréficos, buscando los puntos donde la gréfica toca los ejes. Utilizar una
herramienta de graficacién para aproximar las intersecciones.



(=, y)

(CY)

% .

Simetria con
respecto al

ejey
y
()
X
Simetria con (x, —y)
respecto al
eje x
y
(x.y)
X
(=%, -) .
Simetria con
respecto al
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Figura P.7
y y=2x3—x
2 —
1+ (1, D
t t f f x
) -1 1 2
-1,-1)¢ -1+

Simetria con respecto al origen

Figura P.8
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Simetrias de una grafica

Es 1til conocer la simetria de una grafica antes de intentar trazarla, puesto que sélo se ne-
cesitaran la mitad de los puntos para hacerlo. Los tres tipos siguientes de simetrias pueden
servir de ayuda para dibujar la gréafica de una ecuacion (ver la figura P.7).

1. Unagrifica es simétrica respecto al eje y si, para cada punto (x, y) de la grafica, el punto
(—x, y) también pertenece a la grafica. Esto significa que la porcion de la gréfica situada
a la izquierda del eje y es la imagen especular de la situada a la derecha de dicho eje.

2. Una grifica es simétrica respecto al eje x si, para cada punto (x, y) de la grifica,
el punto (x, —y) también pertenece a la grafica. Esto quiere decir que la porcién de
la gréfica situada sobre el eje x es la imagen especular de la situada bajo el mismo eje.

3. Una grafica es simétrica respecto al origen si, para cada punto (x, y) de la grafica, el
punto (—x, —y) también pertenece a la grafica. Esto significa que la grafica permanece
inalterada si se efectda una rotacién de 180° respecto al origen.

CRITERIOS DE SIMETRI}

1. La grifica de una ecuacion en x y y es simétrica respecto al eje y si al sustituir x
por —x en la ecuacién se obtiene una ecuacion equivalente.

2. La grafica de una ecuacion en x y y es simétrica respecto al eje x si al sustituir y
por —y en la ecuacion resulta una ecuacion equivalente.

La gréfica de una ecuacién en x y y es simétrica respecto al origen si al sustituir
X por —xy ypor —yen la ecuacion se obtiene una ecuacién equivalente.

La grafica de un polinomio es simétrica respecto al eje y si cada uno de los términos
tiene exponente par (o es una constante). Por ejemplo, la grifica de y = 2x* — x* + 2 es
simétrica respecto al eje y. La grafica de un polinomio es simétrica respecto al origen si cada
uno de los términos tiene exponente impar, como se ilustra en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 Comprobacion de la simetria

Verificar si la grafica de y = 2x° — x es simétrica respecto al eje y y respecto al origen.

Solucion

Simetria respecto al eje y:

y = 2 —x Escribir ecuacion original.
y=2(—x) — (—x) Sustituir x por —x.
y = -2 + x Simplificar. No es una ecuacién equivalente.

Simetria respecto al origen:

3

y=2x —x Escribir ecuacion original.
-y = 2(—x)3 —(—x) Sustituir x por —xy y por —y.
—y=-2x+x Simplificar.

y= 2% — x Ecuacién equivalente.

Puesto que la sustitucién x por —x y y por —y produce una ecuacion equivalente, se con-
cluye que la grafica de y = 2x* —x es simétrica con respecto al origen, como se muestra en
la figura P.8.
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= <=1 (5,2)

=

Interseccién
en x

2

Figura P.9

1T @0

x2—y=3

Dos puntos de interseccion
Figura P.10

Verificar los
puntos de interseccion del ejemplo 5

sustituyéndolos en la ecuacién original

o usando la funcién de interseccion
de su herramienta de graficacién o
computadora.

EJEMPLO 4 Uso de las intersecciones y de las simetrias
para representar una grafica

Dibujar la grafica de x — y* = 1.

Solucion La grafica es simétrica respecto al eje x porque al sustituir y por —y se obtiene
una ecuacién equivalente.

X — y2 =1 Escribir ecuacién original.
x—(=y’=1 Sustituir y por —y.
X — y2 =1 Ecuacion equivalente.

Esto significa que la porcién de la grafica situada bajo el eje x es una imagen especular de
la porcion situada sobre el eje. Para dibujar la grafica, graficar primero la interseccién con
el eje x y la porcion sobre el eje x. Después, reflejar el dibujo en el eje x y obtener la grafi-
ca completa, como se muestra en la figura P.9. ——

TECNOLOGIA Lasherramientas de graficacién estdn disefiadas para dibujar con mayor
facilidad ecuaciones en las que y estd en funcion de x (ver la definicién de funcién en la
seccién P.3). Para representar otro tipo de ecuaciones, es necesario dividir la grafica en
dos o mds partes, o bien, utilizar un modo grafico diferente. Por ejemplo, la grafica de la
ecuacion del ejemplo 4, puede dividirse en dos partes:

= \/}j Porcioén superior de la grafica.

Y, =—x—1 Porcién inferior de la grafica.

Puntos de interseccion

Se llama punto de interseccion de las gréficas de dos ecuaciones a todo punto que satisfa-
ga ambas ecuaciones. Los puntos de interseccién de dos graficas se determinan al resolver
sus ecuaciones de manera simultdnea.

EJEMPLO 5 Determinacion de los puntos de interseccion

Calcular los puntos de interseccién de las graficasde x> —y=3yx—y = 1.

Solucién Comenzar por representar las graficas de ambas ecuaciones en el mismo sistema
de coordenadas rectangulares, como se muestra en la figura P.10. Hecho esto, resulta evi-
dente que las gréficas tienen dos puntos de interseccion. Para determinarlos, se puede
proceder como sigue.

y = x2—3 Despejar y de la primera ecuacion.
y=x— 1 Despejar y de la segunda ecuacion.
x2=3=x—-1 Igualar los valores obtenidos de y.
x2=—x—2=0 Escribir la ecuacion en la forma general.
x—2)x+1)=0 Factorizar.
x=20-—1 Despejar x.
Los valores correspondientes de y se obtienen sustituyendo x = 2 y x = — 1 en cualquiera

de las ecuaciones originales. Resultan asi los dos puntos de interseccién:

2,1 y (—1,-2) Puntos de interseccion.
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El observatorio de Mauna Loa en
Hawai ha medido el incremento en la
concentracion de dioxido de carbono
en la atmosfera terrestre desde 1958.
El dioxido de carbono es el principal
gas causante del efecto invernadero
responsable directo del calentamiento
global.

Los modelos del ejemplo 6 se
han elaborado usando un método
denominado ajuste por minimos
cuadrados (ver la seccién 13.9). El
modelo lineal tiene una correlacién dada
por 72 = 0.997 y el modelo cuadrético
por 72 = 0.994. Cuanto mas préximo es
r*a 1, “mejor” es el modelo. [ |

SECCION P.1  Grificas y modelos 7

Modelos matematicos

Al aplicar las matemadticas en la vida real con frecuencia se usan ecuaciones como modelos
matematicos. Si se desarrolla un modelo matemadtico con el fin de representar datos reales,
debe esforzarse por alcanzar dos objetivos a menudo contradictorios: precision y sencillez.
Es decir, el modelo debera ser lo bastante sencillo como para poder manejarlo, pero también
preciso como para producir resultados significativos. En la seccién P.4 se tratan estos obje-
tivos con mas detalle.

EJEMPLO 6 El aumento de diéxido de carbono atmosférico

El observatorio de Mauna Loa, Hawai, registra la concentracion de diéxido de carbono (en
partes por millén) en la atmédsfera terrestre. En la figura P.11 se muestran los registros co-
rrespondientes al mes de enero de varios afios. En el nimero de julio de 1990 de Scientific
American, se utilizaron esos datos para pronosticar el nivel de diéxido de carbono en la
atmosfera terrestre en el afio 2035, utilizando el modelo cuadréatico:

y=316.2 + 0.70¢ + 0.018# Modelo cuadratico para los datos de 1960 a 1990.

donde ¢ = 0 representa a 1960, como se muestra en la figura P.11a.
Los datos que se muestran en la figura P.115 representan los afios 1980 a 2007, y pueden
modelarse mediante

y = 304.1 + 1.64¢ Modelo lineal para los datos de 1980 a 2007.

donde # = 0 representa a 1960. ;Cudl fue el prondstico dado en el articulo de Scientific
American de 1990? Dados los datos mds recientes de los afios 1990 a 2007, ;parece exacta
esa prediccion para el afio 20357

y y
385 / 385 /
= 380 g = 380 o
§ 375 / £ 375 V.
=370 / Z 370 o
E 365 /. E 365 &
5 360 / 5 360 4
S 355 / S 355 P
% 350 r'd 8350 -/
5 345 5 345
& 340 > S 340 ,l
5 335 r 4 5 335 v
=, 330 o =, 330 -/
o' 325+ g 325 /
O 3204 O 204y
315 4 3154/
T e St At s el
T T T T T T T T T T
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Aifio (0 <> 1960) Afio (0 & 1960)
a) b)
Figura P.11

Solucion Para responder a la primera pregunta, se sustituye t = 75 (para el afio 2035) en
el modelo cuadritico.

y =316.2 + 0.70(75) + 0.018(75)2 = 469.95 Modelo cuadratico.

De tal manera, el prondstico establecido en el articulo de Scientific American decia que la
concentracion de didxido de carbono en la atmdsfera terrestre alcanzaria alrededor de 470
partes por millén en el aio 2035. Utilizando el modelo lineal con los datos de los afios 1980
a 2007, el prondstico para el afio 2035 es

y =304.1 + 1.64(75) = 427.1 Modelo lineal.

Por tanto, de acuerdo con el modelo lineal para los afios 1980 a 2007, parece que el pronds-
tico de 1990 fue demasiado elevado. —
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IMI Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, relacionar cada ecuaciéon con su grafica.

Preparacion para el cdlculo

En los ejercicios 19 a 28, encontrar todas las intersecciones con
los ejes.

a)
19. y=2x—5 20. y = 4x> + 3
2l. y=x>+x—2 22. y2 =x3 — 4x
23. y = x/16 — x? 24. y=(x— 1)V +1
- 2+3
25,y =2 2. y=
S5x (Bx + 1)?
27. x?y — x>+ 4y =0 28. y =2x — J/x? + 1
En los ejercicios 29 a 40, buscar si existe simetria respecto a cada
c) d) y uno de los ejes y respecto al origen.
4 29. y=x>—-6 30. y=x>—x
> 31. y2 =x3— 8 32. y=x>+x
3. xy=4 34. xy2 = —10
2 x
2 4 2 35.y=4—- JUx+3 36. xy — V4 —x>=0
-2+ X x2
] Wy ei
— |43 —x=
Loy=-3x+3 2 y= /IR 39. y = | + x| 40. |y| —x =3
3. y=3-—x2 4. y=x>—x En los ejercicios 41 a 58, trazar la grafica de la ecuacién. Iden-
tificar todas las intersecciones con los ejes y determinar si existe
En los ejercicios 5 a 14, elaborar la grafica de la ecuacion mediante simetria.
el trazado de puntos. 41. y=2—3x 4. y= —%x +6
5.y=%x+2 .y=5—2x 43.)*:%x—4 44.y=%x+1
7.y=4—x? 8. y=(x —3)? 45. y =9 — x? 46. y = x>+ 3
9. y=|x+ 2] 10. y = |x| = 1 47. y = (x +3)? 48. y = 2x> + x
1. y=/x—6 12. y= Jx +2 49. y=x>+2 50. y = x* — 4x
13y:§ 14, y - 1 51. y=xJ/x + 5 52. y = V25 — x*
X x+2 53. x = ) 54. x = y2— 4
fﬂF En los ejercicios 15 y 16, describir las ventanas de la figura. 8 10
55.y=-— 56. y =
% x>+ 1
15. 16.
57.y =6 — |« 58. y =16 — x]

y=x3+4x2 -3

y =[xl + = 16]

.+ En los ejercicios 59 a 62, utilizar una herramienta de graficacion

para dibujar la grafica de la ecuacion. Identificar toda intersec-
cion con los ejes y determinar si existe simetria.

AL 7

[\f

de En los ejercicios 17 y 18, utilizar una herramienta de graficacion

59. 2 —x=9
61. x + 3y? =

60. x> + 4y? =
62. 3x — 4y? =

En los ejercicios 63 a 70, encontrar los puntos de interseccion de
las graficas del par de ecuaciones.

para representar la ecuacion. Desplazar el cursor a lo largo de 63. x+y=38 64. 3x — 2y = —4
la curva para determinar de manera aproximada la coordenada _ _
X ., X 4x —y=17 4x + 2y = —10
desconocida de cada punto solucién, con una exactitud de dos
decimales. 65. x>+ y=6 66. x =3 — y?
x+y=4 y=x—1

17. y= J5 — b
s YT @ 2) b) . 3) 67. x> +y2 =5 68. x>+ ) =25

. y=x—5x a) (=0.5,y) ) (x, —4) x—y=1 —3x+y=15

El simbolo Fi: sefiala los ejercicios donde se pide utilizar tecnologia grdfica o un sistema de dlgebra
computacional. La resolucion de los demads ejercicios también puede simplificarse mediante el uso
de la tecnologia adecuada.



69. y = x*
y=x

70. y = x> — 4x
y=—(+2)
HT- En los ejercicios 71 a 74, utilizar una herramienta de graficacion

para encontrar los puntos de interseccion de las grificas. Verificar
los resultados de manera analitica.

TL.y=x—2x>+x—1 72. y =x* =22+ 1

y=—x>+3x—1 y=1-x2
73.y=Jx+6 4.y = —|2x— 3| + 6
y=V—x—4x y=6—x

HT- 75. Modelado matemdtico En la tabla se muestra el Indice de
Precios al Consumidor (IPC) para una seleccién de varios afios.
(Fuente: Bureau of Labor Statistics.)

1975 |1 1980 | 1985 | 1990 | 1995 | 2000 | 2005

53.8 | 824 | 107.6 | 130.7 | 1524 | 1722 | 1953

a) Utilizar una herramienta de graficacion para el célculo de
regresion con el fin de encontrar un modelo matemadtico de
la forma y = ar* + bt + c para los datos. En este modelo,
y representa el IPC y ¢ representa el afio, donde 7 = 5 co-
rresponde a 1975.

b) Representar el modelo en la calculadora y comparar los
datos.

¢) Utilizar el modelo para predecir el IPC del afio 2010.

EE 7.

Modelo matemdtico La siguiente tabla muestra el nimero de
usuarios de teléfonos méviles (en millones) en Estados Unidos
en los afios mostrados. (Fuente: Cellular Telecommunications
and Internet Association.)

Afo 1990 | 1993 | 1996 | 1999 | 2002 | 2005

Nuamero 5 16 44 86 141 208

a) Utilizar la funcién de regresion de una herramienta de gra-
ficacion y encontrar asi un modelo matematico de la forma
y = af® + bt + ¢ de los datos. En este modelo, y representa
el nimero de usuarios y ¢ representa el afio, donde t = 0
corresponde a 1990.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para colocar los datos
y graficar el modelo. Comparar los datos con el modelo.

¢) Utilizar el modelo para predecir el nimero de usuarios de
teléfonos moviles en Estados Unidos en el afio 2015.

77. Punto de equilibrio Calcular las ventas necesarias para alcan-
zar el punto de equilibrio (R = C), si el costo* C de producir x
unidades es:
C=5.5x+10000
y los ingresos R por vender x unidades son:
R =3.20x.
Alambre de cobre La resistencia y en ohms** de 1 000 pies
de alambre de cobre a 77° F admite el modelo matemaético

10770
y = 2
X

Ecuacidn de costo.

Ecuacién de ingresos.

EE 7.

—0.37, 5<x <100

*En Espana se le denomina coste.
**En Espaiila las siguientes unidades de medicién se denominan: volts =
voltios; amperes = amperios; ohms = ohmios; henrys = henrios; decibeles
= decibelios; watts = watios.
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donde x es el didmetro en milésimas de pulgada. Representar el
modelo en la herramienta de graficacion. Si se duplica el didme-
tro del hilo, jen qué factor aproximado varia la resistencia?

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 79 y 80, escribir una ecuacion cuya grafica
tenga la propiedad que se indica (puede existir mas de una
respuesta correcta).

79.
80.
81.

La gréfica tiene interseccionesen x = —4,x =3y x = 8.
P L . 3 5
La gréfica tiene interseccionesen x = —5,x =4 y x = 3.

a) Comprobar que si una grafica es simétrica con respecto
al eje x y al eje y, entonces es simétrica con respecto al
origen. Dar un ejemplo que muestre que lo contrario no
es cierto.

b) Comprobar que si una grafica es simétrica con respecto
acualquiera de los ejes y al origen, entonces es simétrica
con respecto al otro eje.

Para discusion

82. Relacionar la ecuacion o ecuaciones con las caracteristicas

dadas.
i) y=3x—3x i)y=(+3)? ii) y=3x—-3
vy ¥y=3Ix WYy=32+3 ) y=Vx+3
a) Simétrica con respecto al eje y
b) Tres intersecciones con el eje x
¢) Simétrica con respecto al eje x
d) (=2, 1)esun punto de la grifica
e) Simétrica con respecto al origen
) La grifica pasa por el origen

¢ Verdadero o falso? Enlos ejercicios 83 a 86, determinar cuando

la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que demuestre que es falsa.

83.

84.

85.

86.

Si(—4, —5) es el punto de una grafica simétrica con respecto al
eje x, entonces (4, —5) también es un punto de dicha gréfica.

Si(—4, —5) es el punto de una gréfica simétrica con respecto al
eje y, entonces (4, —5) también es un punto de dicha gréfica.

Si b* — 4ac > 0y a # 0, entonces la grifica de y = ax® + bx
+ ¢ tiene dos intersecciones con Xx.

Si b* — 4ac = 0y a # 0, entonces la grifica de y = ax* + bx
+ ¢ sélo tiene una interseccién con x.

En los ejercicios 87 y 88, encontrar una ecuaciéon de la grafica
que se compone de todos los puntos (x, y) que tienen la distancia
dada respecto al origen (repasar la formula de la distancia en el
apéndice C).

87.

88.

La distancia respecto al origen es el doble de la distancia que
hay desde (0, 3).

La distancia respecto al origen se obtiene al multiplicar la dis-
tancia que hay desde el punto (2, 0) por K (K # 1).
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Im Modelos lineales y ritmos o velocidades de cambio

Ay =y, — y, = cambio en y
Ax = x, — x; = cambio en x
Figura P.12

4 1
m=sz
3 —_
2 —
3.
1 —
(=2,0)
—_—
-2 -1 1 2 3
_1 —_

Sim es positiva, la recta sube
de izquierda a derecha
Figura P.13

Encontrar la pendiente de una recta que pasa por dos puntos.

Escribir la ecuacién de una recta dados un punto y su pendiente.

Interpretar la pendiente como razén o ritmo en aplicaciones cotidianas.

Trazar la grafica de una ecuacioén lineal en la forma pendiente-interseccion.

Escribir las ecuaciones de rectas que son paralelas o perpendiculares a una recta dada.

La pendiente de una recta

La pendiente de una recta no vertical es una medida del nimero de unidades que la recta
asciende (o desciende) verticalmente por cada unidad de variacién horizontal de izquierda
a derecha. Considerar los dos puntos (x;, ¥,) y (x,, y,) de la recta de la figura P.12. Al des-
plazarse de izquierda a derecha por la recta, se produce una variacién vertical de

Ay =y, =y Cambio en y.
unidades por cada variacién horizontal de
Ax =x, —x Cambio en x.

unidades. (A es la letra griega delta mayuscula y los simbolos Ay y Ax se leen “delta de y”
y “delta de x”.)

[ ;
DEFINICION DE LA PENDIENTE DE UNA RECTA

La pendiente /2 de una recta no vertical que pasa por los puntos (x;, y,) y (x,, ¥,) €s

A o=
m=l:—y‘ yl, X, # X,.

e o, SN

La pendiente no estd definida por rectas verticales.

Al aplicar la férmula de la pendiente, observar que

o=V _ -y =) _ Yi— )

Nn=x —(4q—x) x—x ;

Por tanto, no importa el orden en que se reste, siempre que sea coherente y las dos “coordenadas
restadas” provengan del mismo punto. |

En la figura P.13 se muestran cuatro rectas con pendiente: una positiva, otra cero, otra
negativa y otra “indefinida”. En general, cuanto mayor sea el valor absoluto de la pendiente
de una recta, mayor es su inclinacién. Por ejemplo, en la figura P.13, la recta con pendiente
—5 estd mas inclinada que la de pendiente %

y y Y
4 —+ 4 (O, 4) 4+ (3, 4)
my =0 m,=-5
.l 5 3 3 .
) m, estd
(-1,2) (2,2) 5 5| indefinida

1+ 1 1+ (G. 1

] ] % % X ] ] ] ]

=
-

T T T T T T
2 -1 1 2 3 -1 2 3 4 -1 12 4
1 -1 (1,-1) -1+
Si m es cero, la recta es hori- Si m es negativa, la recta baja Si m es indefinida, la recta es
zontal de izquierda a derecha vertical



EXPLORACION

Estudio de ecuaciones de rectas
Utilizar una herramienta de grafi-

cacion para dibujar cada una de las
siguientes ecuaciones lineales. ;Qué

punto es comun a las siete rectas?

(Qué nimero determina la pendien-

te de la recta en cada ecuacion?

a) y—4=-2x+1)

b) y—4=—-1(x+1)

€) y—4=—3x+1)

d) y—4=0(x+ 1)

O y—4=x+1
Dy—a=1x+1)

8 y—4=2x+1)

Utilizar los resultados para
construir la ecuacién de una recta

que pase por (—1, 4) con una
pendiente de m.

Y y=3x-5
1 | /
R TR
L3 4
-1+ (Ay=3
Pyl AXE 1
N
1,-2)
—4
-5 7
La recta de pendiente 3 que pasa por el
punto (1, —2)
Figura P.15

SECCION P2 Modelos lineales y ritmos o velocidades de cambio 11
Ecuaciones de las rectas

Para calcular la pendiente de una recta pueden utilizarse dos de sus puntos cualesquiera. Esto
puede verificarse con ayuda de los tridngulos semejantes de la figura P.14. (Recordar que los
cocientes de los lados correspondientes de dos tridngulos semejantes son todos iguales.)

(%, v,%)

Cualquier par de puntos de una
recta determina su pendiente
Figura P.14

Se puede escribir la ecuacién de una recta si se conocen su pendiente y las coordenadas
de uno de sus puntos. Dada la pendiente m y un punto (x,, y,). Si (x, y) denota cualquier otro
punto de la recta, entonces

y=N
X — X

=m.

Esta ecuacidn, que involucra las dos variables x y y, se puede escribir de la formay — y, =
m(x — x,), la cual es conocida como ecuacion punto-pendiente de una recta.

ECUACION PUNTO-PENDIENTE DE UNA RECTA

La ecuacién de la recta con pendiente m que pasa por el punto (x,, y;) estd dada
por

y =y =mx = x).

EJEMPLO I Determinacion de la ecuacién de una recta
Encontrar la ecuacion de la recta con pendiente 3 que pasa por el punto (1, -2).
Solucién

y—y =mx-—x) Forma punto-pendiente.

y—(=2) =3x—-1

Sustituir y, por —2, x, por 1 y m por 3.

y+2=3x—3 Simplificar.
y = 3x — 5 Despejar y.
(Ver la figura P.15.) ——

\[1'W Recordar que la pendiente puede usarse s6lo para describir una recta no vertical. De tal ma-
nera, las rectas verticales no pueden expresarse mediante ecuaciones punto-pendiente. Por ejemplo,
la ecuacién de la recta vertical que pasa por el punto (1, —2) esx = 1. |
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6
EA .
5
= -y
E 4 orT 4838000
8
: 3 10
©
g 2
2
V|
—AN\— } }
1995 2005 2015
Afo

Poblacion de Colorado en el censo
Figura P.16

Razones y ritmos o velocidades de cambio

La pendiente de una recta puede interpretarse ya sea como una razon 0 COmo una propor-
cion, o bien como una fasa, ritmo o velocidad de cambio. Si los ejes x y y tienen la misma
unidad de medida, la pendiente no tiene unidades y es una razon o proporcion. Si los ejes
xy y tienen distintas unidades de medida, la pendiente es una tasa, ritmo o velocidad de
cambio. Al estudiar célculo, se encontrardn aplicaciones relativas a ambas interpretaciones
de la pendiente.

EJEMPLO 2 Crecimiento de poblaciones y disefio técnico

a) Lapoblacién de Colorado era de 3 827000 habitantes en 1995 y de 4665000 en 2005.
Durante este periodo de 10 afios, el ritmo o velocidad de cambio promedio de la po-
blacio6n fue:

cambio en poblacién

Ritmo o velocidad de cambio = - —
cambio en afos

_4665000-3827000
2005-1995

=83 800 personas por afio.

Si la poblacién de Colorado continda creciendo a este ritmo durante los préximos 10
afios, en 2015 alcanzara 5503 000 habitantes (ver la figura P.16). (Fuente: U.S. Census

Bureau.)

b) En un torneo de saltos de esqui acuatico, la rampa se eleva hasta una altura de 6 pies
sobre una balsa de 21 pies de largo, como se ilustra en la figura P.17. La pendiente
de la rampa de esqui es el cociente entre su altura (ascenso) y la longitud de su base
(avance).

b ascenso . .
Pendiente de la rampa = ——— Ascenso es el cambio vertical,

avance avance es el cambio horizontal.
6 pies
21 pies

[ 21 pies |

Dimensiones de una rampa de esqui acuatico
Figura P.17 —

El ritmo o velocidad de cambio calculado en el ejemplo 2a es un ritmo o velocidad de
cambio medio. Un ritmo o velocidad de cambio medio siempre se calcula con respecto a un
intervalo que en este caso es [1995, 2005]. En el capitulo 2 se estudiard otro tipo de ritmo o
velocidad de cambio, denominado ritmo o velocidad de cambio instantdnea.



a) m = 2;larecta sube
Figura P.18

SECCION P2 Modelos lineales y ritmos o velocidades de cambio 13

Representacion grafica de modelos lineales

Muchos de los problemas de geometria analitica pueden clasificarse en dos categorias bésicas:
1) dada una grafica, ;cudl es su ecuacién?, y 2) dada una ecuacion, ;cudl es su grafica? La
ecuacién punto-pendiente de una recta puede emplearse para resolver ciertos problemas de
la primera categoria. No obstante, esta forma no resulta util para resolver problemas de la
segunda categoria. La forma que mejor se adapta al trazado de la grafica de una recta es la
forma pendiente-interseccion de la ecuacion de una recta.

ECUACION PENDIENTE-INTERSECCION DE UNA RECTA

La gréfica de la ecuacién lineal
y=mx+b

es una recta que tiene pendiente m 'y una interseccion con el eje y en (0, b).

EJEMPLO 3 Trazado de rectas en el plano

Dibujar la grafica de cada una de las siguientes ecuaciones.

a) y=2x+1 b) y=2 ¢) 3ytx—6=0

Solucion

a) Puesto que b = 1, la interseccion en y es (0, 1). Como la pendiente es m = 2, se sabe
que la recta asciende dos unidades por cada unidad que se mueve hacia la derecha,
como se muestra en la figura P.18a.

b) Dado que b = 2, la interseccion en y es (0, 2). Como la pendiente es m = 0, se sabe
que es horizontal, como se ilustra en la figura P.18b.

¢) Comenzar por escribir la ecuacién en forma pendiente-interseccion.

3y+x—6=0 Ecuacién original.
3y =—x+t6 Despejar el término en y.
1
y=-—"x+ 2 Forma pendiente-interseccion.
3
De esta forma, puede verse que la interseccién en y es (0, 2) y la pendiente m = — 3. Esto

quiere decir que la recta desciende una unidad por cada tres unidades que se mueve hacia
la derecha, como se muestra en la figura P.18c.

34 3+
y=2
e
0,2)
14 1
} } } x
1 2 3
b) m = 0;larecta es horizontal ¢) m=— %; la recta baja
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En matematicas, la
expresion “siy s6lo si” es una manera
de establecer dos implicaciones en una
misma afirmacién. Por ejemplo, la pri-
mera afirmacién de la derecha equivale
a las dos implicaciones siguientes:

a) Si dos rectas no verticales distintas
son paralelas, entonces sus pen-
dientes son iguales.

b) Si dos rectas no verticales distintas
tienen pendientes iguales, entonces
son paralelas.

Preparacion para el cdlculo

Dado que la pendiente de una recta vertical no estd definida, su ecuacién no puede
escribirse con la forma pendiente-interseccion. Sin embargo, la ecuacién de cualquier recta
puede escribirse en la forma general:

Ax +By+ C=0

Forma general de la ecuacién de una recta.

donde A y B no son ambos cero. Por ejemplo, la recta vertical dada por x = a puede repre-
sentarse por la ecuacién general x — a = 0.

Resumen de ecuaciones de las rectas

1. Forma general: Ax+By+C=0, (A,B#0)
2. Recta vertical: xX=a

3. Recta horizontal: y=b

4. Forma punto-pendiente: y—y, = mx— x))

5. Forma pendiente-interseccion: y=mx+b

Rectas paralelas y perpendiculares

La pendiente de una recta es util para determinar si dos rectas son paralelas o perpendi-
culares, como se muestra en la figura P.19. En especifico, dos rectas no verticales con la
misma pendiente son paralelas, y dos rectas no verticales cuyas pendientes son reciprocas
negativas son perpendiculares.

Rectas paralelas Rectas perpendiculares

Figura P.19

RECTAS PARALELAS Y RECTAS PERPENDICULARES

1. Dos rectas no verticales distintas son paralelas si y sélo si sus pendientes son
iguales, es decir, si 'y sélo si m, = m,.

2. Dos rectas no verticales son perpendiculares si y sélo si sus pendientes son
reciprocas negativas, es decir, si y s6lo si

m=—-—-:
ny,




2x—3y=17

Rectas paralela y perpendicular a
2x—3y=35
Figura P.20
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EJEMPLO 4 Rectas paralelas y rectas perpendiculares

Hallar la forma general de las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (2, —1) y
son

a)

paralela a larecta2x — 3y =5 b) perpendicular a la recta 2x — 3y = 5.

(Ver la figura P.20.)

Solucion Al escribir la ecuacién lineal 2x — 3y = 5 en forma punto-pendiente, y = fx — %,
se ve que la recta dada tiene pendiente m = .

a)

b)

La recta que pasa por (2, —1) y es paralela a la recta dada tiene también pendiente
de 2
y =y, = mx — x) Forma punto-pendiente.
(LY = 2y -
y—(=1)= & x=2) Sustituir.
3y+ 1) =2x—2) Simplificar.
2x —3y—T7=0 Forma general.

Observar la similitud con la ecuacién original.

Calculando el reciproco negativo de la pendiente de la recta dada, se determina que la

pendiente de toda recta perpendicular a la inicial es — 3. Por tanto, la recta que pasa

por el punto (2, —1) y es perpendicular a la recta dada tiene la siguiente ecuacion.

Yy —y = mx — x;) Forma punto-pendiente.
y—(D=-32@x—-2 Sustituir.
20+ 1) = =3(x—2) Simplificar.
3x+2y—4=0 Forma general. —

CONFUSION TECNOLOGICA La pendiente de una recta aparece distorsionada si se
utilizan diferentes escalas en los ejes x y y. Por ejemplo, las dos pantallas decalculadora
grafica de las figuras P.21a y P.215 muestran las rectas dadas pory = 2xy y = —3x + 3.
Puesto que las pendientes de estas rectas son una el negativo del inverso de la otra, las
rectas son perpendiculares. Sin embargo, en la figura P.21a no lo parecen, debido a que
la escala del eje x no es la misma que la escala del eje y. En la figura P.215 aparecen
perpendiculares debido a que la escala utilizada del eje x es igual a la empleada para el
eje y. Este tipo de ventanas se denominan ventanas cuadradas.

10 6
-10 10 -9 9
-10 -6
a) Laescala del eje x no es la misma b) Laescala del eje x es la misma
que la del eje y que la del eje y

Figura P.21
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Iml Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, calcular la pendiente de la recta a partir
de su grafica.

1. 2.
¥ y
7 7 /
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
X X
1234567 1234567
3. 4
y y
7
6 6
5 5
47
3 3
2 2
1 1
x -+ x
1234567 123456
S. 6
y y
28 -\ 70 /
241\ 60 /.
20 50
16 40 /
12 \ 30 /
8 20 -/
4 10
o o i
123\567 1234567

En los ejercicios 7 y 8, trazar las rectas que pasan por el punto
dado con la pendiente indicada. Dibujar en un mismo sistema de
coordenadas.

Punto Pendientes
7. (3,4) a) 1 b) —2 ¢) —3 d) indefinida
8. (—2,5) a) 3 b) —3 c) 3 d) 0

En los ejercicios 9 a 14, dibujar el par de puntos y calcular la
pendiente de la recta que pasa por ellos.

9. (3,-4),(,2) 10. (1,1),(=2,7)
1. (4,6), (4, 1) 12. (3, -5),(5,—-5)
12 31 73) (5 _1
13 (=33, (-39 14 (§3).G —3)
En los ejercicios 15 a 18, utilizar el punto de la recta y su pendiente

para determinar otros tres puntos por los que pase la recta (hay
mas de una respuesta correcta).

Punto Pendiente Punto Pendiente
15. 6,2) m=0 16. (-4, 3) m indefinida
17. 1,7) m=-3 18. (-2,-2) m=2

19. Diseiio de una cinta Se estd construyendo una cinta trans-
portadora de manera que se eleve 1 metro por cada 3 metros de
avance horizontal.

a) Calcular la pendiente de la cinta.

b) Suponer que la cinta corre entre dos pisos de una fébrica.
Calcular la longitud de la cinta si la distancia vertical entre
ambos pisos es de 10 pies.

20. Ritmo de cambio Cada uno de los siguientes datos es la pen-
diente de una recta que representa los ingresos diarios y en tér-
minos del tiempo x en dfas. Utilizar la pendiente para interpretar
la variacién en los ingresos correspondiente a un incremento de
un dia.

a) m = 800 b) m =250

21. Modelo matemdtico Lasiguiente tabla muestra las poblaciones
y (en millones) de Estados Unidos durante 2000-2005. La va-
riable 7 representa el tiempo en afios, = O corresponde a 2000.
(Fuente: U.S. Bureau of the Census.)

c) m=0

t| 0 L2 | 3 | 4 | s

y | 2824 | 2853 | 2882 | 291.1 | 293.9 | 296.6

a) Dibujar los datos a mano y unir los puntos adyacentes con
un segmento de linea.

b) Utilizar la pendiente de cada segmento de linea con objeto
de determinar en qué afio se increment6 la poblacién con
menor rapidez.

22. Modelo matemdtico La siguiente tabla muestra el ritmo o
velocidad r (en millas por hora) al que se estd moviendo un
vehiculo transcurridos ¢ segundos.

t| 5 10 15120 | 25| 30

I | 57 74‘85 84 | 61 | 43

a) Dibujar la grafica a mano y unir los puntos adyacentes con
un segmento de linea.

b) Utilizar la pendiente de cada segmento de linea con objeto
de determinar en qué intervalo cambi6 mds rdpidamente el
ritmo o velocidad del vehiculo. ;Cémo cambié el ritmo o
velocidad?

En los ejercicios 23 a 28, calcular la pendiente y la interseccion en
y (si es posible) de la recta.

23. y=4x-3 24, —x+y=1
25. x+5y=20 26. 6x—5y=15
27. x=4 28. y= -1

En los ejercicios 29 a 34, encontrar la ecuacion de la recta que pasa
por el punto y tiene la pendiente indicada. Trazar la recta.

Punto Pendiente Punto Pendiente
29. (0,3) m = % 30. (-5,-2) m indefinida
31. (0,0) m=3 32, (0,4) m=0
33. (3,-2) m=73 34. (-2,4) m= —%
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En los ejercicios 35 a 44, encontrar la ecuacion de la recta que
pasa por los puntos y trazar la recta.

35. (0,0), (4,8) 36. (0,0),(—1,5)

37. (2,1),(0,-3) 38. (-2,-2),(1,7)

39. (2,8),(5,0) 40. (=3,6),(1,2)

41. (6, 3),(6,8) 42. (1,-2),(3,-2)

43. (33).(0.3) 4. (53.G.-9)

45. Determinar la ecuacion de la recta vertical con interseccién en
xen3.

46. Demostrar que la recta con intersecciones con los ejes en (a, 0)
y (0, b) tiene la siguiente ecuacion.

£+%=1, a#z0,b#0

a

En los ejercicios 47 a 50, utilizar el resultado del ejercicio 46 para
escribir la ecuacion de la recta.

47. interseccion en x: (2, 0) 48. interseccion en x: (—§, 0)
interseccion en y: (0, 3) interseccion en y: (0, —2)
49. Punto de la recta: (1, 2) 50. Punto de larecta: (—3, 4)
interseccion en x: (a, 0) interseccion en x: (a, 0)
interseccion en y: (0, a)

(a #0)

interseccion en y: (0, a)
(a #0)

En los ejercicios 51 a 58, trazar la grifica de la ecuacion.
51. y=-3 5oy,

53. y=-2x+1 54. y:%x—l

55 y—2=3x-1) 56. y—1=3(+4)
57. 2x—y—-3=0 S8. x+2y+6=0

HF 59. Configuracion cuadrada Utilizar una herramienta de gra-

ficacion para dibujar ambas rectas en cada ventana de visor.
Comparar las graficas. ;Las rectas aparecen perpendiculares?
Lo son? Explicar la respuesta.

a) Xmin = =5 b) Xmin = —6
Xmax =5 Xmax =6
Xscl =1 Xscl =1
Ymin = —5 Ymin = —4
Ymax =5 Ymax =4
Yscl=1 Yscl=1

Para discusion

60. Una recta estd representada por la ecuacién ax + by = 4.

a) (Cudndo la recta es paralela al eje x?

b) (Cudndo la recta es paralela al eje y?

c¢) Dar valores para a y b de manera que la recta tenga una
pendiente de 3.

d) Dar valores para a y b de manera que la recta sea per-
pendicular a larectay = #x + 3.

e) Dar valores para a y b de manera que la recta coincida
con la gréfica de 5x + 6y = 8.

Modelos lineales y ritmos o velocidades de cambio 17

En los ejercicios 61 a 66, escribir la ecuacion de la recta que pase
por el punto y que sea: a) paralela a la recta dada, y b) perpen-
dicular a la recta dada.

Punto Recta Punto Recta
61. (-7,-2) «x=1 62. (—1,0) y=-3
63. (2,1) 4y —2y=3 64 (—3,2) x+y=7
65. (3,3) Sx—3y=0 66.(4 -5 3x+4y=7

Ritmo o velocidad de cambio En los ejercicios 67 a 70, se da el
valor de un producto, en délares, durante 2004 y el ritmo o velo-
cidad al que se espera que varie su valor durante los préximos 5
aios. Utilizar esta informacion para escribir una ecuacion lineal
que proporcione el valor en dolares V del producto en términos
del afio ¢. (Sea f = 0 representativo del afio 2000.)

Valor en 2008 Ritmo o velocidad
67. $1850 $250 aumento anual
68. $156 $4.50 aumento anual
69. $17200 $1600 reduccién anual
70. $245 000 $5 600 reduccién anual

* En los ejercicios 71 y 72, utilizar una herramienta de grafica-

cion para representar las parabolas y encontrar sus puntos de
interseccion. Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por los
puntos de interseccion y dibujar su grafica en la misma ventana
de representacion.
71. y=x?

y =4dx —'x%

72. y= x*?—4x+3
y=-—x>+2x+3
En los ejercicios 73 y 74, determinar si los puntos son colineales.

(Se dice que tres puntos son colineales si pertenecen a una misma
recta.)

73. (=2,1),(=1,0),(2,-2) 74. (0,4),(7, —6),(=5,11)

Desarrollo de conceptos
En los ejercicios 75 a 77, encontrar las coordenadas del punto

de interseccion de los segmentos dados. Explicar el razona-
miento.

75. (b, ¢) 76. (b, ¢)
(-a,0) (@ 0) (-a, 0) (a,0)
Bisectrices perpendiculares Medianas

77. (b, )

(=a, 0) (a, 0)
Alturas

78. Demostrar que los puntos de interseccion en los ejercicios
75,76y 77 son colineales.

79. Conversion de temperaturas Encontrar la ecuacion lineal que
exprese la relacién que existe entre la temperatura en grados
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80.

A 81

82.

83.

FIFb)

A sa.
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Celsius C y la temperatura en grados Fahrenheit F. Utilizar
el hecho de que el agua se congelaa 0° C (32° F) y hierve a 100°
C (212° F) para convertir 72° F a grados Celsius.

Reembolso de gastos Una compaiiia reembolsa a sus repre-
sentantes de ventas $175 diarios por alojamiento y comidas mds
48¢ por milla recorrida. Escribir una ecuacion lineal que exprese
el costo diario C para la compaiifa en términos de x, el nimero
de millas recorridas. ;Cudnto le costard a la empresa que uno
de sus representantes de ventas recorra 137 millas?

Eleccion profesional Un empleado tiene dos opciones a pues-
tos en una gran corporacién. En un puesto le pagan $14.50 por
hora mds un bono de $0.75 por unidad producida. En el otro,
$11.20 por hora mds un bono de $1.30.

a) Representar graficamente las ecuaciones lineales corres-
pondientes a los salarios por hora W en términos de x, el
ntimero de unidades producidas por hora, para cada una de
las opciones.

b) Representar con una heramienta de graficacion las ecua-
ciones lineales y encontrar el punto de interseccién.

¢) Interpretar el significado del punto de interseccion de las
gréficas del apartado b). {Como usaria esta informacién
para seleccionar la opcidn correcta si su objetivo fuera
obtener el mayor sueldo por hora?

Depreciacion lineal Un pequeno negocio adquiere un equipo

de $875. Transcurridos 5 afios el equipo serd obsoleto, carente

de valor.

a) Escribir una ecuacién lineal que proporcione el valor y del
equipo en términos del tiempo x, 0 = x = 5.

b) Encontrar el valor del equipo cuando x = 2.

¢) Calcular el momento en que el valor del equipo es $200
(con una precision de dos cifras decimales).

Alquiler de apartamentos Una agencia inmobiliaria maneja
un complejo de 50 apartamentos. Cuando el alquiler es de $780
mensuales, los 50 apartamentos estdn ocupados. Sin embargo,
cuando el alquiler es de $825, el nimero promedio de aparta-
mentos ocupados desciende a 47. Suponer que la relacién entre
el alquiler mensual p y la demanda x es lineal. (Nota: Aqui se usa
el término demanda para referirse al nimero de apartamentos
ocupados.)

a) Escribir una ecuacién lineal que proporcione la demanda

x en términos del alquiler p.

Extrapolacion lineal Utilizar una herramienta de grafica-

cion para representar la ecuacion de la demanda y emplear

la funcién trace para pronosticar el nimero de apartamentos
ocupados si el alquiler aumenta a $855.

¢) Interpolacion lineal Pronosticar el niimero de apartamentos
ocupados si el alquiler baja a $795. Verificar el resultado
graficamente.

Modelo matemdtico Un profesor pone cuestionarios de 20

puntos y examenes de 100 puntos a lo largo de un curso de ma-

tematicas. Las calificaciones promedio de seis estudiantes, dadas
como pares ordenados (x, ), donde x es la calificaciéon media en
los cuestionarios y y la calificacién media en los exdmenes, son

(18, 87), (10, 55), (19, 96), (16, 79), (13,76) y (15, 82).

a) Empleando una herramienta de graficacién con programa
para el célculo de regresiones, encontrar la recta de regre-
sién, por minimos cuadrados, para los datos.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para trazar los pun-
tos y graficar la recta de regresién en una misma ventana.

".'F'

85.

86.

¢) Utilizar la recta de regresion para pronosticar la calificacion
promedio en los exdmenes de un estudiante cuya califica-
cién promedio en los cuestionarios es 17.

d) Interpretar el significado de la pendiente de la recta de
regresion.

e) Si el profesor afiade 4 puntos a la calificaciéon promedio
en los examenes de cada alumno, describir el cambio de
posicién de los puntos trazados y la modificacion de la
ecuacion de la recta.

Recta tangente Encontrar la ecuacién de la recta tangente al
cfrculo x* + y* = 169 en el punto (5, 12).

Recta tangente Encontrar la ecuacién de la recta tangente al
circulo (x — 1)> 4+ (y — 1)*> = 25 en el punto (4, —3).

Distancia En los ejercicios 87 a 92, calcular la distancia que exis-
te entre el punto y la recta o entre las rectas, utilizando la férmula
para la distancia entre el punto (x,,y,) ylarectaAx + By + C = (.

Distancia = M
JAT+ B?

87. Punto: (0, 0) 88. Punto: (2, 3)

Recta: 4x + 3y = 10 Recta: 4x + 3y = 10

89. Punto: (=2, 1) 90. Punto: (6, 2)
Recta:x —y—2=0 Recta:x = —1

91. Recta:x +y=1 92. Recta:3x —4y =1
Recta:x +y =5 Recta: 3x — 4y = 10

93. Demostrar que la distancia que existe entre el punto (x;, y,) y la
rectaAx + By + C = 0es
Distancia = w

94. Escribir la distancia d entre el punto (3, 1) y larectay = mx + 4
en términos de 7. Emplear una herramienta de graficacion para
representar la ecuacion. ;Cudndo es O la distancia? Explicar el
resultado de manera geométrica.

95. Demostrar que las diagonales de un rombo se cortan perpen-
dicularmente. (Un rombo es un cuadrildtero con lados de igual
longitud.)

96. Demostrar que la figura que se obtiene uniendo los puntos me-
dios de los lados consecutivos de cualquier cuadrildtero es un
paralelogramo.

97. Demostrar que si los puntos (x,, y,) y (x,, ¥,) pertenecen a la
misma recta que (x%, y¥) y (x%, y¥), entonces:

Vo= Vi _ Y=
X3 X X T X
Suponer que x, # x, y xT # x%.
98. Demostrar que si las pendientes de dos rectas son reciprocas

¢Verdadero o falso?

negativas de la otra, entonces las rectas son perpendiculares.

En los ejercicios 99 y 100, determinar si la

afirmacion es verdadera o falsa. Si no lo es, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que muestre su falsedad.

99.

100.

Las rectas de ecuaciones ax + by = ¢, y bx — ay = ¢, son
perpendiculares. Suponer que a # 0y b # 0.

Dos rectas con pendientes positivas pueden ser perpendiculares
entre si.
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Iml Funciones y sus graficas

Una funcion real f de una variable real
Figura P.22

NOTACION DE FUNCIONES

Gottfried Wilhelm Leibniz fue el primero
que utilizo la palabra funcion, en 1694, para
denotar cualquier cantidad relacionada

con una curva, como las coordenadas de

uno de sus puntos o su pendiente. Cuarenta
afos mas tarde, Leonhard Euler empleo la
palabra“funcion”para describir cualquier
expresion construida con una variable y
varias constantes. Fue él quien introdujo la
notacion y = f(x).

Usar la notacién de funcién para representar y evaluar funciones.
Encontrar el dominio y recorrido o rango de una funcién.

Trazar la gréfica de una funcién.

Identificar los diferentes tipos de transformaciones de las funciones.
Clasificar funciones y reconocer combinaciones de ellas.

Funciones y notacion de funciones

Una relacién entre dos conjuntos X y Y es un conjunto de pares ordenados, cada uno de la
forma (x, y), donde x es un elemento de X y y un elemento de Y. Una funcién de X a Y es
una relacion entre X y Y con la propiedad de que si dos pares ordenados tienen el mismo
valor de x, entonces también tienen el mismo valor de y. La variable x se denomina variable
independiente, mientras que la variable y se denomina variable dependiente.

Muchas situaciones de la vida real pueden describirse mediante funciones. Por ejemplo,
el drea A de un circulo es una funcién de su radio r.

A=rmr? A es una funcioén de r.

En este caso, r es la variable independiente y A, la variable dependiente.

' DEFINICION DE FUNCION REAL DE UNA VARIABLE REAL

Sean X'y Y conjuntos de nimeros reales. Una funcién real f de una variable real x de
X a Y es una regla de correspondencia que asigna a cada nimero x de X exactamente
un nimero y de Y.

El dominio de fes el conjunto X. El nimero y es la imagen de x por f'y se denota
mediante f(x), a lo cual se le llama el valor de f en x. El recorrido o rango de f se
define como el subconjunto de Y formado por todas las imdgenes de los nimeros de
X (ver la figura P.22).

Las funciones pueden especificarse de muchas formas. No obstante, este texto se
concentra fundamentalmente en funciones dadas por ecuaciones que contienen variables
dependientes e independientes. Por ejemplo, la ecuacién

xX*+2y=1 Ecuacién en forma implicita.

define y, la variable dependiente, como funcién de x, la variable independiente. Para evaluar
esta funcién (esto es, para encontrar el valor de y correspondiente a un valor de x dado)
resulta conveniente despejar y en el lado izquierdo de la ecuacion.

1 2 . L.
y= 5(1 -x°) Ecuacién en forma explicita.
Utilizando f como nombre de la funcién, esta ecuacion puede escribirse como:
1 2
f(x) = E(l - x2). Notacién de funciones.

La ecuacién original x* + 2y = 1 define implicitamente a y como funcién de x. Cuando se
despeja y, se obtiene la ecuacion en forma explicita.

La notacién de funciones tiene la ventaja de que permite identificar claramente la variable
dependiente como f{x), informando al mismo tiempo que la variable independiente es x y
que la funcién se denota por “f”. El simbolo f(x) se lee “f de x””. La notacién de funciones
permite ahorrar palabras. En lugar de preguntar ““;cudl es el valor de y que corresponde a
x = 37" se puede preguntar “;cudnto vale f(3)?”
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En célculo, es
importante especificar con claridad el
dominio de una funcién o expresion.
Por ejemplo, en el ejemplo 1c, las
expresiones

fle+ Ax) — f(x)
Ax
Ax #0

son equivalentes, ya que Ax = 0 se
excluye del dominio de la funcién o
expresion. Si no se estableciera esa
restriccion del dominio, las dos expre-
siones no serfan equivalentes.

2x + Ax,

Preparacion para el cdlculo

En una ecuacién que define a una funcion, el papel de la variable x es simplemente el
de un hueco a llenar. Por ejemplo, la funcién dada por

flx) =22 —4x + 1
puede describirse como

) =2 P-4

donde se usan paréntesis en lugar de x. Para evaluar f{—2), basta con colocar —2 dentro de
cada paréntesis.

) +1

f(=2) =2(=2y —4(-2) + 1
=24)+8+1
=17

Sustituir x por —2.
Simplificar.

Simplificar.

W Aunque es frecuente usar f como un simbolo adecuado para denotar una funcién y x para la
variable independiente, se pueden utilizar otros simbolos. Por ejemplo, todas las ecuaciones siguientes
definen la misma funcién.

f)y=x—4x+7
fy=¢—4+17
gls) =s>—4s+7

El nombre de la funcion es f, el de la variable independiente es x.
El nombre de la funcion es f, el de la variable independiente es 7.

El nombre de la funcion es g, el de la variable independiente es s.

|
EJEMPLO | Evaluacion de una funcion
Para la funcion f definida por f{x) = x> + 7, calcular:
Q) fBa) by fo-1 o LETAOTIW L
Ax
Solucién
a) f(Ba) = (Ba) +7 Sustituir x por 3a.
=9a> + 7 Simplificar.

b) fb-1)=B-1)>+7 Sustituir x por b — 1.
=p2—-2b+1+7 Desarrollar el binomio.
=p2—-20+38 Simplificar.

0 flx + Ax) — f(x) _ [(x+Ax)2+ 7] — (x2+7)

Ax Ax
X2+ Ax + (A2 + T = x2 =7
- Ax
_ 2xAx + (Ax)?
B Ax
_ Ax(2x + Ax)
Y
= 2x + Ax, Ax # 0

[Ii'W La expresion del ejemplo 1c se llama cociente incremental o de diferencias y tiene un sig-
nificado especial en el cdlculo. Se verd mds acerca de esto en el capitulo 2. |



Recorrido: y >0

}
T
1 2 3 4
>

Dominio: x > 1

a) Eldominio de fes[1, o)
y el recorrido o rango [0, o)

y f(x)= tanx

bid 2

Recorrido
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Dominio
b) Eldominio de f1o constituyen
todos los valores reales de x tales que
x # g + nar y el recorrido o rango
es (—oo, o)
Figura P.23

y f(x):{l_x’ x<1

Vx—=1,x2>1

Recorrido: y >0

] ] ]
T T T

1 2 3 4

Dominio: todos los x reales

El dominio de fes (—oo, o) y el recorrido
es [0, o)
Figura P.24
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Dominio y recorrido o rango de una funcién

El dominio de una funcién puede describirse de manera explicita, o bien de manera im-
plicita mediante la ecuacién empleada para definir la funcién. El dominio implicito es el
conjunto de todos los nimeros reales para los que esta definida la ecuacién, mientras que
un dominio definido explicitamente es el que se da junto con la funcién. Por ejemplo, la
funcién dada por

4<x<5

)=

XZ—

tiene un dominio definido de manera explicita dado por {x: 4 = x = 5}. Por otra parte, la
funcién dada por

g =——

tiene un dominio implicito: es el conjunto {x: x # *2}.

EJEMPLO 2 Calculo del dominio y del recorrido de una funcién

a) El dominio de la funcién
f)=vx-1

es el conjunto de los valores de x tales que x — 1 = 0; es decir, el intervalo [1, o). Para
encontrar el recorrido o rango, se observa que f(x) = \/x —1 nunca es negativo. Por ende,
el recorrido o rango es el intervalo [0, ), como se sefiala en la figura P.23a.

b) Como se muestra en la figura P.23b, el dominio de la funcién tangente
fix) = tan x

es el conjunto de los valores de x tales que

T
X # 5 +nm, con n entero. Dominio de la funcién tangente.

El recorrido o rango de esta funcién es el conjunto de todos los nimeros reales. Para
repasar las caracteristicas de ésta y otras funciones trigonométricas, ver el apéndice C.

EJEMPLO 3 Una funcién definida por mas de una ecuacién

Determinar el dominio y el recorrido o rango de la funcién

1-x, six<l

f(x)={ R

Jx—=1, six2>1

Solucion Puesto que festa definida para x < 1 y x = 1, su dominio es todo el conjunto
de los ntimeros reales. En la parte del dominio donde x = 1, la funcién se comporta como
en el ejemplo 2a. Para x < 1, todos los valores de 1 — x son positivos. Por consiguiente, el
recorrido de la funcién es el intervalo [0, eo). (Ver la figura P.24.) ——

Una funcién de X a Y es inyectiva (o uno a uno) si a cada valor de y perteneciente al
recorrido o rango le corresponde exactamente un valor x del dominio. Por ejemplo, la funcién
dada en el ejemplo 2a es inyectiva, mientras que las de los ejemplos 20 y 3 no lo son. Se dice
que una funcién de X a Y es suprayectiva (o sobreyectiva) si su recorrido es todo Y.
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y y=f@
(x, f(x))

pACY)

1
1
1
1
1
1
L

N —
X

Grafica de una funcion
Figura P.25

Y fo=x

4 -4
S =|x]
} } X
1 2
Funcion valor absoluto

Graficas de ocho funciones basicas
Figura P.27

Preparacion para el cdlculo

Grafica de una funcion

La gréfica de una funcién y = f(x) estd formada por todos los puntos (x, f{(x)), donde x per-
tenece al dominio de f. En la figura P.25, puede observarse que

x = distancia dirigida desde el eje y

fix) = distancia dirigida desde el eje x.

Una recta vertical puede cortar la grafica de una funcién de x como maximo una vez. Esta
observacién proporciona un criterio visual adecuado, llamado criterio de la recta vertical,
para funciones de x. Es decir, una grafica en el plano de coordenadas es la grafica de una
funcidn x si y sélo si ninguna recta vertical hace interseccién con ella en mas de un punto.
Por ejemplo, en la figura P.26a puede verse que la grafica no define a y como funcién de x,
ya que hay una recta vertical que corta a la grafica dos veces, mientras que en las figuras
P.26b y c las gréficas si definen a y como funcién de x.

a) No es una funcion de x b) Una funcion de x

Figura P.26

¢) Una funcion de x

En la figura P.27 se muestran las graficas de ocho funciones bdsicas, las cuales hay que
conocer bien. (Las graficas de las otras cuatro funciones trigonométricas basicas se encuen-
tran en el apéndice C.)

Y fx) = x> Y Y
1 4
’ f@=vx
| 2
=9,
1
} } } } x } } } } X
2 -l \ 1 2 T 2 3 4
Funcion cuadratica Funcion cubica Funcion raiz cuadrada
y y y
1
f x) = =
2T 27 f(x) =senx 2T f(x) =cos x
T /\ T /
} } } } X x X
-1 1 2 / - 7[\/27Z 2
—1 - 4
— _2 — _2 —
Funcion racional Funcion seno Funcion coseno



EXPLORACION

Escritura de ecuaciones de funcio-
nes Cada una de las pantallas

de la herramienta de graficacién
mostradas abajo exhibe la grifica de
una de las ocho funciones bdsicas
de la pagina anterior. Cada pantalla
muestra también una transformacion
de la grafica. Describir esta transfor-
macién y usar su descripcion para
escribir la ecuacion de la transfor-
macion.

9
a)
-9 9
-3
4
b)
_6 ﬁ 6
-4
8
c)
-8 10
-4
5

SECCION P.3 Funciones y sus graficas 23

Transformaciones de funciones

Algunas familias de graficas tienen la misma forma bdsica. Por ejemplo, vamos a comparar
la grafica de y = x? con las graficas de las otras cuatro funciones cuadraticas de la figura

P.28.

y=x2+2

y=(x+2) y=x

o -

-3 -2 -1 1

b) Traslacion horizontal (a la izquierda)

y y
4 / 4T
2 3T
y=1=(x+3) 1

y=x? 2 y=x2
1,,

1 2 g \ /1\ 1 —f—>x

-5 -3 -1 1 2

y=—x? —+
_27,

¢) Reflexion

Figura P.28

d) Traslacion a la izquierda, reflexion y
traslacion hacia arriba

Cada una de las gréficas de la figura P.28 es una transformacion de la grificade y = x°.
Los tres tipos basicos de transformaciones ilustrados por estas graficas son las traslaciones
verticales, las traslaciones horizontales y las reflexiones. La notacién de funciones es ade-
cuada para describir transformaciones de gréficas en el plano. Por ejemplo, si se considera
que f{x) = x* es la funcion original en la figura P.28, las transformaciones mostradas pueden
representarse por medio de las siguientes ecuaciones.

y=flx)+2
y=flx +2)
y=—fv)

y=—fix+3)+1

Traslacién vertical de 2 unidades hacia arriba.
Traslacién horizontal de 2 unidades a la izquierda.

Reflexion respecto al eje x.

Traslacion de 3 unidades a la izquierda, reflexion respecto al eje x y
traslacion de 1 unidad hacia arriba.

TIPOS BASICOS DE TRANSFORMACIONES (¢ > 0)

Grifica original: y = flx)
Traslacion horizontal de ¢ unidades a la derecha: y=flx —c¢)
Traslacion horizontal de ¢ unidades a la izquierda: y=flx+c¢)
Traslacion vertical de ¢ unidades hacia abajo: y=fix)—¢c
Traslacion vertical de ¢ unidades hacia arriba: y=flx)+c
Reflexion (respecto al eje x): y = —f(x)
Reflexion (respecto al eje y): y =f(—x)
Reflexion (respecto al origen): y=—f(—x)
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Bettmann/Corbis

LeonsarD EuLer (1707-1783)
Ademas de sus contribuciones esenciales
a casi todas las ramas de las matematicas,
Euler fue uno de los primeros en aplicar el
calculo a problemas reales de la fisica. Sus
numerosas publicaciones incluyen temas
como construccion de barcos, acistica,
Optica, astronomia, mecanica y
magnetismo.

PARA MAYOR INFORMACION
Puede encontrarse mds informacion
sobre la historia del concepto de
funcién en el articulo “Evolution of
the Function Concept: A Brief
Survey”, de Israel Kleiner, en The
College Mathematics Journal.

a >0
n
y
[ "\ 1
1 o 1
N ' ) 1
! ) 1
‘| I 1 1
N " 1 1
Crece " \ JCrece
1 L]
ala N v, ala
izquierda derecha

Graficas de funciones polinomiales de grado par

Preparacion para el cdlculo

Clasificaciones y combinaciones de funciones

Lanocién moderna de funcién es fruto de los esfuerzos de muchos matematicos de los siglos
xviy xviL Mencién especial merece Leonhard Euler, a quien debemos la notacién y = f(x).
Hacia finales del siglo xvi, los matematicos y cientificos habian llegado a la conclusién de
que un gran nimero de fenémenos de la vida real podian representarse mediante modelos
matematicos, construidos a partir de una coleccién de funciones denominadas funciones
elementales. Estas funciones se dividen en tres categorias.

1. Funciones algebraicas (polinémicas, radicales, racionales).
2. Funciones trigonométricas (seno, coseno, tangente, etc.).
3. Funciones exponenciales y logaritmicas.

En el apéndice C se encuentra un repaso de las funciones trigonométricas. El resto de las
funciones no algebraicas, como las funciones trigonométricas inversas y las funciones ex-
ponenciales y logaritmicas, se presentan en el capitulo 5.

El tipo mas comun de funcion algebraica es una funcién polinomial

FOh=ax" + apepet=! +40 +a5x> ¥a,x + a,

donde n es un entero no negativo. Las constantes @, son coeficientes siendo a, el coeficiente
dominante y a, el término constante de la funcion polinomial. Si a, 7 0, entonces n es el
grado de la funcién polinomial. La funcién polinomial cero f{ix) = 0 no se considera grado.
Aunque se suelen utilizar subindices para los coeficientes de funciones polinomiales en

general, para las de grados mas bajos se utilizan con frecuencia las siguientes formas mas
sencillas. (Notar que a # 0.)

Grado cero: f(x) =a Funcion constante.
Grado uno: fx) =ax + b Funcion lineal.
Grado dos:  f(x) = ax* + bx + ¢ Funcién cuadritica.
Grado tres:  f(x) = ax*+ bx* + cx + d Funcién cibica.

Aunque la grafica de una funcion polinomial no constante puede presentar varias
inflexiones, en algin momento ascenderd o descenderd sin limite al moverse x hacia la
izquierda o hacia la derecha. Se puede determinar qué ocurre en la gréafica de

f&) =ax"+a, X"+ o+ ax? tax+oa,

eventualmente crece o decrece a partir del grado de la funcién (par o impar) y del coeficiente
dominante a , como se indica en la figura P.29. Observar que las regiones punteadas muestran
que la prueba o el criterio del coeficiente dominante sé/o determina el comportamiento
ala derecha y a la izquierda de la grafica.

a <0 a,>0 a <0
n n
y y y
Crece f \ Crece a
N 1 h la izquierda
‘ Y ala 1 \‘
’ AY
' | derecha 1 \
1 [y ! L}
'1 \‘ PN Il \~'-\'_\‘
’ A
, Decrece |, Decrece s '\
! ala ‘ala , Decrece - Decrecea
izquierda | derecha [ |alaizquierda R la derecha \
' \ o \

Graficas de funciones polinomiales de grado impar

Prueba del coeficiente dominante para funciones polinomiales

Figura P.29



Dominio de g

X

g(x)

S f(g)

Dominio de f

El dominio de la funcién compuesta fo g
Figura P.30
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Del mismo modo que un nimero racional puede escribirse como el cociente de dos
enteros, una funcién racional puede expresarse como el cociente de dos polinomios. De
manera especifica, una funcion f es racional si tiene la forma

f(x)=%, 4(x) %0

donde p(x) y g(x) son polinomiales.

Las funciones polinomiales y las racionales son ejemplos de funciones algebraicas.
Se llama funcién algebraica de x a aquella que puede expresarse mediante un nimero
finito de sumas, diferencias, productos, cocientes y raices que contengan x". Por ejemplo,
f(x)=+/x+1 es algebraica. Las funciones no algebraicas se denominan trascendentes.
Por ejemplo, las funciones trigonométricas son trascendentes.

Es posible combinar dos funciones de varias formas para crear nuevas funciones. Por
ejemplo, dadas f{x) = 2x — 3 y g(x) = x> + 1, se pueden construir las siguientes funciones.

(f+ g)(x) :f(x) + g(x) =2x—3)+ (x2+1) Suma.
(f_ g)(x) :f(x) 3 g(x) = (2)6 I 3) 4 (X2 + 1) Diferencia.
(f9)x) = flx)glx) = (2x = 3)(x* + 1) Producto.
_f&) _2x -3 _
(f/g)(x) = g(x) X oo T Cociente.

Atn hay otra manera de combinar dos funciones, llamada compeosicién. La funcién
resultante recibe el nombre de funcién compuesta.

DEFINICION DE FUNCION COMPUESTA

Sean f'y g dos funciones. La funcién dada por (fo g)(x) = f(g(x)) se llama funcién
compuesta de f con g. El dominio de fo g es el conjunto de todas las x del dominio
de g tales que g(x) esté en el dominio de f (ver la figura P.30).

La funcién compuesta de f'con g puede no ser igual a la funcién compuesta de g con f.

EJEMPLO 4 Composicion de funciones

Dadas fix) = 2x — 3y g(x) = cos x, encontrar cada una de las funciones compuestas:

a) fog b) gof

Solucién

@) (f-g)x) = flgk) Definicion de fo g.
= f(cos x) Sustituir g(x) = cos x.
= 2(cosx) — 3 Definicién de f(x).
=2cosx — 3 Simplificar.

b) (g-f)x) = g(flx) Definicién de g o f
= g(2x - 3) Sustituir fix) = 2x — 3.
= cos(2x — 3) Definicién de g(x).

Observar que (£ g)(x) # (g = f)(x).
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En la seccién P.1 se defini6 la interseccion en x de una gréafica como todo punto (a, 0)
en el que la grafica corta al eje x. Si la grafica representa una funcién f, el nimero a es un
Utilice una herramienta de grafica- cero de f. En otras palabras, los ceros de una funcion f son las soluciones de la ecuacion
SRS o .Cada funci6n. fx) = 0. Por ejemplo, la funcién f{x) = x — 4 tiene un cero en x = 4 porque f(4) = 0.
Determinar si la funci6n es par, En la seccién P.1 también se estudiaron diferentes tipos de simetrias. En la termi-
impar, o ninguna de las dos. . . . . . L R

nologia de funciones, se dice que una funcién es par si su grafica es simétrica respecto

EXPLORACION

flx) = x> —x* al eje y, y se dice que es impar si su gréifica es simétrica con respecto al origen. Los
gx) =2x% + 1 criterios de simetria de la seccion P.1 conducen a la siguiente prueba para las funciones
h(x) = x5 — 203 + x pares e impares.

) =2 =38 = &

k(x) =x> — 2x* +x—2 PRUEBA PARA LAS FUNCIONES PARES E IMPARES

plx) =x2+ 3x> —x3 + x
La funcién y = f(x) es par si f{—x) = fix).
La funcién y = f(x) es impar si f{—x) = —f(x).

Describir una manera de identifi-
car una funcién como par o impar
mediante un analisis visual de la
ecuacion.

[ Con excepcidn de la funcion constante, por ejemplo fix) = 0, la grafica de una funcién de x
no puede ser simétrica con respecto al eje x, puesto que entonces violaria la prueba de la recta vertical
para la grafica de una funcién. |

EJEMPLO 5 Funciones pares o impares y ceros de funciones

Determinar si cada una de las siguientes funciones es par, impar o ninguna de ambas. Des-
pués, calcular los ceros de la funcién.

a) flx)y=x—x b) g(x) =1+ cosx
Solucion
a) La funcién es impar, porque

D= (0 = (0 = =+ x =~ ) = (.

Los ceros de f se calculan como sigue.

XB=—x=0 Hacer flx) = 0.
X2 -1 =x(x=1Dx+1)=0 Factorizar.
Y x=0,1,—1 Ceros de f.
3T g(x) =1+cos x Ver la figura P.3la.
b) La funcién es par, porque
2
/ g(=x) =1+ cos(—x) =1+ cosx = g(x). cos(—x) = cos (x).
1 =+
Los ceros de g se calculan como sigue.
i w3 4r ' I +cosx=0 Hacer g(x) = 0.
-1 cosx = —1 Restar 1 en ambos miembros.
x = (2n + 1)m, con n entero Ceros de g.
b) Funcion par
Figura P.31 Ver la figura P.315. —

[\1}'W Cada una de las funciones del ejemplo 5 es par o impar. Sin embargo, muchas funciones,
como f(x) = x> + x + 1 no son pares ni impares. |



Iml Ejercicios

En los ejercicios 1y 2, utilizar las graficas de fy g para resolver
lo siguiente:

a) Identificar los dominios y los recorridos o rangos de f'y g.
b) Identificar f(—2) y g(3).

¢) ¢Para qué valor(es) de x es f(x) = g(x)?

d) Calcular la(s) solucion(es) de f(x) = 2.

e) Calcular las soluciones de g(x) = 0.

En los ejercicios 3 a 12, evaluar (si es posible) la funcion en los
valores dados de la variable independiente. Simplificar los resul-
tados.

3. fx)=7x—4 4. flx)=Vx+5
a) f(0) a) f(=4)
b) f(=3) b) f(11)
o fb) o) f(=8)
d) flx—1) d) flx+ Ax)
5 glx) =5—x? 6. glx) =x2(x — 4)
a) g(0) a) g4)
b ¢(V5) b 50)
o) g(=2) ) glo)
d) glt—1) d) glt+4)
7. f(x) = cos 2x 8. f(x) =senx
a) f(0) a) f(m)
by f(—m/4) b) f(5m/4)
o) flw/3) o f@2m/3)
9. flx) =x 10. f(x) =3x—1
flx+ Ax) — fx) ) —f(1)
Ax x—1
11. f(x) = — 12. f(x) =x*—x
fx) — f2) f) —f(1)
x—2 x—1

En los ejercicios 13 a 20, encontrar el dominio y el recorrido o
rango de la funcion.

13. f(x) = 42
15. g(x) = J6x

17. f(r) = sec%t

14. g(x) = x> -5
16. h(x) = —/x+ 3

18. A1) = cott

SECCION P3 Funciones y sus gréficas 27

19. () :% 20. g(x) = %

En los ejercicios 21 a 26, encontrar el dominio de la funcion.

21, f(x) = Vx+ V1 —x 22, fx)=Vx2—=3x+2

2 1
23. glx) = T cosx 24. h(x) —Sen 1
2

1 1
25. f(x) = m 26. g(x) = m

En los ejercicios 27 a 30, evaluar la funcion como se indica. De-
terminar su dominio y su recorrido o rango.

2x+ 1, x<0

2. f(x)_{2x+2, x>0
a) f(=1) by f0) o f@2) d f(2+1)

x2+2 x<1

> f(x)={2x2+2, x> 1
a) f(=2) b) f(0) o f(1) d) f(s*+2)

b ()_{|x|+1,x<l

A SOOI > i
a) f(=3) by f(1) o f(3) d f(*+1)

_ x+4, x<5

a) f(—3) by f(0) o f(5) d) f(10)

En los ejercicios 31 a 38, trazar la grafica de la funcién y encon-
trar su dominio y su recorrido o rango. Utilizar una herramienta
graficadora para comprobar las graficas.

4
3. flx) =4 —x 32, glx) =—
X
33. hx)=Jx—6 4. f) =13 +3
35. flx) = V9 —x? 36. f(x) =x+ V4 —x2
0
37. g(r) = 3senmt 38. h(h) = —5cos 5
Desarrollo de conceptos
39. En la figura se muestra la s
grifica de la distancia que g 10+
recorre un estudiante en su  F gL
camino de 10 minutos ala 5 4L L @)
escuela. Dar una descripcion g a1
verbal de las caracteristicas g L1 (4,2)
del recorrido del estudiante 5 ) (6,2) ,
hacia la escuela. 0,00 2 4 6 8 10
Tiempo (en minutos)
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Desarrollo de conceptos (continuacién)

40. Tras unos minutos de recorrido, un estudiante que conduce 27
millas para ir a la universidad recuerda que olvidé en casa el
trabajo que tiene que entregar ese dia. Conduciendo a mayor
velocidad de la que acostumbra, regresa a casa, recoge su
trabajo y reemprende su camino a la universidad. Trazar la
posible grafica de la distancia de la casa del estudiante como
funcién del tiempo.

Preparacion para el cdlculo

En los ejercicios 41 a 44, aplicar la prueba de la recta vertical para
determinar siy es una funcion de x.

41. x—y2=0 2. Jx*—4—-y=0
y y
2 4T
3,,
1 oh
x 14

X

-3-2-1 | 1 2 3

_2Ak

En los ejercicios 45 a 48, determinar si y es una funcion de x.

45. x> +y?> =16
47. 2 =x>-1

46. x> +y=16
48. x2y —x2+4y =0

En los ejercicios 49 a 54, utilizar la grafica de y = f(x) para rela-
cionar la funcion con su grafica.

49. y=f(x+5)
51, y=—f(—x)—2
53. y=f(x+6)+2

50. y=f(x)—5
52. y=—f(x—4)
54. y=f(x—-1)+3

55. Utilizar la gréfica de f que se muestra en la figura para dibujar
la gréfica de cada funcién.

@ fhe+3) b f=1) 3
O fW+2 ) fl) 4 /
0¥ N W - ) ’

-7

56. Utilizar la gréifica de f que se muestra en la figura para dibujar
la gréfica de cada funcion.

a) fx—4) b flx+2) 3 o5
O fW+4 D f) -1 & P v
AW N W i
QRIS
-5

57. Utilizar la grafica de fix) = /x para dibujar la grafica de cada
funcion. En todos los casos, describa la transformacion.

a)y=\/;c+2 d)y=—\/;c ) y=vx—12

58. Especificar una secuencia de transformaciones que tenga como
resultado cada grafica de £ a partir de la grafica de la funcién
flx) = sen x.

a) h(x) = sen(x + 127) +1  b) hix) = —sen(x — 1)
59. Dadas fix) = Vx y g(x) = x> — 1, evaluar cada expresion.

a) flg(1) b) g(f(1)) ) g(f(0)
d) fg(=4) o flgl) h s(f(x)

60. Dadas f{x) = sen x y g(x) = mx, evaluar cada expresion.

)

o 81(3)) o st

a) f(g(2)) o) g(f(0))

H s(fx)

En los ejercicios 61 a 64, encontrar las funciones compuestas
(fog)y (g of). (Cudl es el dominio de cada funcién compuesta?
¢Son iguales ambas funciones compuestas?

61. f(x) =x2 62. f(x) =x>-1

gx) = Vx glx) = cosx
63. f(x) => 64. f(x) = -

X X

gr) =x? — 1 gy)=Vx+2
65. Utilizar las gréficas de fy de g para evaluar cada expresion.

Si el resultado es indefinido, explicar y

por qué.

a) (f-8)3) b) g(f(2))

o) g(f(5)) d) (f-8)(=3)

e) (gf)=1) p flg(=1)




66. Ondas Se deja caer una roca en un estanque tranquilo, pro-
vocando ondas en forma de circulos concéntricos. El radio (en
pies) de la onda exterior estd dado por (f) = 0.67, donde 7 es el
tiempo, en segundos, transcurrido desde que la roca golpea el
agua. El drea del circulo estd dada por la funcién A(r) = mr2
Calcular e interpretar (A ° r)(?).

Para pensar En los ejercicios 67 y 68, F(x) = f o g o h. Identificar las
funciones para f, g y k. (Existen muchas respuestas correctas.)

67. F(x)=+2x-2

68. F(x) = —4sen(l —x)

En los ejercicios 69 a 72, determinar si la funcién es par, impar o
ninguna de las dos. Utilizar una herramienta de graficacién para
verificar su resultado.
69. flx) =x*4 — X%
71. fix) = xcosx

70. f(x)=¥x
72. flx) = sen*x

Parapensar Enlos ejercicios 73 y 74, encontrar las coordenadas

de un segundo punto de la grafica de una funcionf; si el punto dado

forma parte de la grafica y la funcion es: @) par y b) impar.

73. (3,4 74. (4,9)

75. En la figura se muestran las graficas de f, g y h. Determinar si
cada funcién es par, impar o ninguna de las dos.

y

6 4

AN 4T

X

f

-ttt =x
-6 -4 -2 2 4 6
-4
-6
Figura para 75 Figura para 76

76. El dominio de la funcién f que se muestra en la figura es
—-6=x=60.

a) Completar la gréifica de f dado que fes par.
b) Completar la gréfica de fdado que fes impar.

Escritura de funciones En los ejercicios 77 a 80, escribir la ecua-
ciéon para una funcién que tiene la grafica dada.

77. Segmento de recta que une (—2,4)y (0, —6)

78. Segmento de recta que une (3, 1) y (5, 8)

79. La mitad inferior de la pardbola x + y*> = 0

80. La mitad inferior del circulo x> + y* = 36
En los ejercicios 81 a 84 trazar una posible grifica de la situacion.
81. Lavelocidad de un aeroplano en una funcién del tiempo durante

un vuelo de 5 horas.

82. La altura de una pelota de beisbol en funcién de la distancia
horizontal durante un cuadrangular.

83. Lacantidad de cierta marca de un zapato vendida por una tienda
de deportes en una funcién del precio del articulo.
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84. El valor de un auto nuevo en funcién del tiempo en un periodo
de 8 aos.

85. Determinar el valor de ¢ de manera que el dominio de la funcién
f&) = Ve —x
sea [—5, 5].

86. Determinar todos los valores de ¢ de manera que el dominio de
la funcién

x+3
f(x)_x2+3cx+6

sea el conjunto de todos los nimeros reales.

87. Razonamiento grdfico Un termostato controlado de manera
electrénica estd programado para reducir la temperatura auto-
maticamente durante la noche (ver la figura). La temperatura 7,
en grados Celsius, estd dada en términos de ¢, el tiempo en horas
de un reloj de 24 horas.

T

S —t+—+ + |-t
Il 3 6 9 12 15 18 21 24
a) Calcular 7(4) y 7(15).

b) Siel termostato se reprograma para producir una temperatu-
ra H(f) = T(t — 1), ;qué cambios habrd en la temperatura?

Explicar.

¢) Siel termostato se reprograma para producir una temperatu-
ra H(t) = T(1) — 1, ;qué cambios habrd en la temperatura?
Explicar.

Para discusion

88. El agua fluye a una vasija de 30 centimetros de altura a
velocidad constante, llendndola en 5 segundos. Utilizar
esta informacién y la forma de la vasija que se muestra en
la figura para responder a las siguientes preguntas, si d
es la profundidad del agua en centimetros y 7 es el tiem-
po en segundos (ver la figura).

30'cm
) |
d
L] A
a) Explicar por qué d es una funcién de ¢.
b) Determinar el dominio y el recorrido o rango de dicha
funcién.
¢) Trazar una posible grafica de la funcion.

d) Usar la gréfica del inciso ¢) para calcular d(4) ;Qué
representa esto?
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89.

90.

& o

b)

91.

9.

93.

94.

95.

96.

i o7,
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Modelado matemdtico En la tabla se muestra el nimero pro-
medio de acres por granja en Estados Unidos para ciertos afios.
(Fuente: U.S. Department of Agriculture.)

Afio 1955 | 1965 | 1975 | 1985 | 1995 | 2005
Superficie| s | 340 | 420 | 441 | 438 | 444
€en acres

a) Representar graficamente los datos, donde A es la superficie
en acres y ¢ es el tiempo en afios, donde # = 5 corresponde
a 1955. Trazar a mano una curva que aproxime los datos.
b) Utilizar la curva del inciso a) para calcular A(20).

Aerodindmica automotriz La potencia H, en caballos de
fuerza, que requiere cierto automovil para vencer la resistencia
del viento estd dada aproximadamente por

H(x) = 0.002x* + 0.005x — 0.029, 10 = x = 100

donde x es la velocidad del automdvil en millas por hora.
Representar H con una herramienta de graficacion.

Reescribir la funcién de potencia de tal modo que x represente
la velocidad en kilémetros por hora. [Encontrar H(x/1.6).]

Para pensar Escribir la funcién

) = |x| + |x — 2]

sin utilizar los signos de valor absoluto (para repasar el valor
absoluto en el apéndice C).

Desarrollo  Utilizar una herramienta de graficacién para re-
presentar las funciones polinomiales p (x) = x* — x + 1 y p,(x)
= x* — x. {Cudntos ceros tiene cada una de estas funciones?
(Existe algin polinomio cibico que no tenga ceros? Explicar
la respuesta.

Demostrar que la siguiente funcion es impar.

f) = ag, X+ axd Foagx

Demostrar que la siguiente funcion es par.

F&) = apx? + ay, x4 4 ayx? + g

Demostrar que el producto de dos funciones pares (o impares)
es una funcion par.

Demostrar que el producto de una funcién impar y una par es
una funcién impar.

Volumen Se va a construir una caja abierta (sin tapa) de vo-
lumen méximo con una pieza cuadrada de material de 24 cen-
timetros de lado, recortando cuadrados iguales en las esquinas
y doblando los lados hacia arriba (ver la figura).

FXA—— 24 — Dx —>+ XA

a) Expresar el volumen V como funcién de x, que es la lon-
gitud de las esquinas cuadradas. ;Cudl es el dominio de la
funcién?

b) Utilizar una herramienta de graficacién para representar la
funcién volumen y aproximar las dimensiones de la caja
que producen el volumen maximo.

¢) Utilizar la funcién tabla de la herramienta de graficacién
para verificar su respuesta del apartado b). (Se muestran
los dos primeros renglones de la tabla.)

Longitud
Altura, x y altura Volumen, V
1 24 —2(1) 1[24 — 2(1)]? = 484
2 24 —2(2) 2[24 — 2(2)]> = 800

98. Longitud Unarecta que pasa por el punto (3, 2) forma con los

ejes x y y un tridngulo rectangulo en el primer cuadrante (ver la
figura). Expresar la longitud L de la hipotenusa como funcién
de x.

y

- (0,)

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 99 a 102, determinar si la
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
proporcionar un ejemplo que lo demuestre.

99.
100.

101.

102.

Si fla) = f(b), entonces a = b.

Una recta vertical puede cortar la grdfica de una funcién una vez
cOomo maximo.

Sif(x) = f{—x) para todo x perteneciente al dominio de f, entonces
la gréfica de f'es simétrica con respecto al eje y.

Si fes una funcién, entonces flax) = af(x).

Preparacion del examen Putnam®*

103. Sea R la regién constituida por los puntos (x, y) del pla-

104. Considerar un polinomio f{x) con coeficientes reales que

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize
Competition.© The Mathematical Association of America. Todos los derechos
reservados.

no cartesiano que satisfacen tanto |x| — |y| < 1 como
|y] £ 1. Trazar la regién R y calcular su drea.

tienen la propiedad f(g(x)) = g(f(x)) para todo polinomio
g(x) con coeficientes reales. Determinar y demostrar la
naturaleza de f(x).

*El William Lowell Putnam Mathematical Competition (Concurso de Matematicas William
Lowell Putnam) es un concurso anual para estudiantes universitarios de Estados Unidos
y Canada, establecido en 1938.
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Iml Ajuste de modelos a colecciones de datos

Dibujo realizado por computadora,
basado en la ilustracion a tinta del famoso
estudio de Leonardo da Vinci sobre las
proporciones humanas, titulado El hombre
de Vitruvio.

76
74
72
70
68
66
64
62
60

Envergadura (en pulgadas)

] ] ] ] ] ] ] ] ] X

T T T T T T T T T

60 62 64 66 68 70 72 74 76
Altura (en pulgadas)

Datos y su modelo lineal
Figura P.32

B Ajustar un modelo lineal a una coleccién de datos de la vida cotidiana.
B Ajustar un modelo cuadrético a una coleccién de datos de la vida cotidiana.
B Ajustar un modelo trigonométrico a una coleccién de datos de la vida cotidiana.

Ajuste de un modelo lineal a los datos

Una de las premisas bdsicas de la ciencia es que gran parte de la realidad fisica puede
describirse matematicamente y que muchos de los fendmenos fisicos son predecibles. Esta
perspectiva cientifica constituyé parte de la revolucion cientifica que tuvo lugar en Europa
a finales del siglo xvI1. Dos de las primeras publicaciones ligadas a esta revolucién fueron
On the Revolutions of the Heavenly Spheres, del astrénomo polaco Nicolaus Copernicus,
y On the Structure of the Human Body, del anatomista belga Andreas Vesalius. Publicados
ambos en 1543, rompian con la tradicion al sugerir el uso de un método cientifico en lugar
de la confianza ciega en la autoridad.

Una técnica fundamental de la ciencia moderna consiste en recopilar datos y luego
describirlos por medio de un modelo matematico. Por ejemplo, los datos del ejemplo 1
estan inspirados en el famoso dibujo de Leonardo da Vinci que indica que la altura de una
persona y su envergadura son iguales.

EJEMPLO | Ajuste de un modelo lineal a los datos
Un grupo de 28 alumnos recopil6 los siguientes datos, que representan sus estaturas x y sus
envergaduras y (redondear a la pulgada mds cercana):

(60, 61), (65, 65), (68, 67), (72, 73), (61, 62), (63, 63), (70, 71),
(75, 74), (71, 72), (62, 60), (65, 65), (66, 68), (62, 62), (72, 73),
(70, 70), (69, 68), (69, 70), (60, 61), (63, 63), (64, 64), (71, 71),
(68, 67), (69, 70), (70, 72), (65, 65), (64, 63), (71, 70), (67, 67).

Encontrar un modelo lineal que represente estos datos.

Solucion Existen varias maneras de representar estos datos mediante una ecuacion. La
mds sencilla serfa observar que x y y son casi iguales y tomar como modelo y = x. Un ané-
lisis mds cuidadoso consistirfa en recurrir a un procedimiento de la estadistica denominado
regresion lineal. (Procedimiento que se estudiard en la seccion 13.9.) La recta de regresion
de minimos cuadrados para estos datos es

y = 1.006x — 0.23.

Recta de regresién de minimos cuadrados.

En la figura P.32 se muestra la grafica del modelo y los datos. A partir de este modelo, se
puede observar que la envergadura de una persona tiende a ser aproximadamente igual a su

estatura. —

TECNOLOGIA Muchas herramientas de graficacién tienen incorporados progra-
mas de regresiéon de minimos cuadrados. Por lo general, se introducen los datos y
después se ejecuta el programa. El programa suele mostrar como resultado la pen-
diente y la interseccion en y de la recta que mejor se ajusta a los datos y el coeficien-
te de correlacion r. El coeficiente de correlacion mide cudn bien se ajusta el modelo
a los datos. Cuanto mas préoximo a 1 es |r|, mejor es el ajuste. Por ejemplo, el co-
eficiente de correlacién para el modelo del ejemplo 1 es » = 0.97, lo que indica que
el modelo se ajusta bien a los datos. Si el valor de r es positivo, las variables tienen
una correlacién positiva, como ocurre en el ejemplo 1. Si el valor de r es negativo,
las variables tienen una correlacién negativa.
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Preparacion para el cdlculo

Ajuste de un modelo cuadratico a los datos

Una funcién que define la altura s de un objeto que cae en términos del tiempo ¢ se llama
funcion de posicion. Si no se considera la resistencia del aire, la posicién de un objeto que
cae admite el modelo

s(t) =+ gt* + vt +s,

donde g denota la aceleracién de la gravedad, v, la velocidad inicial y s, la altura inicial.
El valor de g depende de donde se deja caer el objeto. En la Tierra, g vale —32 pies/s?, o
—9.8 m/s2.

Para descubrir el valor de g experimental, se pueden registrar en varios instantes las
alturas de un objeto cayendo, como se muestra en el ejemplo 2.

EJEMPLO 2 Ajuste de un modelo cuadratico a los datos

Se deja caer un balon de basquetbol desde una altura de 5% pies. Se mide la altura del ba-
16n 23 veces, a intervalos de aproximadamente 0.02 s.* Los resultados se muestran en la
siguiente tabla.

Tiempo 0.0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.099996
Altura | 5.23594 | 5.20353 | 5.16031 5.0991 5.02707 | 4.95146
Tiempo | 0.119996 | 0.139992 | 0.159988 | 0.179988 | 0.199984 | 0.219984
Altura | 4.85062 | 4.74979 | 4.63096 | 4.50132 | 4.35728 | 4.19523
Tiempo | 0.23998 | 0.25993 | 0.27998 | 0.299976 | 0.319972 | 0.339961
Altura | 4.02958 | 3.84593 3.65507 3.44981 3.23375 3.01048
Tiempo | 0.359961 | 0.379951 | 0.399941 | 0.419941 | 0.439941

Altura | 2.76921 2.52074 | 2.25786 1.98058 1.63488

6
P00,
a 4 %,
5 %
2
E 2
< °
1
} } } } t
0.1 02 03 0.5

Tiempo (en segundos)

Representacion grafica de los datos

Figura P.33

Encontrar un modelo que se ajuste a estos datos y utilizarlo para pronosticar el instante en
el que el balon golpeara el suelo.

Solucién Comenzar dibujando la nube de puntos o diagrama de dispersion que representa
los datos, como se muestra en la figura P.33. En la nube de puntos o diagrama de dispersién
se observa que los datos no parecen seguir un modelo lineal. Sin embargo, parece que obe-
decen a un modelo cuadratico. Para comprobarlo, introducir los datos en una herramienta
de graficacién con un programa para regresiones cuadraticas. Se debe obtener el modelo

s = —15.45¢2 — 1.302¢ + 5.2340.

Pardbola de regresion de minimos cuadrados.

Al usar este modelo, se puede pronosticar en qué instante el balén golpea el suelo, sustitu-
yendo s por 0 y despejando ¢ de la ecuacidn resultante.

0= —15.452 — 1.302r + 5.2340

1302 + (—1.3027 — 4(— 15.45)(5.2340)
L= 2(— 15.45)

Hacer s = 0.

Férmula cuadratica.

t=0.54

Escoger la solucién positiva.

La solucién aproximada es 0.54 s. En otras palabras, el balén continuard cayendo durante

0.1 s mas antes de tocar el suelo. ——

* Datos recabados con un Texas Instruments CBL (Calculator-Based Laboratory) System.



SECCION P4 Ajuste de modelos a colecciones de datos 33

Ajuste de un modelo trigonométrico a los datos

/Qué es el modelado matemdtico? Esta es una de las preguntas que se plantean en la obra
Guide to Mathematical Modelling. A continuacion se transcribe parte de la respuesta.™®

1. El modelado matematico consiste en aplicar las habilidades matematicas para obtener
respuestas ttiles a problemas reales.

2. Aprender a aplicar las habilidades matematicas es muy distinto del aprendizaje de las
propias matematicas.

3. Seutilizan modelos en una gran variedad de aplicaciones, algunas de las cuales parecen,

El plano de la orbita terrestre alrededor
del Sol y el eje de rotacion de la Tierra no

son perpendiculares. Por el contrario, este en principio, carecer de naturaleza matematica.

tltimo esta inclinado con respecto a su 4. Con frecuencia, los modelos permiten una evaluacion rdpida y econémica de las al-
orbita. En consecuencia, la cantidad de luz ternativas, lo que conduce hacia soluciones dptimas que de otra manera no resultarian
diurna que reciben los distintos lugares obvias.

de laTierra varia de acuerdo con la época S. En la elaboracién de modelos matemdticos, no existen reglas precisas ni respuestas
del afio; en otras palabras, varia con la “correctas”.

posicion de la Tierra en su orbita. 6. El modelado matemitico sélo se puede aprender haciéndolo.

EJEMPLO 3 Ajuste de un modelo trigonométrico a los datos

En la Tierra, el nimero de horas de luz solar en un dia cualquiera depende de la latitud y la
época del afio. Este es el nimero de minutos de luz solar diarios en una latitud de 20 grados
norte durante los dias mds largos y més cortos del ano fueron: 801 minutos el 21 de junio
y 655 minutos el 22 de diciembre. Utilizar estos datos para elaborar un modelo correspon-
diente a la cantidad de luz solar d (en minutos) para cada dia del afio en un lugar ubicado a
20 grados de latitud norte. ;Cémo podria verificarse la exactitud del modelo?

d
Solucién Esta es una manera de elegir cémo elaborar un modelo. Se puede establecer la
z 830 365 hipétesis de que el modelo es una funcion seno con un periodo de 365 dias. Utilizando los
3 800 > datos, se puede concluir que la amplitud de la grafica es (801 — 655)/2, o sea, 73. De tal
g P q p g
E 73 modo, un posible modelo es
= 750
I S
= 2t w
= 700 -3 d=728-73 sen(— + —).
< 365 2
NV \J
= < En este modelo, ¢ representa el nimero del dia del afio, donde ¢+ = O corresponde al 22 de
t——t—+—+—++—++++>1 diciembre. En la figura P.34 se muestra una grifica de este modelo. Para verificar la exac-
40 120 200 280 360 440 . . . . .
. . titud del modelo, se consulta en un almanaque el nimero de minutos de luz diurna en dife-
Dia (0 <> diciembre 22) B ) X
rentes dias del afio en una latitud de 20 grados norte.
Grafica del model
Flr ;uii ; 3120 eo Fecha Valordet  Horas de luz reales ~ Horas de luz que pronostica el modelo
Dic 22 0 655 min. 655 min.
Ene 1 10 657 min. 656 min.
Feb 1 41 676 min. 672 min.
Mar 1 69 705 min. 701 min.
Abr 1 100 740 min. 739 min.
Puede encontrar un repaso May 1 130 772 In%n. 773 m@n.
de las funciones trigonométricas en el Jun 1 161 796 min. 796 min.
apéndice C. [ Jun 21 181 801 min. 801 min.
Jul 1 191 799 min. 800 min.
Ago 1 222 782 min. 785 min.
Sep 1 253 752 min. 754 min.
Oct 1 283 718 min. 716 min.
Nov 1 314 685 min. 681 min.
Dic 1 344 661 min. 660 min.
Como se puede observar, el modelo es bastante preciso. ——

* Texto tomado de Guide to Mathematical Modelling, de Dilwyn Edwards y Mike Hamson (Boca Raton: CRC
Press, 1990). Utilizado con autorizacion de los autores.
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Iﬂl Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4 se proporciona una grifica de puntos. De-
terminar si los datos pueden modelarse por medio de una funcién
lineal, cuadratica o trigonométrica, o si no parece existir relacion
entrexyy.

Preparacion para el cdlculo

1.

y 2. y

Cancerigenos Los siguientes pares ordenados representan el
indice de exposicién a una sustancia cancerigena x y lamortalidad
por cancer y por cada 100 000 personas de una poblacion.

(3.50, 150.1), (3.58, 133.1), (4.42, 132.9),
(2.26, 116.7), (2.63, 140.7), (4.85, 165.5),
(12.65, 210.7), (7.42, 181.0), (9.35, 213.4)

a) Representar graficamente los datos. De la observacion
de esta grafica, ;parece que los datos siguen un modelo
aproximadamente lineal?

b) Descubrir de manera visual un modelo lineal para los datos
y representarlo graficamente.

¢) Utilizar el modelo para calcular el valor aproximado de y
six = 3.

Calificaciones en cuestionarios Los siguientes pares ordena-

dos son las calificaciones de dos cuestionarios consecutivos de

15 puntos aplicados a una clase de 18 alumnos.

(7,13), (9, 7), (14, 14), (15, 15), (10, 15), (9, 7),

(14, 11), (14, 15), (8, 10), (15, 9), (10, 11), (9, 10),

(11, 14), (7, 14), (11, 10), (14, 11), (10, 15), (9, 6)

a) Representar graficamente los datos. A la vista de esta grafi-
ca, parece que la relacion entre calificaciones consecutivas
sea aproximadamente lineal?

b) Si los datos parecen aproximadamente lineales, construir
un modelo lineal para ellos. Si no, encontrar alguna posible
explicacion.

Ley de Hooke Laley de Hooke establece que la fuerza F ne-

cesaria para comprimir o estirar un resorte (dentro de sus limites

elasticos) es proporcional a la variacién de longitud d que expe-
rimenta. Esto es, F' = kd, donde k es una medida de la resistencia
del resorte a la deformacién y se denomina constante eldstica.

La siguiente tabla muestra el alargamiento d, en centimetros, de

un resorte cuando se le aplica una fuerza de F newtons.

A s.

B o.

F | 20 | 40 | 60 | 80 | 100
d | 14| 25| 40| 53| 6.6
a) Encontrar la funcién de regresién en la herramienta de

graficacion, usando un modelo lineal para los datos.

b) Utilizar la herramienta de graficacion para representar los
datos y el modelo. ;Qué tanto se ajusta el modelo a los
datos? Explicar el razonamiento.

¢) Utilizar el modelo para estimar el alargamiento del resorte
cuando se le aplica una fuerza de 55 newtons.

Objeto en caida  En un experimento, unos estudiantes midieron

la velocidad s (en metros por segundo) de un objeto en caida, ¢

segundos después de dejarlo caer. Los resultados se presentan
en la siguiente tabla.

t 0 1 2 3 4

s 0 11.0 | 19.4 | 29.2 | 394

a) Usando la funcién de regresion en la herramienta de gra-
ficacion, encontrar un modelo lineal para los datos.

b) Utilizar la herramienta de graficacion para representar los
datos y el modelo. ;De qué manera se ajusta el modelo a
los datos? Explicar el razonamiento.

¢) Utilice el modelo para estimar la velocidad del objeto
transcurridos 2.5 segundos.

Consumo de energia y producto interno bruto* Los siguientes

datos muestran el consumo de electricidad per capita (en millones

de Btu) y el producto interno bruto per capita (en miles de ddla-
res) en 2001, en varios paises. (Fuente: U.S. Census Bureau.)

Argentina (71, 12.53) Bangladesh (5,1.97)
Chile (75, 10.61) Ecuador (29, 3.77)
Grecia (136, 22.23) | |Hong Kong (159, 31.56)
Hungria (106, 15.8) India (15, 3.12)
México (63, 9.64) Polonia (95, 12.73)
Portugal (106, 19.24) | |Corea del Sur| (186, 20.53)
Espaia (159, 24.75) Turquia (51,7.72)
Reino Unido (167, 31.43) Venezuela (115, 5.83)

a) Utilizar la funcién de regresion en la herramienta de gra-
ficacién, encontrar un modelo lineal para los datos. ;Cudl
es el coeficiente de correlacién?

b) Utilizar la herramienta de graficacién para representar los
datos y el modelo.

¢) Interpretar la grafica del apartado b). Utilizar la grafica para
identificar los cuatro paises que mas difieren del modelo
lineal.

d) Borrarlos datos correspondientes alos cuatro paises identifi-
cados en el apartado c). Ajustar un modelo lineal para el resto
de los datos y encontrar su coeficiente de correlacion.

* En Espaiia se le denomina producto interior bruto.
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Dureza de Brinell Los datos de la tabla muestran la dureza
de Brinell H del acero al carbon del 0.35 cuando se endurece y
templa a temperatura ¢ (en grados Fahrenheit). (Fuente: Standard
Handbook for Mechanical Engineers.)

t | 200

400

600

800

1 000

1200

H | 534

495

415

352

269

217

a) Utilizar las funciones de regresion lineal de su herramienta de
graficacion para encontrar un modelo lineal para los datos.

b) Utilizar la herramienta de graficacién para representar
los datos y el modelo. ;Qué tanto se ajusta el modelo a los
datos? Explicar el razonamiento.

¢) Utilizar el modelo para estimar la dureza cuando t =
500°F.

Costos de automaviles Los datos de la tabla muestran los gas-
tos variables de operacién de un automdvil en Estados Unidos
durante varios afios. Las funciones y;, y, y y; representan los gas-
tos, en centavos por milla, de gasolina y aceite, mantenimiento y
neumaticos, respectivamente. (Fuente: Bureau of Transportation
Statistics.)

Aio A2 Y2 Y3 ‘
0 | 560 330 170 ‘
I 690  3.60 170 |
2790 | 390 | 180 ;
3590 | 410 | 1.80 |
—
4 720 | 410 | 180
5 650 | 540 | 0.70
6 | 950 490  0.70
7 1890 | 490 | 0.70

a) Utilizar las funciones de regresién de la herramienta de
graficacion para encontrar un modelo cuadratico para y, y
y3 y un modelo lineal para y,.

b) Utilizar la herramienta de graficacion para hacer la gréfica y,,
V2, Y3 Y ¥, + ¥, + y; en la misma ventana. Utilizar el modelo
para estimar el costo total variable por milla durante el afio 12.

Resistencia de una viga Los estudiantes de un laboratorio
midieron la fuerza de ruptura S (en libras) de una pieza de madera
de 2 pulgadas de espesor, con x de altura y 12 de longitud. Los
resultados se muestran en la siguiente tabla.

x 4 6 8 10 12

S 12370 | 5460 | 10310 | 16250 | 23 860

a) Utilizar una herramienta de graficacién para ajustar un
modelo cuadritico a los datos.

b) Utilizar la herramienta de graficacion para representar los
datos y el modelo.

¢) Utilizar el modelo para estimar la fuerza de ruptura cuando
x=2.

SECCION P4
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Ajuste de modelos a colecciones de datos

Desempeiio automotriz  La siguiente tabla muestra el tiempo ¢
(en segundos) que necesita un automévil Honda Accord Hybrid
para alcanzar una velocidad de s millas por hora partiendo del
reposo. (Fuente: Car & Driver.)

s | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 80 90
t 125355067 87 | 115 144
a) Utilizar las funciones de regresion de la herramienta de gra-

ficacion para encontrar un modelo cuadratico para los datos.

b) Utilizar la herramienta de graficacién para representar los
datos y el modelo.

¢) Utilizar la grafica del apartado b) para establecer por qué el
modelo no es apropiado para determinar el tiempo necesario
para alcanzar velocidades inferiores a 20 millas por hora.

d) Puesto que en las pruebas se partia del reposo, agregar el
punto (0, 0) alos datos. Ajustar y representar graficamente
un modelo cuadrdtico a los nuevos datos.

¢) Elmodelo cuadratico, ; modela con mayor precisioén el com-
portamiento del automdvil a bajas velocidades? Explicar
la respuesta.

Para discusion

14.

Organizaciones de asistencia sanitaria La siguiente grafica
de barras muestra el niimero de personas N (en millones) que
recibieron atencion en organizaciones de asistencia sanitaria
de 1990 a 2004. (Fuente: HealthLeaders-InterStudy.)

Internamiento en organizaciones de asistencia sanitaria
N
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80
70
60
50
40+
301
20 1
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|81.3
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|71.8
|68.8
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1 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Ao (0 < 1990)

a) Seatel tiempo en afios, t = 0 corresponde a 1990. Uti-
lizar las funciones de regresion de una herramienta de
graficacion para encontrar los modelos lineal y ctibico
para los datos.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
los datos y los modelos lineal y cubico.

¢) Utilizar la gréfica anterior para determinar qué modelo
es mejor.

d) Utilizar una herramienta de graficacién para encontrar
la gréafica del modelo cuadrdtico de los datos.

e) Utilizar los modelos lineal y cubico para estimar el
nimero de personas que recibieron atencién en las
organizaciones de asistencia sanitaria durante 2007.

) Utilizar una herramienta de graficacién para encontrar
otros modelos para los datos. ; Qué modelos se considera
que representan mejor los datos? Explicar la respuesta.

Personas atendidas (en millones)
384

S EED)
S e
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CAPITULO P Preparacion para el célculo

Desempeiio de un automovil Se acopla un dinamémetro a un
motor de automovil V8 y se mide su potencia en caballos y a
diferentes velocidades x (en miles de revoluciones por minuto).
En la siguiente tabla se muestran los resultados.

x |1 2 3 4 5 6

y | 40 | 85 | 140 | 200 | 225 | 245

a) Utilizar las funciones de célculo de regresion de una he-
rramienta de graficacién para encontrar el modelo ctibico
para los datos.

b) Utilizar la herramienta de graficacién para representar los
datos y el modelo.

¢) Utilizar el modelo para estimar la potencia cuando el motor
gira a 4 500 revoluciones por minuto.

Temperatura de ebullicion La siguiente tabla muestra la tem-
peratura de ebullicién del agua T (°F) a diferentes presiones p.
(en libras/pulg?). (Fuente: Standard Handbook for Mechanical
Engineers.)

5 10 14.696 (1 atmosfera) 20
162.24° | 193.21° 212.00° 227.96°

30 40 60 80 100
250.33° | 267.25° | 292.71° | 312.03° | 327.81°

17.

a) Utilizar las funciones de regresion de una herramienta de gra-
ficacion para encontrar un modelo ctibico para los datos.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar los
datos y el modelo.

¢) Utilizar la gréfica para calcular la presion necesaria para
que el punto de ebullicién del agua exceda los 300°F.

d) Explicar por qué el modelo no seria adecuado para presiones
superiores a 100 libras por pulgada al cuadrado.

Movimiento arménico Un detector de movimiento mide el des-
plazamiento oscilatorio de un peso suspendido de un resorte. En
la figura se muestran los datos recabados y los desplazamientos
mdximos (positivo y negativo) aproximados a partir del punto
de equilibrio. El desplazamiento y se mide en centimetros y el
tiempo ¢ en segundos.

a) (Esy funcién de #? Explicar la respuesta.
b) Calcular la amplitud y el periodo de las oscilaciones.
Encontrar un modelo para los datos.

9]
FI:' d) Representar el modelo del apartado ¢) en una herramienta

de graficacién y comparar el resultado con los datos de la
figura.

y
5L (0.125,2.35)
/

Hﬂ 18. Temperatura Lasiguiente tabla muestralas temperaturas maxi-

mas diarias en Miami M y Syracuse S (en grados Fahrenheit),
donde ¢t = 1 corresponde a enero. (Fuente: NOAA.)

t 1 2 3 4 5 6

M | 765 | 77.7 | 80.7 | 83.8 | 87.2 | 89.5

S | 314 | 335 | 43.1 | 557 | 685 | 77.0

t 7 8 9 10 11 12

M | 909 | 90.6 | 89.0 | 854 | 812 | 775

S | 81.7 | 79.6 | 71.4 | 598 | 474 | 363

a) Siun modelo para Miami es
M(1) = 83.70 + 7.46 sen(0.4912¢ — 1.95).

Encontrar un modelo para Syracuse.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para representar los
datos y el modelo correspondientes a las temperaturas en
Miami. (Es bueno el ajuste?

¢) Utilizar una herramienta de graficacion para representar los
datos y el modelo correspondientes a las temperaturas en
Syracuse. (Es bueno el ajuste?

d) Utilizar los modelos para estimar la temperatura promedio
anual en cada ciudad. ; Qué término del modelo se utiliz6?
Explicar la respuesta.

e) (Cudlesel periodo en cada modelo? ; Es el que se esperaba?
Explicar las respuestas.

¢ Qué ciudad presenta una mayor variacién de temperaturas
alolargo del ano? ;Qué factor de los modelos lo determina?
Explicar las respuestas.

Desarrollo de conceptos

En los ejercicios 19 y 20 describir una situacién real factible
para cada conjunto de datos. Luego, explicar cémo puede
utilizar un modelo en un entorno real.

19. v 20. ¥

Preparacion del examen Putnam

21. Parai =1, 2, sea T; un tridngulo con lados de longitud a;,
b;, c;y drea A;. Suponga que a, < a,, b, < b,, ¢; = ¢,y
que T, es un tridngulo agudo. ;Se cumple que A; = A,?

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize

Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos
reservados.




Inl Ejercicios de repaso

En los ejercicios 1 a 4, encontrar las intersecciones con los ejes
(si existe alguna).

1. y=5x—38 2. y=x—2)(x—6)
x=3

3. y= 4. xy=+4
x—4 v

En los ejercicios 5 y 6, verificar si existe simetria con respecto a
cada eje y al origen.
5. Xy —x*+4y=0 6. y=x"—x+3

En los ejercicios 7 a 14, dibujar la grafica de la ecuacion.

7. y=3(—x+3) 8. 6x—3y=12

9. —dx+iy=1 10. 0.02x + 0.15y = 0.25
11. y=9—-8x—x2 12. y=6x— 2

13, y=2J4-x 14 y=|r—4 -4

FL En los ejercicios 15 y 16, describir la ventana de calculadora que
produce la figura.

15. y=4x*—-25 16. y=8%x-6

\ i

VAL

FL En los ejercicios 17 y 18, utilizar una herramienta de graficacion
para encontrar el o los puntos de interseccion de las grificas de
las ecuaciones.

17. 5x+3y=-1 18. x—y+1=0
x—y=-5 y—xt=7
19. Para pensar Escribir una ecuacién cuya grafica corte en
x =—4yx =4y seasimétrica con respecto al origen.

20. Para pensar [Para qué valor de k la gréifica de y = kx® pasa
por el punto indicado?

a (L4 b (=21) ¢ 0,0 o (-1,-D

En los ejercicios 21 y 22, dibujar los puntos y calcular la pendiente
de la recta que pasa por ellos.

2. 3, D, 5, %) 22. (=7,8),(-1,8)

En los ejercicios 23 y 24, utilizar el concepto de pendiente para de-
terminar el valor de ¢ para el que los tres puntos son colineales.
23. (=8,5),00,0,(2, 1) 24. (=3,3), (1, —1),(8,6)

En los ejercicios 25 a 28, encontrar la ecuacion de la recta

que pasa por el punto y tiene la pendiente seiialada. Trazar la
recta.

25. (3,-5),m=1% 26. (—8, 1), mes indefinida.

Ejercicios de repaso 37

27. (=3,0),m= —3 28. (5,4),m=0

29. Encontrar las ecuaciones de las rectas que pasan por (—3,5) y
tienen las siguientes caracteristicas.

a) Pendiente 15

b) Es paralela alarectaSx — 3y =3
¢) Pasa por el origen

d) Esparalelaal ejey

30. Encontrar las ecuaciones de las rectas que pasan por (2, 4) y
poseen las siguientes caracteristicas.

a) Pendiente —%

b) Es perpendicularalarectax +y =0
¢) Pasa por el punto (6, 1)

d) Es paralela al eje x

31. Ritmo o velocidad de cambio El precio de adquisiciéon de
una maquina nueva es $12 500, y su valor decrecerd $850 por
afio. Utilizar esta informacién para escribir una ecuacion lineal
que determine el valor V de la mdquina ¢ afios después de su
adquisicion. Calcular su valor transcurridos 3 afios.

32. Punto de equilibrio Un contratista adquiere un equipo en
$36 500 cuyo costo de combustible y mantenimiento es de $9.25
por hora. Al operario que 1o maneja se le pagan $13.50 por hora
y a los clientes se les cargan $30 por hora.

a) Escribir una ecuacion para el costo C que supone hacer
funcionar el equipo durante ¢ horas.

b) Escribir una ecuacion para los ingresos R derivados de ¢
horas de uso del equipo.

¢) Determinar el punto de equilibrio, calculando el instante
enelque R = C.

En los ejercicios 33 a 36, trazar la grafica de la ecuacion y utilizar el
criterio de la recta vertical para determinar si la ecunacion expresa
ay como una funcién de x.

33. x—y»'=6 4. ¥*—-y=0
35 yo2 36. x=9—y
x-2

37. Evaluar (si es posible) la funcién f(x) = 1/x en los valores
especificados de la variable independiente y simplificar los

resultados.
fA+Ax) - f)

0 by ————=

a) fl0) ) Ax
38. Evaluar (si es posible) la funcién para cada valor de la variable
independiente.
) x2+2,x<0
X) =

' [x=2],x20
a) f(=4) b f0) ¢ f(1)

39. Determinar el dominio y el recorrido o rango de cada funcidn.

x2, x<0
2—x,x20

7
a) y= V36 — x2 b) y=2x710 c) y=
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40.

41.

B 4.

BB 4.

H’ 4.

B 4.

46.

CAPITULO P Preparacion para el cdlculo

Dadas flx) = 1 — x>y g(x) = 2x + 1, evaluar las expresiones.
a) flx)—g) D) fgkx) o) g(fix)

Trazar (en un mismo sistema de coordenadas) las graficas de f
parac = —2,0y 2.

a) f)y=x*+c
o) f)=(x—-2P+c¢

b) fx)=(x—c)
d) flx) =cx®

Utilizar una herramienta de graficacion para representar
fix) = x* — 3x%. Empleando la gréfica, escribir una férmula para
la funcién g de la figura.

a) 6 b) 2

2,5) 2,1)
40,1 \

Conjetura

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
las funciones f, g y 4 en una misma ventana. Hacer una
descripcién por escrito de las similitudes y diferencias
observadas entre las graficas.

Potencias impares: f(x) = x, g(x) = x%, h(